A november 26.-i el6adashoz kapcsolodd gyakorlat feladatai

1. Legyenek &q,...,¢&, fiiggetlen exponencidlis eloszlasi valdszintliségi valtozok A > 0
paraméterrel, azaz f(y) = e, hay > 0, f(y) = 0, ha y < 0 sfirtiségfiiggvénnyel.
k
Legyen S = > &, 1 < k < n. Szamitsuk ki a
j=1

) S S,
(S1,...,50_1,5,) és (S_is—nls”)

véletlen vektorok striiségfiiggvényét. Ezen eredmények segitségével mutassuk meg,
hogy az (i Sn1

S,n Y ) Sn
és e vektor elemei a [0, 1] intervallumban fiiggetlen, egyenletes eloszlasi val6szinti-
ségi valtozokbdl 4ll6 rendezett mintat alkotnak.

véletlen vektor fliggetlen az S, valészintiségi valtozotol,

Ezt a feladatot tgy fogjuk megoldani, hogy kiszamoljuk a definidlt véletlen vek-
tor struségfiiggvényét, és ellenorizziik, hogy ez olyan tulajdonsagi, mint ahogy azt
allitottuk. Ahhoz, hogy ezt a programot végrehajtsuk sziikségiink van arra, hogy
tudjuk bizonyos transzforméaciok soran hogyan valtozik egy integrdl. Felidézem azt
az eredményt, amelyikre sziikségiink van. Ezt a sziikségesnél altaldnosabb forméaban fo-
galmazom meg. A most vizsgalt probléméban elegendé lenne invertalhaté leképezéseket
vizsgalni, ahol minden pontnak egyetlen 6sképe van. A sziikséges eredmény megfogal-
mazasa érdekében eloszor felidézem a Jacobian foglmat.

Jacobian definiciéja. Legyen yi = Ti(z1,...,2,), 1 < k < n, az n-dimenzids tér
egy tartomdnydnak sima transzformdltja az n-dimenzios tér eqy masik tartomdnyaba. E
transzformdcio J(T(x1,...,x,)) Jakobidnja egy (x1,...,x,) pontban a

(3Tk($1,~~-,$k)> 1<lk<n

ox

n X n-es (az (r1,...,x,) pontban vett derivdlt) mdatriz determindnsdnak az abszolut
értéke.

(A Jacobian szemléletes tartalma: Ez adja meg, hogy az (x1,...,x,) pont kis
kérnyezetének a térfogatit a T = (Ty,...,T,) transzformdcié hdnyszorosdra nagyitja

Integraltranszformaciordl szolo képlet. Legyen adva az n-dimenzids tér eqy A tar-
tomdnydnak egqy sima yr = Ti(z1,...,2,), 1 < k < n, transzformaltja az n-dimenzids
tér egy masik B tartomdnydba. Legyen tovdbbd adva a B tartomdnyon eqy f(y1,---,Yn)
fliggvény. Ezen f(y1,...,Yn) figgvénynek o T = (T1,...,T,) transzformdcid dltal meg-
hatdrozott ésképén azt az A tartomdnyon értelmezett g(xy,...,x,) = T f(z1,...,20)
fugguényt értjik az A tartomdnyon, melyre

g1, . yxn) = f(Th (21, xn), oy Tu(T1, . ooy T))



minden (x1,...,x,) € A pontban. Ekkor

/Bf(yl,...,yn)dyl... dy.,

T ! b N
= / f< ’ d n) 1 d.fCl e dl’n
A
olyan (z1,...,2n)€A pontok j(T(zh v 7Zk))
melyekre Ti(21,...,2n ) =Tk (T1,---,Tn)
k=1,...,n

Megoldés: Szamoljuk ki az (Sy,...,5,) vektor stirtiségfiiggvényét. Ezt a kdvetke-
z0képp tesszitk. Mivel az {w: S1(w) < uq,...,S,(w) < uy,)} esemény kifejezhetd,
mint egy {w: (&1(w),..., & (w)) € B} alaki esemény, és a (&1(w),. .., & (w)) vé-
letlen vektornak ismerjiik a stirtiségfiiggvényét, a keresett eseményt ki tudjuk fe-
jezni, mint egy alkalmas integralt. Természetes integraltranszformaciéval ezt az
integralt at tudjuk irni, mint egy olyan integralt, melyben az integraldsi tartomany
az {(x1,...,2n): ©1 < U1,...,T, < uy} halmaz, és a transzformécié szerkezetébél
fogva az integrandus nem fligg az uq, ..., u, szamoktdl, igy megkapjuk a keresett
stirtiségfiiggvényt. Konkrétan a kovetkez6 szamoldst végezziik el:

P(S1 <up,...,S <uyp)=P((&,...,&) € B) :/Bf(yl)---f(yn)dyl . dyp,

ahol B = B(u1,...,un) ={(y1,-.-,yn): 1 +y2+---+y; <uj, j=1,...,n}
[rjuk 4t a fenti integralt a TWiy.- s yn) = (@1, s2n), 25 =1+ -+ y;, J =

1,2,...,n transzformacioval. E transzformécié invertdlhato, és Jacobidnja 1, a B
halmazt az {(z1,...,2,): z; < uj, j = 1,...,n} halmazba képezi. (A leképezés
inverze: y1 = 1, Yy; = x; — -1, j = 2,...,n. Ezért

P(Sl<u1,...,Sn<un):/ g(x1, ... xp)dzy ... dz,,
5E1§U175E2§U27~--$ngun

ahol g(z1,...,2,) = A"e 7 ha 0 < 2y < 29 < -+ < @, és nulla egyébként.
(Ugyanis f(y1) - f(yn) = f(x1)f(z2 —21) - f(2p — Tp_1) = AN"e 7 ha 0 <
x1 < -+ <z, és nulla egyébként. Innen az (Sq,...,S,) vektor slirtiségfiiggvénye
flxy,...,2p) = AN ™™ ha 0 < 2y < w9 < -+ < 2y, &8 f(21,...,2,) = 0
egyébként. Ezért specialisan S, stirtiségfiiggvénye
> > A" n—1_—Az,
fn(a;n):/;OO.../_oog(ml,...,xn)dafl...dl’n_l:mﬂf e s

ha z, >0, fn(z,) =0, ha z,, <O0.

: S Sn— e
Szamitsuk ki az (S—l, el g—l, Sn) vektor stlirtiségfiiggvényét az (Si,...,S,)
n n
véletlen vektor f(x1,...,x,) slrlségfliiggvényének ismeretében hasonlé médon. Je-

gyezzik meg el6szor, hogy az (S1,...,S,) siriségfiiggvényének specidlis alakja mi-
att, (annak kovetkeztében, hogy az bizonyos helyeken nulla) P((S1,...,S,) € D) =
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e,
/N

17 g_i,...,sg;l,s'rl) EE) zl,aD:((zl,...,Zn):0§Z1SZQ...SZn) és

E={(y1,.-,yn): 0<y; <yo <--- <yp_1 <1,0 < y,} halmazokra. Ezért

S Sh_
P(S—;<U1,..., Sn1<un_1,5n<x)

= P((Sl < Snu17"'7Sn—1 < Snun—].)Sn < aj)ﬂ (Sla"'vsn) € D))

:/ 9(Y1, - Yn)dyr ... dyy.
KND

ahol K = {(y1,...,9n): 0 <y; <ujyn,j=1,....,n—1,0 <y, <z} Definidljuk
a T(ili'l,...,.’L'n) = (ylv"'vyn)v Y1 = ;C_:La Y2 = ;C_ia Yn—1 = xg:le Yn = T transz-
formaciét az D halmazon. Ez invertalhaté transzformacié az D halmazrdl a F
halmazra, melynek Jacobidnja az x,, (n=1) fiiggvény. (A fliggvény inverze, x,, = yp,

Tk = YrYn, 1 < k < n — 1. Ezen leképezés szerint a K N D halmaz 6sképe az

{(z1,.. . xpn): x1 <uUpy. ..y, Tpo1 < Up—1,Z, < 2} N E halmaz. Ezért
S Sp_
P(S—l < Upy..., g ! < Up_1,9 <IE)
n n
T T
:/ gt (—1,...,ﬂ,xn> dxy...dx,.
{0<zj<uy,j=1,....,n—1,0<z, <z}NE In In
Innen a keresett stiriségfiiggvény f(z1,...,0n_1,2,) = A\ 2" 1 ha 0 <21 <
1 < < xp_1<1,ésx, >0, azaz (x1,...,2,) € E, és f(x1,...,2pn_1,2,) =0,
egyébként. Ez azt jelenti, hogy f(x1,...,2n_1,2,) = g(x1,...,Zn_1)h(z,), ahol
g(x1,...,xp_1) = (n — 12!, ha 0 <z < - <21 <1, g(x1,...,29p-1) = 0,
-

" e A hax, >0, h(z,) =0,hax, <0. Ezazt jelenti,
(n—1)!

hogy az (i Sn—1
S, S,
tett vektor eloszlasa megegyezik n — 1 fliggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes
eloszlasu valészintiségi valtozébol készitett rendezett minta eloszlasaval, az .S, vek-
tor eloszlasa pedig n fliggetlen A\ paraméterli exponencialis eloszlasu valdszintiségi
valtozé Osszegének az eloszlasa. (Azt, hogy h(x1,...,z,-1) egy n—1 elemi egyen-
letes eloszldst minta stiriiségfliggvénye megbeszéltiik egy korabbi gyakorlaton.)

egyébként, h(z,) =

) vektor és 5, valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, a tekin-

Hadzi feladat:

Legyenek &, ...,&, figgetlen, exponencidlis eloszlasu eloszldsu valészinliségi val-
tozok A\ paraméterrel, azaz legyen siirliségfiiggvényiik f(z) = Ae™*®, ha x > 0,
f(x) =0, haz < 0. Szamtsuk ki kézvetleniil (konvolicud) segitségével a &1+ - -+&,
Osszeg striiségfiiggvényét.

. Van négy urna, mindegyikben 10 fehér és 10 piros golyd. Elvégeziink 5 hizas-
sorozatot, mindegyik huzaskor mindegyik urnabdl kivesziink egy golydét vissza-
tevés nélkiil. Az egyes hiuzasok alkalmaval két forintot nyeriink, ha ugyanannyi
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piros goly6t hiizunk mint fehéret, és egy forintot veszitiink, ha ezek szama eltéré.
Szamoljuk ki nyereményiink varhaté értékét és szordsnégyzetét.

Megoldas: Jelolje Z; a j-ik huzds soran szerzett nyereményiinket. Szamoljuk ki a
Z; valészintiségi valtozdk varhatod értékét és szordsnégyzetét, illetve a Cov (Z;, Z,)
covariancidkat. Ennek érdekében tekintsiik a Z; valdszinliségi valtozdk, illetve a
(Z;, Z)) véletlen vektorok eloszldsét. P(Z; = 2) = P(Z; = 2 = 6--- 4. (Hat
moédon valaszthatom ki azt az két urnat, ahonnan piros golyot hiizok, és % annak a
val6szintisége, hogy mindegyik urnaban az el6irt golyét hizom. P(Z; = —1) = %.

Ha j # k, akkor P(Z; = 2,2, = 2) = 2 (94‘+104+4‘92'102>, (annak valdszintiségét

191

szamoltuk ki, hogy eloszor két fehéret és két pirosat huzunk, aztdn vagy minden
urnabdl ugyanolyan szinti golyét hizunk vagy minden urnabdl ellenkezd szinfit,
azutan azt, hogy mind a fehér mind a piros hizasok koziil egyben megvaltozott
a hizés szine, egyben pedig nem.) P(Z; = 2,2, = 1) = P(Z; = 1,Z;, = 2) =
P(Z;j=2)-P(Z;=2,2,=2,P(Z;=1,Z,=1)=P(Z; =1)-P(Z; =1,Z}, =
2).

Innen kévetkezik, hogy EZ; = 2P(Z; = 2) — P(Z; = —1) = §, ezért a keresett
varhato érték az egyes huzasokbdl szarmazo nyereményeinek varhato érték osszege
2. Bz} =135 = VarZ; = ¥ — & Ki lehet szdmolni az EZ;Z), = 4P(Z; =
2,72y, =2)+P(Z;=-1,Z,=—-1)-2P(Z; =2,Z, = —1) - 2P(Z; = 2,7}, = —1)
és Cov (Z;,Zy) = EZ;Z,—EZ; EZ), mennyiségeket. Végiil a keresett szérasnégyzet
S5EZ? + 20Cov (Z1,Zs). Ezt ki lehet széamolni behelyettesitve a megfelels for-
mulédkba, de ezeket az érdektelen szdmolasokat elhagyom.

. Tegyiik fel, hogy a kovetkezo jatékot jatszhatjuk: Feldobnak egy szabdlyos pénz-

darabot egymastdl fliggetleniil egymas utdn. Amennyiben fej a dobas eredménye,

akkor a feltett tét duplajat kapjuk, ha irds, akkor a tét % részét elveszitjik, és

csak % részét oOrizhetjiik meg. Mivel ez a jaték elonyos, ezért feltessziik minden
jatékban minden pénziinket. Lassuk be, hogy amennyiben A volt a vagyonunk a
jaték kezdete elott, és Z,, jeloli vagyonunkat az n-ik jaték utan, akkor

a) BZ,=A (6) , azaz vagyonunk varhaté értéke exponencialisan no.

b) Z, nyereményiink egy valdszintiséggel tart nulldhoz.

c) Ertsiik meg, hogy ez a két allitas nem mond egymésnak ellent.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £, valdszintiségi véltozokat: {; = 2, ha a j-ik

1
dobéas eredménye fej, §; = 3’ ha a j-ik dobas eredménye irdas. Ekkor &q,&, ...,

1 1
fiiggetlen valészintiségi véltozok, P(§; = 2) = P (¢ = §> = 5 és ezenkiviil
1 1 7
Z = Ae oo Baint By = 5 (243) = 1.6 B2, = BAGG -6, =

7 n
AE§ES - B, = A (6) . Ez a feladat a) éllitésa.
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logA 1 2
08 + — logé&;.
n j=1

1
A Z, = AL - &, relaciobdl kovetkezik, hogy —log Z,, =
n n

3 2 2

szerint — log Z,, egy valészinliséggel konvergdl a negativ ~3 log 3 szamhoz. Va-
n

1 1 1 3
Tovabbé, Elogé; = 3 (log 2+ log —) = ——log —. Ezért a nagy szamok torvénye

1
lasszunk olyan ¢ szamot, melyre 0 < ¢ < —log —. Az elézé allitasbol kovekezik,

hogy Z,(w) < e~°" minden elég nagy n > ng(w) indexre a a nagy szamok térvénye
alapjan. Innen kovetkezik a feladat b) allitasa.

Az a) rész bizonyitdsa azon alapult, hogy E€¢; > 1, a b) részé pedig azon, hogy
Elog&; < 0. Ez a két egyenl6tlenség teljesiilhet egyszerre, mert a varhaté érték
és a logaritmus egymadssal nem felcserélhets. Igaz az Fe” > eP" egyenlétlenség
(ez a konvex fiiggvényekre vonatkozé tgynevezett Jensen egyenl6tlenség specidlis
esete), ahonnan ¢ = logn valasztdssal B¢ > el°8 ¢ de egyenl6ség nem irhaté
a fenti egyenlOtlenség helyett. Jegyezziik meg, hogy hasonld, de egyszeriibben
érthetd példat mutat a feladat a) és b) allitasdnak egyszerre val6 teljesiilésére a
kovetkez6 modell. Olyan jatékot jatszunk, melyben % valészintiséggel elveszitjik, %
valészintiséggel pedig megharomszorozzuk a pénziinket. Az egyes jatékok egymastdl
fliggetlenek, és minden idépontban minden pénziinket feltessziik. Ekkor annak a
valoszinlisége, hogy az n-ik jaték utdn minden pénziinket elveszitjiik, 1 — (%)n,
ami rendkiviil gyorsan tart egyhez, és pénziink varhaté értéke 3™ (%)n, ami ex-
ponencialisan gyorsan no az n fiiggvényében. Hasonld, csak kissé rejtettebb eset
torténik az altalunk targyalt feladatban is. Tekintsiik a feladatban tekintett jaték
nyereményét sok jaték utan. Azt allithatjuk, hogy nagy n indexre az n-ik jaték
utan nagy valdszinliséggel alig marad pénziink. Viszont kis valésziniiséggel nagyon
sok pénzt nyeriink, és ezért nyereményiink varhaté értéke nagy. Ez az oka annak,
hogy nemcsak a b), hanem az a) allitas is teljestil.



