A november 5.-i elbadashoz kapcsolédé gyakorlat feladatai

1. Az el6z6 gyakorlaton belattuk, hogy ha &1,...,&, fliggetlen, a [—%, %} interval-

lumban egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozok, £ = min &, £ = max &,
1<k<n 1<k<n

akkor a (£7,&) véletlen vektor eloszlasanak van siirtiségfiiggvénye, és az f(z,y) =

n(n—1)(y —x)" 2, ha —i <zr<y<s , és f(x,y) = 0 egyébként. Szamitsuk ki

51 +&,
2

ennek az eredmenynek a segltsegevel a valoszinliségi valtozo varhaté értékét

és szorasnégyzetét.
Megoldas: Felirhatjuk az

§1+€2 // (2, d dy

_nn—I// x—i_y(y—x)"_?dxdy
{(z,y)

<e<y<il 2

()2 s
n—l//{(m’y rereyety (x;y>2(y—x)"_2d:vdy.

2 =

azonossdgokat. A fenti integrdlokat kell kiszémolnunk. FErdemes bevezetni az

u =1y —ux, v =y-+ x 0j valtozokat, és ezek segitségével kifejezni 2 V(igzsgélandé
u u
oz’ oy
dv  dv
: : . Qe 0y
mindns (abszolut) értéke 2 (minden pontban), és a transzformécié hatdséra az

{(z,y): 3 <x <y <1} integraldsi tartomany az {(u,v): 0 <u <1,—(1—u) <
v<1-— u} tartomanyba képzddik.

integralokat. Vegyiik észre, hogy a transzformécié Jacobidnja a deter-

A fenti Osszefiiggések segitségével a kiszamitando integrélokat a kévetkezé modon
irhatjuk fel:
2 —(1—uw) 2

1—u
:M/ w2 / vdv | du =0,
4 0 —(1-uw)

mert a bels6 integral nulla, és

* x\ 2 o
E (51 +€2> — TL 1 / / n—2 d’UdU
2 (1- u)

_n(n—l 3, n—2
=—715 /0(1 u)®u" " dv du
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—32 413 _
12 n—1 n+ n+1 n+ 2

_n(n—1) 11 _§+ 3
12 n—1 n+2 n n+l

nn+1)(n+2—-(n—-1))—-3(n—1)(n+2)
12(n+1)(n + 2)

_ n 1
TL(TL — 1) |:U,n 1 u” u 1 u”™ 2 :|
0

_3n(n+1)-3(n-1)(n+2) 1
12(n+1)(n +2) 2(n+1)(n+2)

¢ §+6 4 §1+& 1

Tehat EF>5>2 =0 és Var =2 = ST (nE2)
. Legyen &1,...,¢&, fuggetlen, a [¢,9 + 1] intervallumban egyenletes eloszlasi valé-

szintiségi valtozok sorozata valamely (ismeretlen) ¢ paraméterrel. Legyen &7 =

. . _ 48 _ 1 §+& _
12}%171& & = 11%112(”5;{;. Mutassuk meg, hogy E=- U + 35, Var>5
2(n+1)(n+2)° B> n =7+ 2 ©8 Var > n — 12n-°

Beszéljiik meg a kovetkezd kérdést: Meg akarjuk becsiilni az ismeretlen 9 paramé-
tert a (megfigyelt) &;,...,&, valdsziniiségi viltozdk segitségével. Melyik becslést
tartjak jobbnak:

a.) o) — SR
~ 2 *+ ;kl
b.) 197(1) _ 5125 _%
~ 5D 52
¢.) Kombinaljuk a két becslést és legyen 05 = ot
Megoldads: A fj = & — (U + 12) valészinliségi véltozok fliggetlenek, egyenletes

eloszldstak a [—%, 3] intervallumban, és 12}31;” & =& — (9 +12), max. &L =& —
(9 4 12). Ezért attérve a &, valészintiségi valtozokrdl a &, valésziniiségi valtozokra a
vizsgalt mennyiségek varhato értéke v+ %—Vel csokken, a szérasnégyzetiik pedig nem
véltozik. Ezért elegendd a feladatot a & valdsziniiségi valtozdkra bizonyitani. (Ezt
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy elég a ¥ = —% esetet tekinteni.) Az els6 kifejezés
vérhato értékét és szordsnégyzetét az elsé feladatban kiszamoltuk, és onnan latszik
a kivént dllitds. A mdsodik kifejezésre felithatjuk, hogy E&F:Hen = B = 0 és

it t+€n _ Varé&s _ 1 co_ (Y2 o, 1
Var St — 2281 — —— mert Varé; = f_l/Q.CE de = 5.

Mind a hérom esetben a vizsgélt kifejezés varhaté értéke 0, (ezt szakszoval gy
mondjak, hogy torzitatlan becsléseket adtunk meg), ezért természetes a becslések
kozil azt valasztani, amelyiknek a legkisebb a szorasnégyzete. Lattuk, hogy ebben

az értelemben a 5%2) becslés jobb, mint a 75%1) becslés. Azt is meg lehet mutatni,

hogy a 157(12) becslés a @513) becslésnél is jobb. Most elégedjiink meg annak meg-
mutatasaval, hogy nagy n elemszamra ez a helyzet, sot azt is allithatjuk, hogy a
becslés nagysagrendje jobb.

N 2 - 2
Ugyanis E <197(11) — 19) nagysagrendje const.n~!, mig a E (19%2) — 19) kifejezés
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nagysagrendje const.n~2, ha n — oo. Innen
_ 2 1 _ 2 _ 2 N -
E (1955’0 - ﬂ) -3 (E (19,9) - ﬁ) +E (ﬁ,(f) - ﬁ) 4 2F (0,&” - 19) (195,9 - 19)) ,
és a Cauchy—Schwarz egyenl6tlenség alapjan
1/2

(3 0) (% =) < (= 9) (02 -9))

és ez a kifejezés n—3/2

. 2 _ 2
becslésekbdl az kovetkezik, hogy az E (19%3) — 19) kifejezés az F <19,(11) — 19) kife-
1

nagysagrendben tart nulldhoz n — oo esetén. Ezekbdl a

jezéshez hasonléan n~' nagysdgrendben tart nulldhoz n — oo esetben. (Tehat
lassabban, mint a b.) esetben.

A kovetkezo feladatban megtargyalunk egy mas modszert a rendezett minta leg-
nagyobb és és legkisebb elemének egytittes striiségfiiggvényének kiszamitasara.

3. Legyenek &1, ..., &, fliggetlen egyforma eloszldsu valészintiségi véaltozok f(x) stirti-
ségfiiggvénnyel, {7 < &5 < --- < & a beldliik készitett rendezett minta. Lassuk be,
hogy a (&7, ...,&") véletlen vektornak van siirliségfiiggvénye, és az a g(x1,...,2,) =
nlf(xy)--- f(x,) fliggvény, ha x1 < 29 < -+ < xy,, és g(x1,...,2,) = 0 egyébként.
Léssuk be, hogy ha egy (n1,...,n,) véletlen vektornak g(z1,...,x,) van slrtiség-
fiiggvénye, és k < n, akkor az (n1,...,mx) véletlen vektor siiriiségfiiggvénye

h(l’,,l’k):/ / g(ml,,xn)dxk+1d$k+2d$n

A [—%, %] intervallumon egyenletes eloszlasu fiiggetlen &1, ..., &, valdszinliségi val-
tozokbdl elkészitett £ < &5 < --- < & rendezett mintara a (£5,&;) véletlen vektor
stiriségfiiggvénye f(x,y) =n(n—1)(y—z)" %, ha —3 <z <y < 3,6 f(z,y) =0

egyébként.
Megoldas: Definidljuk a kovetkezé C' C R™ halmazt: C' = {(z1,...,2zn): 21 <
xg < -+ < m,}, azaz C azon pontokbdl &ll, melynek koordindtdi nagysig szerint

rendezve vannak. Adva egy B C C halmaz definidljuk ennek B*? szimmetrikus
bévitését, mint B** = {(Z(1)s-- - Tr(n)) (T1,...,2n € B, (pi(1),...,7(n)) € I},
ahol TII,, jeloli az {1,...,n} halmaz Osszes permutaciéjat. Szemléletesen arrdl
van sz6, hogy a B halmaz (x1,...,z,) pontjaiban vessziik a koordindtdk osszes
lehetséges permutaciojat, és az igy eloallithaté pontok alkotjak a B halmaz sz-
immetrizalt bovitését. Ekkor P((&7,...,&)) € C) = 1, és tetszbleges (mérhetd)
A C R™ halmazra

P&, &) € A) = P((&,--,6,) € ANC) = P((&1, -, &n) € (AN C)™)
:/ flxy)f(ze) ... f(xn)dzy ... dzy
ANC)s=
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_ / (@) f(@s) ... f(zn) dzs ... don
ANC)

= / g(r1, 29, ..., xp)dxy ... dzy,
A

és ez jelenti azt, hogy a (&F,...,&") véletlen vektor eloszldsa a g(x1,za,...,T,)
fliggvény.

A feltétel teljsiilése esetén minden A C R¥ halmazra

P((n, .- nk) € A) = P((n1,-..,mk) € A, (g1, - - mm) € RPF)
:// g(ml,...,xn)dxl...dackda:k+1...dxn
Ax Rk
:/.../ </ .~~/ g($1,~--7$n)dmk+1d$k+2"'dl‘n) dxl...dxk;
/ / , k) dzy ... dxg,

és ez volt a mésodik bizonyitando Aallités.

Az elébbiek alapjan —% <z<y<y< % esetén a keresett stirliségfiiggvény

g(m,y) = / nldxs ... dr,_1
<) <T2 < <Tp_1<Y

n—2
=nIM(z2,...,xp1: 2 <11 <22 < - < Tp_1 <Y} = )

nl(y —x
(n —2)!

=n(n—1)(y—=z)"?

ahol A\(A) jeloli az A halmaz térfogatdat. A maradék halmazon a siiriiségfliggvény
nulla, mert a rendezett minta g(x, xa, ..., x,_1,y) strlségfiiggvénye, amit integral-
ni kell, nulla, ha y < z, y > % vagy T < —%.

. Legyen egy urnaban 10 piros és 20 fehér golyd. Huzzunk ki 10 golydt visszatevés
nélkiil, és a masodik hiizastol kezdve minden hiizas alkalmaval nyerjiink 2 forintot,
ha a kihtzott golyé szine megegyezik az el6z6 kihtizott golyd szinével, és veszitsiink
1 forintot, ha ez a két szin kiilonbozik. Szamoljuk ki nyereménytink varhaté értékét
és szoérasnégyzét.

Megoldas: Vezessiik be a kovetezd n;, 1 < j <9, valoszinliségi valtozokat: n; = 2,
ha a j-ik és j+1 hizds mindegyike fehér vagy mindegyike piros, és n; = —1, ha a két

9
hizés eredménye fehér, piros, vagy piros fehér. Ekkor minket a ) 7, véletlen Gsszeg
j=1

varhato értéke és szorasnégyzete érdekel. Ennek kiszamitésa érdekében szamoljuk

ki elészor az En;, Varn; és Cov (nj,nk) mennyiségeket. 7; értéke 2, ha piros piros
vagy fehér, fehér hizas tortent és ennek valdszintisége 22 2 + % 20 01930 = annak

2.47-40 Y %g 87’
valoszinlisége, hogy 7, = -14 87. Innen En; = T es a keresett varhato
érték 9- 38 = 132, Hasonléan En} = +4040 — 228, Var 77J = Enj — (Enj)>.



Az Cov (n;,ni) mennyiségek kiszamoldsanal kiillonboztessitk meg a k = j+1 és k >
J + 1 eseteket. Els6 esetben az En;n 1 mennyiség kiszdmolasdnal harom egymast
koveté huzas eredményét kell figyelemebe venni. 7,7, értéke 4, ha fehér, fehér,
fehér, vagy piros, piros, piros huzas torténik, és ennek valészinlisége %,
—2, ha fehér, piros, piros vagy fehér, fehér, piros vagy piros, piros, fehér vagy piros,
fehér, fehér huzassorozat torténik, és ennek valdszintisége 2 - W, és —1,
ha piros, fehér, piros vagy fehér, piros, fehér hizas torténik, aminek valdszintisége
BHZIN0 inen By = 4. (U328 2A0clotnin) | emaien g,

Vébbé, COV (77]', T]j+1) = E?]jﬁj+1 — E’r)l

Azt az esetet, amikor a k > j 4+ 1 kissé nehezebb attekinteni, mert ekkor 16
kiilonboz6 huzassorozatot kell figyelembe venni. Némileg egyszertisiti az attekintést,
ha észrevessziik, hogy az egyes hizassorozatok valdszintisége csak attol fiigg, hogy
héany fehér golyét tartalmaznak. Ezenkiviil még azt is nézve, hogy mennyi a

kiilonb6zd esetekben az n;n, valtozd értéke azt kapjuk, hogy k > j + 1 esetben
4. 2191817 2.19-18-10 2:19-10-9 9-8:20 9-87

Enjme =4 - 5592597 — 8" 5392827 8T 4) 3200807 — 8 3209897 T4 3250897 €5 2

Cov(nj,ni) = En;Eny, — En]z érvényes ebben az esetben is. Végiil felirjuk, hogyan

lehet a fenti képleteket felhaszndlva felirni a keresett szorasnégyzetet. Vegyiik
észre, hogy mindegyik Cov (7;, eta;jy1) értéke megegyezik, és ugyanez mondhato el
a Var n; illetve Cov (n;, ny, kifejezésekre, ha k > j+1. Figyelembe véve, hogy melyik

9
tagbdl hanyat kell venni kapjuk, hogy Var (Z m-) = 9Varn; + 18Cov (n1,m2) +
j=1
54Cov (11, 13)-
Hazi feladat:

Legyen adva két urna, mindkettoben 10 piros és 20 fehér goly6. Huzzunk ki
10 golyét mind a két urnabdl, az egyikbol visszatevéssel, a masikbdl visszatevés
nélkiil. Minden huzaspar alkalméaval nyerjiink 2 forintot, ha a két kiilonb6z6 urnabdl
kihtuzott golyok szine megegyezik, és veszitsiink 1 forintot, ha ez a két szin kiilon-
bozik. Szamoljuk ki nyereményiink varhaté értékét és szorasnégyzét.



