Az oktéber 1.-i eléadashoz kapcsolodd gyakorlat feladatai

1
1. Legyen £ és 1 két fliggetlen, a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszldsi valdszi-

1
niliségi valtozd, azaz legyen & és n slirliségfiiggvénye f(x) = 1, ha —3 <z < -, és

f(z) = 0 egyébként. Szamoljuk ki & + n sliriségfiiggvényét.
Megoldds: A £+n valészintiségi véaltozo stirtiségfiiggvénye a g(z) = [ f(y)f(z—y) dy

fiiggvény, ahol f(x) a {—5, 5} intervallumban egyenletes eloszlas sﬁrﬁségfiiggvénye.
) 1 1, 1 1 1
Ezért f(y)f(z —y) =1, ha—§ <y< 56— <zx—y< 5 823z —5 +r<y<
1
3 +x, és nulla egyébként. Ez azt jelenti, hogy a £+ Osszeg g(x) siirliségfiiggvénye
. 11 1 1 . .
az x pontban megegyezik a |—=, = | N |—= + 2, < 5 + x| intervallum hosszaval.
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Ha |z| > 1, akkor a fenti metszet {ires, ezért ebben az esetben g(z) =. Ha0 <z <1,

1
akkor ez a metszet a {—5 + z, 5} intervallum, és ennek hossza 1 — x, azaz ebben
272
intervallum melynek hossza 1 +x =1 — |z|, azaz g(z) = 1 + 2 = 1 — |z| ebben az
esetben. Ez azt jelenti, hogy g(x) =1 — |z|, ha |z| <1, és g(z) =0, ha = > 1.

11
az esetben g(z) = 1 —2z. Ha —1 < x < 0, akkor ez a metszet a [—— = +:c}

Megadunk egy masik geometriai érvelésen alapulé megoldast is, amelyik geometriai
érvelésen alapul.

Szamitsuk ki el6szor a & + n valészintliségi valtozé G(x) eloszlasfliiggvényét. De-
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azaz a teriiletet a sikon. Ekkor a sik tetszdleges A C R? mérhetd részhalmazéira
igaz az, hogy P(({,n) € A) = A(AN K). Specidlisan, G(z) = P({ +n < z) =
ME N {(u,v): u+v < z}). Ha x < —1, akkor G(z) = 0, ha —1 < z < 0,
akkor G(x) a ( %, —%), ( %, é + 93) (% + x, —%) pontok altal meghatdrozott
héromszog teriilete 1 (1+xz)2. Hasonloan haz > 1, akkor G(z) =1. Ha0 <z <1,
akkor a G(x) eloszlasfuggveny megegyezik annak a poligonnak teriiletével, melyet
ugy kapunk, hogy a K négyzetbdl kihagyjuk a (;, ;) (%, 2 + ;U) és (—— + x, %)
pontok dltal meghatarozott hdromszdget. Ezért G(x) = 1—1(1—xz)? ebben az eset-
ben. A G(x) fiiggvényt derivalva kapjuk, hogy g(z) =0, ha |z| <1, g(x) =1+ =z,
ha -1 <2 <0,ésg(r)=1—x,ha0<z<1.

2. Legyen két urna, mind a kettében 10 piros és 10 fehér golyd. Egymas utan kihizunk
nyolc goly6t mind a két urnédbdl, az elsébol visszatevés nélkiil, a masodikbdl vissza-
tevéssel. Ha a j-ik hizéasndl a két urnabdl kihtzott golyd egyforma szint, akkor két
forintot nyeriink, ha kiilonb6z6 szintiek, akkor egy forintot veszitiink, 1 < 57 < 8.

Szamitsuk ki nyereménytlink varhato értékét és szérdasnégyzetét.

11 11
finidljuk a K = {—— —} X {——, —} négyzetet, és jelolje A a Lebesgue mértéket,
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Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 &;, 1 < j < 8 valdszinfiségi valtozokat: &§; = 2,
ha a j-ik huzasnal mind két urndbdl piros vagy mind a két urnabdl fehér golydt

hizunk, és {; = —1, ha az egyik urnabdl fehér és a masik urndbdl piros golyot
8

hizunk. Akkor a minket érdeklé mennyiségek a S = > &; valészinliségi valtozé
j=1

varhato értéke és szérasnégyzete. Ennek kiszamitasa érdekében szamitsuk ki az
E¢;, Var&; és Cov (&5, &) mennyiségeket. Vegyiik észre, hogy P(§; = 1) = P({ =
1

1) = 5'3 + 3'3= 3 mert kifejezve kiilon annak a val6szinliségét, hogy (fehér,
1 r 1 1

fehér) vagy (piros, piros) hizés torténik. Ezért B¢, = 2 5= E§2 2(4+1) =
) 9

5, Var{ = Z

1 19 1 1 9

H 16 P =2 =2 =2 =2)=2- - ——+2. - —. — =
osonlben, PG =26 =2) = Plé =2.6 = o RS
SUOPE =26 = —1) = P& = 2,6 = —1 ) ==
P PG =26 =D = Pa—26--D =25 5 (g+w) - 1

1
P =-1,=-1)=P& =-1,&=-1) = 1 (itt felsoroltuk, hogy példaul a

§1 = 2,& = 2 azt jelenti, hogy ((F,F), (F,P)) ((F,F), (P,F)), ((PaPl)a (F.P)), ((P,P),

(P,F)) hizéssorozatok valamelyike kovetkezik be. Ezért E€;&, = Z(l +4—-4)= 7
1 1

és Cov (&;,&) = E&& — EEEE, = 1 1° 0. Innen kovetkezik, hogy a &;

valészintiségi valtozdk korrelalatlanok, és ES = 8K, = 2, Var S = 8Var & = 18.

. Mutassuk meg, hogy egy nem-nagativ értékii ¢ valésziniiségi valtozé (azaz P(§ >

0) = 1) varhaté értéke akkor és csak akkor véges, ha > jP(j —1 < ¢ < j) < oo,
j=1

ami ekvivalens azzal, hogy > P(§ > j) < o0
j=1

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd € valdszintiségi valtozét: € = j, ha j—1 < zi <
j,7=1,2,.... Ekkor P(0 < &— § ) < 1,ezért agés f valoszmusegl Valtozok varhaté

értéke egyszerre véges vagy végtelen. Viszont FE = Z JP(E=j) = Z JjP(j—1<
j=1

j=1
¢ < j), ahonnan kovetkezik a feladat elsé allitdsa.

Miésrészt Felirhatjuk, hogy >~ P(j —1<&¢<j)= > j(P(>j—1)— P >j)).
j=1 j=1
Rendezziik at a fenti Gsszeget a kovetkezd modon. Tetszoleges N szamra

N N

Y PG -1<6<j) =) i(PE>j—1)—P(>))

=1 =1

’ N—-1 ’ N—-1

PE>j)((j+1)—j)—NP(E>N).=> P(>j)—NPE>N).
71=1

Jj=1
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Megmutatjuk, hogy N — oo hataratmenettel a fenti relaciobdl kovetkezik a feladat

masodik allitasa. Valéban ha F¢ < oo, akkor létezik olyan K < oo szam, melyre

NP > N) < Z JP(j—1< &< j) < Z]P(]—1<§<])<K ahol a
J=N+1 7j=1

K konstans fliggetlen az N szamtol. Igy ebben az esetben az el6z6 becslés alapjan

léteznek olyan univerzaslis L és K szamok, melyekre

2

~1
L> P(¢>j)— K minden L =1,2,... szamra,

<.
Il
-

ahonnan Y P({ > j) < o0).
N=1

00 N-1 N
Ha F¢ = oo, akkor Y. P(£ > j) = o), mert ekkor > P(£>j)> > jP(j—1<
N=1 j=1 j=1

N
<) és Jim 3 jP(j—1<€<)) =

Megjegyzés: Az 6sszegnek a fenti szamolasban tortént atrendezését Abel féle at-
rendezésnek nevezik, és ez sokszor hasznos. Az Abel féle dtrendezés egyébként az
integralszamitasban alkalmazott parcidlis integralas diszkrét megfelel6je.

. A Stirling formula felhasznalasaval (Ez azt mondja ki, hogy n! ~ v/27n <E>n) ad-
e

junk jo becslést arra, hogy amennyiben egymastol fliggetleniil n kisérletet végziink,
melyek mindegyike p valdszinliséggel sikeres, 1 — p valészintiséggel sikertelen, akkor
pontosan k sikeres kisérlet kovetkezik be. Ha k ~ np akkor ennek valészintiisége jol
kozelithet6 egy alkalmas normalis strtiségfiiggvénnyel.

Megoldds: Jelolje S, a sikeres kisérletek szamét. Ekkor P(S,, = k) = (Z) (1 —

p)" k. Tekintsiik ezt a valésziniiséget abban az esetben, ha en < k < (1 — ¢)n.
Ekkor
n n
(n) n! V2mn <g>
k) Kl(n— k —E\F
( o7k (E) V2r(n— k) (" k)
e e
- 5 ()
27Tk (n— k n—=~k
P(S, = k)~ (o P (22 (=) "
" 2nk(n — k) \ k n—k '

Ha k = k(n) = np+x(n), és lim z(n) = 0, azaz a sikeres kisérletek k szdma kozel

n—oo M



van annak np varhato értékéhez, akkor
g (72 (202"
S\k n—k

_ (klog (1+ "pk_k> + (n — k) log <1+ nl _é?jg_k)))

2
Alkalmazzuk a fenti kifejezés mindkét tagjara a log(1+u) ~ u— Ll Taylor sorfejtés

kozelitést kis v szamokra. A linedris tagok kiesnek, és azt kapjuk, hogy

n(%log (1+”pk_k> —n;klog <1+"(1_(22jé;1_k)))
1 ((np—/f)2 +n(1—p)—(n—k))2> _ n(k—np)?

(%)

~ ——

2 k n—k T 2k(n—k)
_ (k—np)?
2np(1 —p)’

Az utolsé kozelitésben azt hasznaltuk ki, hogy k(n — k) ~ n?p(1l — p) a vizsgalt
esetben. Az el6z6 szamoldsokban a P(S,, = k) valésziniiséget megadé kifejezés £6
részének a logaritmusat szamoltuk ki, ha k ~ np. A masik tényezore

n

1
2rk(n — k) - 2mnp(1 —p)

E becslések azt adjak, hogy

P(Sn:k)N = eXp{_M}v ha kn_p_>0
2mnp(1 — p) 2np(1 — p) n

Jegyezziik meg, hogy a becslo fliggvény a kovetkezo modon is irhaté:

1 { (k — np)? } 1 { (k — ES;,)? }
€Xp | — = expl —————— ».
2np(1l — p) 2np(1 — p) v2mVar S, 2Var S,
Valgjaban a fenti vizsgdlat nem teljes értékii, mert nem deriilt ki belole, hogy a

fenti kozelités milyen pontos. Probaljuk finomitani, és megérteni, hogy milyen
k(n) = pn + z(n) szadmsorozatra mondhatjuk, hogy

lim PSn = k(n)) =1 (%)
n—oo 1 eXp{—(k_ESm)Q}
V2w Var S, 2Var Sn

Ha végiggondoljuk a becsléseket (azt kell meggondolni, hogy egy szorzatban az
egyes tényezoket olyan tagokkal helyettesithetjiik, melyben az eredeti kifejezés és
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a becslésként felhasznalt kifejezés hanyadosa 1-hez tart n — oo esetén, valamint

lim % = 1 akkor és csak akkor, ha lim (loga(n) — logb(n)) = 0.) ahhoz,
hogy a (#x) relacid teljesiiljiin az kell, hogy a (x) formuldban leirt becslésben mikor

mondhatjuk, hogy

n(flog <1+ np—k:(n)) k) <1+ n(l—p)+(n—k(n)))>

k(n) (n—k(n))
k _ 2
GG Rk’ S W
2np(1 —p)
. - oy k(n) —np .
Nem nehéz belatni, hogy ez érvényes akkor, ha —e 0 n — oo esetén.
n

Ugyanis amikor, a log(1 + u) fliggvényt az u — “32 kifejezéssel kozelitettiik, azaz a
fliggvény Taylor soranak els6 két tagjanak az Osszegével, akkor az elkovetet hiba
kisebb, mint const.u® példaul |u| < I esetén (azaz a hiba nagysigrendje annyi,

2
np—k ,
esS u =

mint a Taylor sor harmadik tagja. Esetiinkben ezt a becslést u =

n(l —p)+(n—k)
(n —k)
= . Ezért az elkovetett hiba nagysagrendje e kifejezés harmadik

n n
hatvanya beszorozva n-nel. Az elkévetett hiba akkor elhanyagolhatd, a (xx) formula

k(n) —np
nl/6

valasztassal alkalmaztuk, és mindkét kifejezés nagysagrendje

— 0 n — oo relaci6 teljestl. Ezt a becslést kovetve,
k(n) —np
nl/6
esetén egy harmadfoku tagot is figyelembe kell venni, ha a P(S, = k(n)) men-

nyiséget a (x*) formuldhoz hasonlé pontossiggal akarjuk becsiilni.

akkor érvényes, ha a

és a Taylor sorfejtést a harmadik tagig elvégezve kapnank, hogy ~ const.



