Az oktéber 15.-i el6adashoz kapcsolédo gyakorlat feladatai

Az el6z6 gyakorlaton szerepld egyik feladatban (mi annak a valésziniisége, hogy egy
szabalyos dobdkocka dobasaban pontosan két 6tos dobas kovetkezik be az els6 hatos
dobas elétt) felhasznaltunk egy heurisztikus gondolatot, mely szerint bizonyos esemé-
nyek bekovetkezése utan torténo események ugyanolyan valdszintiségi torvényeknek tesz-
nek eleget, mintha kezdettol fogva néznénk a folyamatot. A kovetkezo két feladat célja
ennek az elvnek egy lehetséges pontos megfogalmazasa és bebizonyitasa.

1. Legyen &1,&, ... fliggetlen egyforma eloszlasu valdszintiségi véaltozok sorozata, és
tegyiik fel (az egyszeriiség kedvéért), hogy egész értékeket vesznek fel. Tekintsiik az
egész szamok két A és B, A C B, részhalmazét, és legyen a 7 (val6szintiségi valtozd)
a legkisebb, k szam, melyre &, C A. Tegyiik fel, hogy P(7 < co) = 1. Definidljuk
az Ny = &rqn, n = 1,2,..., valamint a kovetkez6 ¢ valdszintiségi valtozot: ¢ = 1,
ha & € A, ¢ =0, ha & € B\ A. Lassuk be, hogy (, m1, 2, ... fiiggetlen
valészintliségi valtozok, tovabba az n,, valdszinliségi valtozok eloszlasa megegyezik
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Megoldas: Elég megmutatni, hogy tetszoleges 7 = n eseményre, m indexre, k1, ... ,

k., egész szamokra valamint € = 0 vagy € = 1 szamra

a &, valészinliségi valtozdk eloszlasaval, és P(( =1) =1— P(( =0)

Pim=kilr=n)=P&=k), 1<l<m, P{(=¢lr=n)=P((=¢), (a)
és
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ahol ¢ olyan valészintiségi véltozo, melyre P({ =1) =1 — P(
Valéban, egyrészt a méasodik relaciébdl kovetkezik, hogy
Pm =ki,...,fm =km, (=€) =P(&1 =k1),..., P(&n = k) P(C =€),

mert

Pim=ki,...;nm =km,(=¢) :ZP(m =ki,...,Nm =km,( =¢|T=n)P(Tr =n)
n=1
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masrészt
P(m = k1) P(m = km)P({ =€)

= (Z P(m = k1|t =n1)P(T = nl)) ( Z P(nm = k| = npm)P(T = nm)>

ni=1 Ny =1

Z P(Q = 5|T = nm+1)P(T = nm+1)

Nma1=1

= (Z P(fl :kl)P(T:n1)> ( Z P(fm:km)P(T:nm)>

ni=1 nvn:l

S P =nmr) | = P& = k1) Plém = k) P(C = 2)

Nmi1=1

A (b) &llitas bizonyitasa érdekében vegyiik észre, hogy

Pim=ki,...,0m =kn,(=1,7=m)
=P(€1 ¢ B,§&2 & B,&n—1¢ B,§n € A §u1 = k1, S = ki)
—P€1¢B€2¢B£n 1¢B€n€A) (5n+1:k1)P(£n+m:km)

P € 4) _ _
)W (Ent1="FK1) - P(§nvm = km)

n)P(( =1)P (&1 = k1) P(€ntm = km)

(
= P(7
= P(r

A (b) azonossdg bizonyitdsa ( = 0 esetben, illetve az (a) azonossag bizonyitasa

hasonlé.

2. Legyenek (1,...,(,&1,&s, ... figgetlen, egész értékil valdszintiségi valtozok, és defi-
nidljunk egy (;41 valésziniiségi valtozot illetve valoszintliségi valtozok egy n1,m2, .. .,
sorozatat csak a &1,&s, ... sorozat segitségével, ami azt jelenti, hogy

<l+1:g(£17§27"'>7 nk:fk(£17§27"')7 k:1727

bizonyos (mérhetd) g és fi fluggvényekkel. (Az egyszeriiség kedvééet feltessziik,
hogy az 1j valdszintiségi valtozok is egész értékiiek. A jelolést kissé elbonyolitottam.
Azért beszélek kiilon egy (;41 valdszintiségi valtozérodl, ahelyett, hogy példaul ng-lal
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jeloltem volna azt, mert ez a bonyolultabb jelolés jobban illeszkedik ahhoz a fel-
adathoz, melyben alkalmazni kivanjuk.) Tegyiik fel tovabba azt is, hogy léteznek
olyan N-valtozés egész értékl gn(z1,...,2n), é8 fin(T1,...,2n) fliggvények,
N =1,2,..., k = 1,2,..., melyekre I&i_r)noogN(él,...,gN) = g(&,&,...) = (i1,
A}i_r)noo fen(&is-o8n) = ful&,&e,...) = me, kK = 1,2,... egy valosziniiséggel.
(Az, hogy ez a tulajdonsig a minket érdekls esetben teljesiil konnyen lathato.
Egyébként valéjaban ez a feltétel nem jelent megszoritast, mindig teljesiil. De

ennek indokldsa nem-trivialis mértékelméleti meggondolasokat igényel, ezért ettol
eltekintiink.) Léssuk be, hogy a

(1, - - ., valészintiségi valtozok és a (Ci4+1,m1, M2, - - -, m) Véletlen vektor

(az m pozitiv egész szam tetszbleges) fliggetlenek.

Megoldds: Tekintsiik elOszor azt a specidlis esetet, amikor a ;11 és n1,72,...
valoszinliségi valtozokat definiald valdszinliségi valtozok csak N valtozétdl fiiggnek,
azaz a () = gn (€1, ) MY = frn (Eryen i En), B = 1,2, valoszinfiségi
valtozokat tekintjiik. Ebben az esetben a feladat allitasa a fliggetlenségrol tanult
tulajdonsdgok kozott szerepelt, egyébként a Fubini tételbdl, illetve a valdszintiségi
valtozok fliggetlenségét az eloszlasfiiggvények segitségével kifejezd formula felhasz-
nasaval kdnnyen bizonyithaté. Az altaldnos eset n — oo hatdratmenettel (példdul
a Lebesgue tétel segitségével) adodik. Ugyanis

P(gl eAl?"'?Cl EAZ»(Cl+1a7717772;---,77m> GB)

= ]\}EnooP(C1 S Al?"'vgl € Alv(Cl(J]er)7n§N)a77§N)7aninN)) € B)

’

es

P((i€ A1) P(G € A, (Q41:m1,M2, - - 1im) € B)

= lim P(Ge4)- lim P(GeA) lim PG 0™ ng™, . onlY) e B)

Hazi feladat:
Legyenek a &1, . . ., &, valészinliségi valtozdk valamint az (11, . . ., 7, ) véletlen vektor
fiiggetlenek. Legyenek ezenkiviil az (01, ..., ny) véletlen vektor 1y, . . ., ny, koordindtéi is

fiiggetlenek egymastél. Mutassuk meg, hogy ekkor a &1,...,&,, M1, - . ., N valészinliségi
valtozok is fiiggetlenek.

3. Lattuk, hogy egy ¢ standard normalis eloszlasu valészinliségi valtozé momentu-
maira, B¢ =0, B¢?F =1-3.5----. (2k —1). Ugyancsak szerepelt az eléadéson,
hogy egy n valészinfiségi valtozé momentumai az 7 ¢(t) = Ee'" segitségével

s dkSO(t)

Ent =i | Hasonldan lathatd, hogy n R(t) = Ee'” momentumgenerdld

t=0



d*R(t) ) . )
Iz . Felhaszndlva, hogy a standard normaélis eloszlas
t=0

karakterisztikus fiiggvénye és momentumgeneralé fliggvénye megegyezik a fliggvény

hatvénysoraval (ez is indokldsra szorul) mutassuk meg, hogy Fei¢ = e!’/2 Eel€ =
t2/2
el /2,

fiiggvényére EnF =

Megoldas:
Beite Zz FEER z'2k1-3----(216—1)152,c
kItk — (2k)! )
Viszont
2kq 2k —1 2k)! 1 1
3 ( k ) (_1)k ( k) (_l)k
(2k)! 242k (2k) 2k k|
Innen N
Ezt&_i 1 ( Q)k:_ii _ﬁ t2/2
c 2k ! TZw\2) T c
=0
Hasonléan,
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Ha & és n két fiiggetlen, A illetve p paramétertt Poisson eloszldsi valdszintiségi
)\k k
valtozd, azaz P({ = k) = ﬁe_)‘, Pin=k) = %e_“, k=0,1,2,..., akkor £ + 7

A + p paraméterti Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozo.

Megoldads
k
PE+n=k) => PE=jn=Fk—j) ZP P(n=k—j)
7=0
k k—j (Atp) k!
:Z 'e—uze ' Z" SV CEE)
—J —J)! KU =ik = )]
—(A+p) L
=7 (A tn)
Hazi feladat:

Ha ¢ és n két fliggetlen, (n,p) illetve (m,p) paraméterti binomialis eloszlast valé-

szinliségi valtozo, azaz P(§ = k) = n)pk’(l —p)" Kk k=0,1,...,n, Pln=k) =

k

(Z)pk(l —p)™* k=0,1,...,m, akkor £ +n (n + m.p) paraméterti binomislis

eloszlasu valdszintiségi valtozo.



