Az oktéber 29.-i el6adashoz kapcsolédo gyakorlat feladatai

1. Legyen n; és ny két fliggetlen normalis eloszlasi valészintliségi véaltozé m illetve
meo varhaté értékkel, o? és o3 szérasnégyzettel. Lassuk be, hogy 01 + 12 my + mo

varhato értéki és o? + 03 szérasnégyzetit normalis eloszlasi valészintiségi valtozo.

Megoldas: Az 1 + ny valdsziniiségi valtozo striuségfiiggvénye
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Jegyezziik meg, hogy a fenti szdmoldsban megjeleno egyszeriisitések megjelenésének
mélyebb oka van. Ha tudjuk, hogy a vizsgalt integrdl értéke olyan alaki, melyben
konstansszor egy kvadratikus alak szerepel, akkor mivel a konvolucié eredménye egy
strtiségfiiggvény, ezért a végeredmény sziikségszertien normadlis slriségfiiggvény.
Tovabba, tudjuk, hogy a stirtiségfliggvény egy olyan valdszintiségi valtozé siirtiség-
fiiggvénye, amelyik varhaté értéke my + mo szérdsnégyzete pedig o2 + o3.

2. Bizonyitsuk be az el6z6 feladat allitasat a karakterisztikus fiiggvény maddszerrel.

Megoldas: Tudjuk, hogy egy eloszlasfiiggvényt meghataroz a karakerisztikus fiigg-
vénye, ezért elég megmutatni, hogy a feladat feltételeinek teljestilése esetén 1y + 12
©(t),4n, (t) karakterisztikus fliggvénye megegyezik egy mi + mgo varhatéd értéki
és o7 + 03 szérasnégyzetii normalis eloszldsi valészintiségi véaltozé karakterisztikus
fiiggvényével. Masrészt azt is tudjuk, hogy ¢(t)y, 4, (10 = @p, (t)on, (t) m és 12
fliggetlensége miatt. Tovabba tanultuk, hogy egy ( standard normalis eloszlasu
valoszintiségi valtozé karakterisztikus fiiggvénye ¢ (t) = et/ 2 ahonnan egy m
varhaté értékil és o2 szérasnégyzetii normalis eloszldsi valdszintiségi valtozé karak-
terisztikus fiiggvénye ™= t"/2 Miért? (Vegyiik észre, hogy egy ilyen valészinii-
ségi valtozd o(+m alakban irhaté, ahol ( standard normalis eloszlasu valdszintiségi
véltozo.) Ezért
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Innen lathaté a feladat allitasa.

3. Ledobunk egymastdl fiiggetleniil 24 000 pontot a [0,2] intervalumra egyenletes
eloszlassal, (azaz annak a valészintisége, hogy egy ledobott pont értéke x-nél kisebb

g—vel egyenld, ha 0 < x < 2, eggyel egyenld, ha z > 2, és nulla, ha x < 0.) Orizziik

meg azokat a ledobott pontokat, melyek értéke 1-nél kisebb, és hagyjuk el azokat,
melyek értéke, nagyobb mint egy. Mi annak a valdszintisége, hogy a megorzott
pontok értékeinek az Gsszege 5900 és 6075 kozé esik? Adjunk erre a valdszintiségre
jo kozelito becslést a centralis hatareloszlastétel segitségével.

Megoldds: Vezessiikk be a kovetkezd £; valdszinliségi valtozdkat: §; = =z, ha a
J-ik dobds értéke z, és 0 < o < 1, és & = 0, ha a j-ik dobas értéke z, 1 <
x < 2. Ekkor §; azt méri, hogy mekkora a hozadéka a j-ik dobasnak a vizsgdlt
24000
Osszeghez, és ha bevezetjikk az S = ) &; val6szlniiségi valtozékat, akkor min-
j=1
ket a P(5900 < S < 6075) valészinliség érdekel. Ennek a valdszinliségnek a
kiszamitasdhoz szamoljuk ki elGszor a §; valdsziniiségi valtozok varhatéd értékét
és szorasnégyzetét. A &; valdszintiségi Véltozé F(.) eloszlasfiiggvényét F(x) =
Fi(z) + F2(x) alakban frhatjuk, ahol Fi(z) = [*_ fi(u)du, ahol fi(z) = 3, ha
0<xz<1,és f(zr)=0egyébként. Az Fs(x ) egy olyan merteket hatdroz meg, ame-
lyik a nulla pontba % sulyt tartalmaz, a maradék rész sulya pedig nulla. Az F; és
F, fliggvények nem eloszlasfiiggvények, (nem egyre normalt valészintiségi mértéket
hatdroznak meg), de ugyanigy szamolhatunk vele, mint az eloszladfiiggvényekkel.

Ezért B¢ = [aF(dz) = [xF(dz) + [aFy(dx) = fo%xd:r +0 =, B§ =

[#*F(dz) = | *Fi(de)+ [ +° Fy(da) = [F42du+0 =L Innen Varg; = 11 =

48, ES = 6000, Var S = 2500 = 502. Ezért a centralis hatdreloszldstétel alapjin

P(5900 < S < 6075) = P ( Ziji < 1.5) ~ ®(1.5) — <b(—2> = ®(2) + ®(1.5) —

1, ahol ®(-) a normadlis eloszldstdbldzatban kikeresheté normaélis eloszlasfiiggvény.

4. Ha & és n két fiiggetlen, A illetve p paraméteri Poisson eloszlasu valdszintliségi
AF

viltozd, azaz P(§ = k) = Zre ™, P(n = k) = Hoe=n k=0,1,2,..., akkor € + 1

k!
A + p paraméterti Poisson eloszlasu valészintiségi valtozo.

Megoldas:
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5. Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen & szamu golyot, ahol
¢ Poisson eloszlasu valészintiségi valtozd A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
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dobéasok eredményei egyméstol és a & valoszintliségi valtozotol fiiggetlenek. Tegyiik
fel tovdbba, hogy minden egyes dobasnal a golyé az j-ik urndba p; > 0 valdszinii-

k
séggel esik, j = 1,...,k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik urndba es6 golydk szamét.
j=1
Ekkor az n;, j = 1,..., k valészinliségi valtozok fliggetlenek, és n; Poisson eloszlast
Ap; paraméterrel, j =1,... k.

Megoldas:
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tetszoleges [y > 0, ..., I > 0 egész szamokra. Innen addédik az allitas.

Hazi feladat:
Ha ¢ és n két figgetlen, (n,p) illetve (m,p) paraméterii binomiélis eloszlasu valé-
k

n)p 1—p)"* k=0,1,....,n, Pl =k) =

szinliségi valtozo, azaz P(§ = k) = )

(Z)pk(l —p)mk k=0,1,...,m, akkor £ +7 (n + m.p) paraméterti binomidlis

eloszlasu valdszintiségi valtozo.

. Legyenek &1, ..., &, fliggetlen, a [—%, %] intervallumban egyenletes eloszlasu valo-
szinliségi valtozok. Definidljuk az n; = énklgn &k és mg = 1211?%{71 & valdszintiségi
valtozdkat. Szamoljuk ki az (11, 72) véletlen vektor eloszlds és stirtiségfliggvényét.
Megoldds: Vizsgaljuk az F(z,y) = P(m < z,m2 < y) eloszlasfiiggvényt. A kivant
val6szintliség helyett az aldbbi hasonlé valdszintiséget tudjuk egyszeriien kiszamolni:
Pim >a,m <y)=(y—2)" ha—3 <z <y<g,é Pl >am<y =0
egyébként. Ugyanis, {w: m(w) > z,m2(w) < y} = {w: 2 < §;(w) < y minden 1 <
j < nindexre . Vegyiik tovdbbra észre, hogy P(m < x,m2 < y) = P(n2 < y) —
P(m >z,m <y)=(y—2z)",és P <y)=y" ha—5 <2< 5,&Plp<y) =0
egyébként. Innen
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F(a,y) =POn <z,m2 <y) y" ha — 3 <y < fracl2, ésx >y
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0*F
Innen az (11, n2) véletlen vektor stirliségfiiggvénye f(z,y) = #(w, y), ahon-
oy

nan f(z,y) =n(n—1)(y —2)" % ha -4 <z <y < 3, é f(z,y) = 0 egyébként.
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Megjegyzés: Gyakorlati szempontbdl (a kiilénbiizé6 momentumok kiszamitdsa ér-
dekében) a siiriiségfiiggvény kiszamitasa a fontos. Fzt személeletesen egyszeriien
lehet 14tni. Ugyanis f(x,y) dx dy annak a valésziniisége, hogy 1étezik olyan j index,
melyre &; € [z,z + dz], & € [y, y + dyl, és az Osszes tObbi §; valdszintiségi valtozé
az [x,y] intervallumba esik. Rogzitett h és k indexre ennek valésziniisége (y —
x)" 2 dz dy, ha —% <zr<y< %, és nulla kiilonben. Maésrészt a (7, k) indexpért
n(n — 1) féleképpen valaszthatjuk, ezért jelenik meg az n(n — 1) faktor. A fenti
érvelés precizzé tehetd. Segitségével ugyanis megmutathatd, hogy P((n1,72) €
A) = [ [, f(u,v) dudv a sik minden ,,szép” részhalmazara, és innen kovetkezik az
allitas.



