Az oktéber 8.-i elbadashoz kapcsolodé gyakorlat feladatai

1. Egy szabalyos kockat feldobunk sokszor egymas utan. Mi annak a valdszintiisége,
hogy a 20. dobéasban jelenik meg a hatos harmadszor?
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Megoldas: < 2) (6 6] Ez az esemény ugyanis akkor kovetkezik be, ha

egyrészt az els6 19 dobasban két hatos és 17 nem hatos dobés kovetkezik be, és
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ennek valoszinlisége ( 5 > <6) <6) , masrészt a huszadik dobas hatos, aminek

a valdszintlisége 6 Tovabba ez a két esemény fliggetlen egymastol.
2. Ha ¢ standard normaélis eloszlast valészintiségi valtozo, akkorEE2F—1 = 0, F¢?k =
1-3---(2k —1) minden k= 1,2,... szamra.

Szamitsuk ki egy A paraméterii exponencialis eloszldsi valészintiségi véaltozé mo-
mentumait.

Megoldads:
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mert az integrandus paratlan fliggvény. Maésrészt parcidlis integréldssal f(x) =
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zw_e—wzﬂ = (——2;6_”52/2) kapjuk, hogy
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22kl és g(a) = o

Innen k szerinti indukciéval kapjuk a feladat masodik allitasat.

3. Egy szabdlyos dobdkockat végtelen sokszor feldobunk egymdés utdan. Mi annak a
valoszinlisége, hogy az els6é hatos dobas el6tt pontosan két 6tos dobés kovetkezik
be?

Megoldas: Tekintsiik azt az A eseményt, mely akkor kovetkezik be, ha az 6tos
dobéas megel6zi a hatos dobast. Ennek valdszintlisége %, és az utana kovetkezo
dobassorozat fliggetlen tole. Annak a valdszinlisége, hogy ezutan az 6t6s dobds
megint megel6zi a hatos dobést %, majd annak valdszintisége, hogy ezutan a hatos
dobéas megelozi az 6tos dobast megint %, és fliggetlen a tobbi eseménytdl. igy a
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keresett esemény valdsziniisége (5) =3

Hdzi feladat: Egy szabalyos dobdkockat feldobok egymaéas utan végtelen sokszor.
Mi annak a valdsziniisége, hogy a masodik hatos dobas el6tt prontosan négy paratlen
dobas tortént?

4. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk egészen addig, amig otodik alkalommal je-
lenik meg egy fejdobas. Mi annak a valdsziniisége, hogy az utolsé elotti dobas
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fej volt? Mi annak a valdsziniisége, hogy két dobassal az utolsé dobas elott fejet
dobtunk?

Megoldas: Mi annak a valdszintisége, hogy az utolséelotti dobas fejdobas? Tek-
intsiik a dobassorozatot addig, amig a negyedik fejdobas bekovetkezett, és vegyiik
észre, hogy amit utdna latunk az olyan eloszast, mint egy elolrol kezd6dé dobésso-
rozat. Az az esemény, hogy az 6todik fejdobds elotti dobas fej volt azt jelenti, hogy
1

az 1j dobéssorozat fejdobassal kezd6dik, aminek valészintisége 5

Az, hogy az 6todik fejdobas elott kettovel tortént dobas fej két egymast kizard
modon torténhet. Vagy az torténik, hogy a negyedik dobéds utan irast, és utana
fejet dobunk, aminek a valészintlisége i vagy pedig a negyedik fejdobas el6tt is,
és utana is fejet dobunk. Ezt tgyis tekinthetjiik, hogy a harmadik fejdobds utan
kozvetleniil két fejdobas tortént. Ennek a valdsziniisége is i. igy a kérdezett
valoszinliség e két esemény valdszinliségének az Osszege, vagyis %
Mdsodik megoldas: Ertsiik meg jobban a modell szerkezetét. Vegyiik észre, hogy ha
tekintiink egy tetszoleges végtelen és soroljuk fel eloszor az 6todik fejdobas elotti
dobasokat forditott sorrendben, majd az 6todik fejdobast és az utana kovetkezo
dobésokat az végtelen sok fejdobdst tartalmaznak (ez egy mértékii halmaz) kdlcso-
nosen egyértelmi transzformacio, és annak valészinlisége, hogy a transszformécié
utan egy adott véges hosszisagu sorozattal kezd6do sorozat jelenik meg ugyanannyi,
mint annak a valdszintisége, hogy a transzformacio el6tt ugyanaz a sorozat jelenik
meg. (Gondoljuk meg, hogy egy transzformalt sorozat elsé n tagjat meghatérozza
az eredeti sorozat elsé n tagja, és vice versa. (Formalis terminol6gidval azt mond-
hatjuk, hogy mértéktarté transzforméciot alkalmaztunk.) A tesz eleget, mint az
eredeti végtelen sorozat. Viszont az 1j sorozatok nyelvén a minket érdeklo kérdés
ugy fogalmazhaté meg, hogy mi annak a valészindsége, hogy az elsé illetve masodik
fej-dobds valdszintlisége. Ezek valdszintisége pedig %

. Legyenek £ és n fiiggetlen, standard normaélis eloszlasu valdszinliségi valtozdk.

Lassuk be, hogy &2 + n? exponencislis eloszldsi valészintiségi valtozé.

Megoldds: P(&2 < z) = ®(yz) — ®(—/Z) = 28(y/z) — 1, ha & > 0. Irjuk fel

£? stirliségfiiggvényét és konvolicié segitségével a kivant stirtiségfiiggvényt. A &2

(V) = L e~ */2 ha x>0, és
VT V2rx

val6szintliségi valtozé stirtiségfiiggvénye g(x) =

g(z) =0, ha x <0, és £ + n? stirliségfiiggvénye
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és f(z) =0, hax <0.
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Megjeqyzés: Az x paramétertdl nem fliggd / dv integral értékét meg-
0

1
Vol —wv)

hatarozza az a tény, hogy a végeredményként kapott fiiggvény stlirtiségfiiggvény,

2



ezért integralja a szdamegyenesen eggyel egyenlo. De ki is tudjuk szamolni ezt az
integralt. Hogyan? Vagyiik észre, hogy
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