A Valésziniiségszamitas 1. el6adassorozat masodik eléadasa.
2003. februdr 11.

Osszefoglald:

Hogyan definidlhatjuk a kordbban vizsgadlt problémdkat leird valosziniségds Kolmogorov-
féle definicicjanak megfeleld modelleket?

Az el6z6 el6adason lattunk néhany példat. Ezen példdk mindegyikében az elvégzett
kisérleteknek véges sok kiilonbozé lehetséges kimenetele volt, és ezt a Kolmogorov-féle
definicot kielégité konstrukciékban kihasznaltuk. Azt tettiik, hogy az Q-t ugy defi-
nidltuk, mint az Osszes lehetséges kimenetelbdl allé halmazt, A-t, mint az 2 Osszes
lehetséges részhalmazabdl all6 o-algebrat, az egyes lehetséges kimeneteleket tekintettiik
elemi eseményeknek, ezek mindegyikének definidltuk a valdsziniiségét, és egy A € A
halmaz valészintiségét gy definidltuk, mint az altala tartalmazott elemi események
valoszinliségének az Osszegét. Ez a konstrukcios médszer jol miikodik, ha a lehetséges
kimenetelek szama véges vagy megszamlalhatéan végtelen, de olyan esetekben, amikor
a lehetséges kimenetelek szama ennél is nagyobb, példaul ugynevezett kontinum sza-
mossagu akkor 1j gondolatokra, és a mértékelmélet bizonyos mély eredményeinek fel-
hasznalasara van sziikség egy kivant valdszinliségi modell megkonstrualasahoz. Ez a
probléma felmeriil olyan természetes kérdéseknél is, mint példdul, ha egy szabdlyos
pénzdarabot végtelen sok alkalommal feldobunk és a dobéssorozat valészintliségi torvény-
szerliségeit kivanjuk vizsgdlni vagy egy az egységnégyzetre véletleniil ledobott pontot
akarunk vizsgalni.

Emlékezteto: FEgy X halmazt megszamldlhatoan végtelen szimossdgunak nevezink,
ha egyrészt nem véges sok elembdl dall, mdsrészt elemei felsorolhatoak, azaz megadhato
olyan az X elemeibdl allo {x1,x2,...} sorozat, amelyben el6bb-utébb az X halmaz min-
den eleme sorra keril. Ha ez nem lehetséges, akkor azt mondjuk, hogy az X halmaz
nem megszamlalhatdan végtelen szdmossdgi. Példa (nem trividlisan) megszamldlhatdan
végtelen szamldlhato halmazra a raciondlis szamok halmaza, példa nem megszamlalhato-
an végtelen halmazra a valos szamok halmaza vagy a végtelen hosszusdagu 0-1 sorozatok
halmaza.

Tekintsiik el6szor a kovetkezo problémét: Egy szabdlyos pénzdarabot feldobunk
végtelen sokszor egymas utan. Alkossuk meg ennek egy lehetséges valdszintiségi modell-
jét, és vizsgaljuk meg, képesek vagyunk-e vizsgalni az ilyen dobassorozatokra megfo-
galmazhaté természetes problémakat. A természetes hozzaallas a kovetkez6. Legyenek
az elemi események az w = (-, F,--- I, ---) végtelen fej-irds sorozatok, és legyen az
Q) biztos esemény az Osszes ilyen sorozatbdl all6 halmaz. Ezek utan ki kell jelélni az
Q bizonyos részhalmazaibdl all6 A o-algebrat, és definidlni kell az A € A halmazok
P(A) valészintiségét. Hangsilyozni szeretném, hogy nem vagyunk kotelesek az €2 min-
den lehetséges részhalmazat belevenni az A o-algebraba, és azoknak a halmazoknak,
amelyek nincsenek benne ebben a o-algebraban nem kell definidlnunk a valdszintiségét.
Ezzel a szabadsagunkkal élni is fogunk.



Vegytik észre, hogy minden w elemi eseménynek nulla a valdésziniisége, tovabba
egy ,,tipikus” 2-beli halmaz kontinum sok w elemi eseménybdl all. Gondoljuk példaul
meg, hogy az az esemény, hogy az els6 dobds fej azon végtelen fej-iras sorozatokbdl
all, amelynek elso jegye F, ezt pedig tetszoleges tovabbi sorrendben kovethetik F és
I jelek. Az az esemény, hogy az els6 20 dobasban tobb fej-dobas tortént, mint iras
dobéas azon végtelen fej-iras sorozatbol all, amelynek els6 20 jegyében legalabb 11 F
jel van, és mas megkotés nincsen. Az elobb definialt halmazok kontinum sok null
mértékii halmazbdl dllnak. Viszont ez az informécié nem elegend egy halmaz (esemény)
valészintiségének a definicojahoz. Milyen mddszert érdemes vélasztani? Természetes
gondolat a kovetkez6é: Vannak bizonyos ,,szép” halmazok, amelyeknek egy szabalyos
pénzdobds esetén meg tudjuk mondani a valészintiségét. Abbdl, hogy a valdsziniiségi
mérték o-additiv kovetkezik, hogy tovabbi halmazok valdsziniisége is egyértelmiien meg
van hatarozva. Abban bizhatunk, hogy ily médon halmazok elég gazdag osztalyanak
meg van hatdrozva a valdszintisége, és e halmazok valdszintiségét a kivant modon defi-
nidlva j6 modellt kapunk. Létni fogjuk, hogy ez az elképzelés helyes, és bizonyos (mély)
mértékelméleti ismeretek segitségével j6 modellt kapunk.

Fejtsiik ki a fent mondottakat részletesebben: Definidljuk minden £ = 1,2,...
szdmra, és k hosszisiga (--- , F,--- ,1,--+) sorozatra az

Ap(---  F,...,I,...) = {w: w olyan végtelen fej-irds sorozat,

amelynek elsé k jegye ez a (..., F,...,I,...) sorozat}

halmazt, és legyen P(Ax(...,F,...,I,...)) = 27% e halmaz valdszinfisége. Szem-
léletesen azt tettiik, hogy tekintettiik azokat az eseményeket, amelyek azt irjak le,
hogy mi volt az els6 k dobas eredménye, és ezek valdszintiségét tigy definidltuk ahogy
egy szabalyos pénzdobas esetében azt tenni kell. Természetes elvaras, hogy az elobbi
események legyenek benne a konstrudlandé valdsziniiségi mezo A o-algebrajaban, és
ezek valdszintisége legyenek az elobb megadott szamok. A valdszintiségi mezo6 definicidja
lényegében ezen kovetelmények teljesitésébol all. A formalis definicié megadasa érdeké-
ben bizonyitsuk a kovetkezd egyszerti lemmat.

Lemma: Legyen adva egy €2 halmaz, és () részhalmazainak valamilyen Fy rendszere.
Létezik eqy az Fo halmazrendszert tartalmazo legszikebb o-algebra, azaz egy olyan F
o-algebra, amelyre igaz, hogy

a.) F tartalmazza az Fo halmazrendszert, azaz, ha F € Fy, akkor F € F.

b.) Ha eqy F o-algebra tartalmazza a Fo_halmazrendszert, akkor az tartalmazza a F
o-algebrdt s, azaz, ha F € F, akkor F € F.

Megjegyzés: A fenti F o-algebrat szoktak a Fy altal generalt o-algebranak is hivni.

Bizonyitds: Vegylik észre, hogy létezik az Fy halmazrendszert tartalmazé o-algebra.
Ilyen példaul, az 2 Osszes részhalmazat tartalmazé o-algebra. Tekintsiik az Fj hal-
mazrendszert tartalmazo Osszes G o-algebra

F =19

FoCG
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metszetét, ahol Fy C G azt jelenti, hogy a G o-algebra tartalmazza az F; halmazrend-

szert, a metszet pedig ugy értendd, hogy F' € (G, ha F € G a metszetben szerepld

mindegyik G o-algebrara. Azt allitjuk, hogy F* o-algebra. Valéban, ha F,,, n =1,2,...
oo

halmazokra igaz, hogy F,, € F*, akkor az F = (] F,, halmazra szintén teljesiil, hogy

n=1

F € F*. Ugyanis, ekkor minden G D Fy o-algebréra, F,, € G, tehat a o-algebra tulaj-
donsdg miatt F' € G az ilyen o-algebrékra. Innen kovetkezik, hogy F = () F, € F*.

n=1
(e.@)
Hasonléan |J F, € F*, Qe F* és Q\ F e F* ha F e F*.
n=1
Ezért F* egy az Fy halmazrendszert tartalmazé o-algebra. Innen, illetve F*
definiciéjabdl viszont kovetkezik, hogy ez az Fy-t tartalmazé legsziikebb o-algebra.

Jelen esetben tekinthetjiik az 6sszes (x) alaki halmazbdl allé Fy halmazrendszert
és az altala generdlt o-algebrat. Ez lesz a definidlandé (€2,.A, P) rendszerben az A
o-algebra. Definidlnunk kell még a P valészintiségi mértéket is az A o-algebran. Ez
lehetséges az alabb kimondott, de ebben az el6adéssorozatban nem bizonyitandé tétel
alapjan.

Tétel. Tekintsik az dsszes fej-irds sorozatbdl allé Q0 halmaz (x) képlet altal definidlt
Ag(F,...,1,...) alakd halmazokbdl dllé Fy halmazrendszert, és a Fy halmazrendszer
dltal generdlt A o-algebrdt. Minden régzitett k-ra legyen P(Ay(F,...,I,...) = 27F
tetszdleges k-hosszu fej-irds sorozatra. (Azaz akdrhogy is adjuk meg az elsé k dobds
eredményét, annak valdszinisége, hogy ez bekivetkezik, legyen 27%.) Ekkor létezik az
A o-algebran egy olyan egyértelmiien meghatdrozott o-additiv mérték, amely teljesiti a
fenti azonossdgokot.

A fenti eredmény azt jelenti, hogy létezik a természetes elvarasokat kielégité va-
16szintiségi mérték, sét ezek a feltételek egyértelmiien meghatarozzak a A o-algebra
Osszes eseményének a valdszintiségét. Ez az egyértelmiiség is fontos, ez azt fejezi ki,
hogy az A o-algebraban szerepl6 halmazok valdszintiségi mértéke értelmes, egyértelmiien
meghatarozott szam. Megjegyezziik, hogy ez a nem-trividlis eredmény valéjaban speci-
alis esete egy altalanosabb eredménynek. Ezeket az eredményeket itt nem targyaljuk,
de az ezen eloadashoz irt Kiegészitésben megadom a kérdéskor vizsgdlatahoz sziikséges
legfontosabb eredményeket. A részletek pontos kidolgozasa a mértékelmélet tantargy
témaja. Fazekas Istvan konyve a 45. oldalon szintén targyalja ezt a problémét, sot a
konyv 7. fejezete (Appendix) tovdbbi értékes informaciokat tartalmaz. Jelen szinten
elégedjiink meg azzal a taldn kissé pongyolan megfogalmazott allitassal, hogy minden
természetes moédon felmeriilé problémanak meg lehet adni valdszintiségi modelljét. Ezt
a definiciét ugy lehet megadni, ahogy azt jézan paraszti ésszel elvarjuk. Nehézséget az
okoz, hogy a konstrukcidk helyességének bizonyitasa mély mértékelméleti eredmények
ismeretét igényli.

Felmeriilhet a kérdés: Nem okoz-e gondot az, hogy nem minden lehetséges halmaz
valészintliségét definidltuk. A vélasz az, hogy nem. Ugyanis minket csak az olyan
események (halmazok) valdszintisége érdekel, amelyeket explicit médon meg tudunk
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adni. Viszont ezek benne vannak az altalunk késobbiekben definidlt o-algebraban.

Annak érdekében, hogy lassuk, a fenti konstrukcié jol miikodik, lassuk be a kovet-
kezé allitast.

Allitas: Tekintsik az elébb definialt valosziniségi mezot, ahol a szabdlyos pénzdarab
végtelen dobdssorozatdt definidltuk. Adva eqy w végtelen fej-irds dobdssorozat, jelolje
k(n,w) az w sorozat elsé n jelében szereplé F' betitk szdmdat. Ldssuk be, hogy az az A
halmaz, amelyet gy definidalunk, hogy

k
A= {w  Létezik a lim PU2%) hatdrérték.}

n—o0 n

teljesiti az A € A tulajdonsdgot. Mds szavakkal: Az az esemény, hogy a fejdobdsok
relativ gyakorisdgdnak van hatdrértéke azon események kozé tartozik, amelyeknek defi-
nialtuk a valdsziniségét.

k(n,w)

Bizonyitds Az, hogy a
k(n,w)

minden € > 0 szamhoz létezik olyan ng = ng(e,w) kiiszébindex, hogy n > ng és n >

sorozat, n = 1,2, ... valamely w-ra konvergal, ekvivalens

azzal, hogy a sorozat, n = 1,2,..., Cauchy sorozat, ami azt jelenti, hogy

k(n,w k(n,w
ng esetén (n,w) - ( - ) < e. Ez ekvivalens azzal, hogy minden k pozitiv egész
n n
szdmhoz 1étezik olyan ng = ng(k,w) kiiszobindex, hogy n > ng és n > ng esetén
E(n,w) k(n,w) 1
- — < —.
n n k

Az, hogy ez az utobbi allitas teljesiil valamilyen k és ng szamra, ekvivalens azzal,
hogy w € Ay, »,, ahol

Apong = {w: ”f(ﬂ,w) k‘(ﬁ,w)'

Akkor 1étezik olyan ng = ng(k,w) kiiszobindex, amelyre teljesiil a

1
% relacié minden n > ng és n > ng szam esetén, ha

wEAk = U Ak,m-

m=1
n? ’
Akkkor Cauchy sorozat a szamsorozat, ha
n
o0
we A=) A
k=1



k k(n 1
() _ (n_, w) ’ < E} halmaz minden el6irt (n,n) szam-
n n
parra eleme az A o-algebanak, mert megmondhatdé, hogy mely max(n,n) fej és irdsjellel
kezd6dé sorozatok tartoznak ehhez a halmazhoz, és melyek nem. Innen és a o-algebra
definiciéjabdl viszont az is kovetkezik, hogy az halmazok segitségével definialt Ay .,
A halmazok minden k, ng indexre, valamint az A halmaz eleme az A o-algebranak.

Viszont az A € A allitas az, amit bizonyitanunk kelllett.

Vegyiik észre, hogy az {w :

Egy masik vizsgalt probléma, amelynek megolddsa nem-trividlis analizisbeli eredmények
felhaszndldsadt igényli:

Ledobunk egymadstdl fiiggetlentil egy x és egy y pontot egyenletesen a [0, 1] inter-
vallumba, azaz mind az = mind az y pont |b — a| valészinliséggel esik egy [a,b] C [0, 1]
intervallumba. Az (z,y) szampar kijelol egy véletlen pontot az egységnégyzeten. Mi
annak a valdszinlisége, hogy ez a pont beleesik az egységnégyzet valamely A halmazaba?

Azt varjuk, hogy ez a valdszinliség megegyezik a halmaz és az egységnégyzet met-
szetének a teriiletével. Ez az elképzelés 1ényegében helyes, de természetesen csak azzal
a megszoritassal, hogy az allitas olyan halmazokra igaz, amelyeknek van teriiletiik. Sze-
retnénk megfogalmazni az analizisnek azokat az eredményeit, amelyek lehetové teszik a
sziikséges valoszintiségi modell leirasat. Ezért felidézziik az analizisben szereplé Borel
o-algebra és Lebesgue mérték fogalmat.

Tekintsiik az egységnégyzet [a, b] X [c, d] alaki részhalmazait, (amelyek téglalapok),
és definidljuk ezek teriiletét (Lebesgue mértékét) mint (b — a)(d — ¢). Tekintsiik azt
a legsziikebb o-algebrat, amely tartalmazza az Osszes ilyen alakd halmazt. Az Osszes
ilyen halmazbdl all6 rendszert hivjak Borel féle o-algebranak az egységnégyzeten. Az
analizis egy fontos eredménye szerint a fenti téglalapokon definialt teriiletet ki lehet ter-
jeszteni a Borel féle g-algebrara mint egy o-additiv halmazfiiggvényt, és ez a kiterjesztés
egyértelmi. Ezt a halmazfliiggvényt hivjak az irodalomban Lebesgue mértéknek.

Ezen eredmények segitségével definidlni tudunk egy szamunkra kivanatos valdszi-
niiségi modellt. Legyenek az w elemi események az egységnégyzet pontjai, 2, a biz-
tos esemény, a [0,1] x [0,1] egységnégyzet. Legyen A a Borel féle o-algebrédnak az
egységnégyzeten, a P mérték pedig a Lebesgue mérték ezen a o-algebran. Mutatunk
két példat arra, hogy ennek a modellnek a megértése nagy segitséget jelenthet bizonyos
feladatok megoldasdban.

Elso feladat: Két ember 8 és 9 6ra kozott megjelenik egy téren egymastol fliggetleniil
és egyenletes eloszlasal. Mind a ketto félérat var a médsikra, és ha az addig nem
jon, akkor hazamegy. Mi a valdszinlisége annak, hogy talalkoznak?

Megoldas: Tekintsiik az egységnégyzetet, és valasszuk azt a véletlen pontot az
egységnégyzeten, amelynek x koordinatdja megadja, hogy az els6 ember az y ko-
ordinataja pedig megadja, hogy a masodik ember ember mikor érkezett. Ekkor az
igy definialt pont egyenletes eloszlasu az egységnégyzeten, azaz annak valdszintisé-
ge, hogy ez a pont az egységnégyzet egy (szép) részhalmazaba esik megegyezik e
halmaz teriiletével. Az, hogy a két ember taldlkozik azt az eseményt jelenti, hogy
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az igy definidlt (z,y) pont az egységnégyzet

A:{(:I;,y): —%gy—xgé}ﬂ[(),l] x [0, 1]

1 3
részhalmazaba esik. Ennek a halmaznak a teriilete 1 — 2 - 3= 1 és ez a keresett
valészintliség.
Mésodik feladat: Két egy méter hosszi botot véletlenszeriien, (egymastdl fligget-

leniil) egyenletes eloszlassal eltoriink. A két révidebb darabot Gsszeragasztjuk. Mi
annak a valdsziniisége, hogy az igy kapott 1ij bot hossza kisebb mint 0.8 méter?

Megoldas: Ez a feladat is hasonlé médon targyalhaté. Tekintsiik az egységnégyze-
tet, és valasszuk azt a véletlen pontot az egységnégyzeten, amelynek x koordinataja
megadja, hogy hol tortiik el az els6 botot az y koordinatdja pedig azt, hogy hol
tortiik el a mésodik botot. Ekkor az igy definidlt pont egyenletes eloszlasu az
egységnégyzeten. Az az esemény, hogy az Osszeragasztott bot hossza kisebb mint
0.8 megegyezik annak az eseménynek a valészinliségével, hogy az (z,y) pont a
kovetkez6 Ay, As, Az és Ay halmazok A; U As U A3 U A4 unidjaba esik: Ay =
{(z,y): x+y <08}NJ[0,1] x [0,1], A2 = {(x,y): v+ (1 —y) < 0.8} N[0, 1] x [0, 1],
As = {(z,y): 1 —24+y <08} N[0,1] x [0,1] és Ay = {(z,y): 1 —x+1—y <
0.8} N [0,1] x [0,1]. Rajzoljuk le ezeket a halmazokat. Az dbra mutatja, hogy az
A1 UA3UA3U A, halmaz komplementere az a négyzet amelynek cstcsai a (0.3, 0.5),
(0.5, 0,3), (0.7, 0.5), és (0.5, 0.7) pontok. Ennek a négyzetnek a teriilete, 0.08 tehdt
a minket érdeklo valészintiség 1 — 0.08 = 0.92.

Késobb tanulni fogunk olyan moddszereket, amelyek lehetové teszik e két feladat
megoldasat mas médon. Akkor majd vissza fogunk térni ezekhez a feladatokhoz.

A valészintiség definicidjaban feltettiik, hogy a valdszintiségi mérték nemcsak ad-
ditiv, hanem o-additiv is. Ez kényelmesebbé teszi a szamolasokat, és ezenkiviil ez tette
lehetové a végtelen dobassorozatot definidld valdszintliségi mérték illetve a pontledobast
lefré Lebesgue mérték egyértelmi definicidjat. Erdemes megérteni a o-additiv és ad-
ditiv halmazfiiggvények kozotti kapcsolatot. A Fazekas konyv 23. oldalan taldlhaté
egy allitas (2.5 Alh’tés) arrol, hogy a o-additivitas az ekvivalens azzal, hogy az addi-
tivitason kiviil még egy mérték folytonossaganak nevezett tulajdonsag is teljesiil. Ezt
az allitast aldbb megfogalmazom az aldbbi Tétel A eredményében, és annak (egyszeri)
bizonyitasat megadom a Kiegészitésben.

Tétel A. Legyen adva egy 2 halmaz, annak bizonyos részhalmazaibol dlle A o-algebra,
€s azon eqy véges, P additiv nem-negativ halmazfiigguény, azaz feltessziik, hogy 0 <
P(Q) < o0, és P(AUB) = P(A) + P(B), ha A és B diszjunkt halmazok. A P hal-
mazfiigguény akkor és csak akkor o-additiv a A o-algebran, ha teljesiti az aldbbi a mérték
folytonossdagdanak nevezett tulajdonsdgot:

Ha A, € A, n=1,2,... az A o-algebra olyan elemei, amelyekre

e CA C AT C AL s [ An=0,
n=1
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akkor lim P(A,)=0.

A fenti dallitds akkor is érvényes, ha az A algebra, de nem feltételeniil o-algebra.
Ez esetben a o-additivitds ugy értendd, hogy amennyiben az A,, n=1,2,..., halmazok
diszjunktak, A, € A minden n = 1,2,... indexre, és ezenkivil az A = |J A, € A

n=1

feltétel is teljesiil, akkor P(A) = >  P(A,).
n=1

Ha P véges, o-additiv nem-negativ halmazfiigguény eqy algebrdn, akkor teljesiti a
fent megfogalmazott folytonossdagi tulajdonsdg kovetkezd erdsebb vdltozatdt is. Legyen
B,e A, n=0,1,2,..., az A algebra olyan monoton csékkend halmazsorozata, melyre

++CByCBy1C---CBy, é []|Bn=DBy€A
n=1
C,eA, n=0,1,2,..., az A algebra olyan monoton névekvd halmazsorozata, melyre

o0
-+ CCrCChp1 Co € | JCu=Che A
n=1
Ekkor lim P(B,) = P(By), és lim P(C,) = P(Cy).

Vildgos, hogy legaldbbis formélisan a o-addititas erdsebb kévetelmény mint csak
az additivitdas. De tudunk-e példat adni egy o-algebran additiv, de nem o-additiv
halmazfiggvényre? Elképzelheto-e, hogy a o-additivitas eléirdasa miatt bizonyos érdekes
feladatokra nem tudunk valdszintiségi modellt adni?

Ezekre a kérdésekre megnyugtatd valaszt tudunk adni. Léteznek o-algebran ad-
ditiv, de nem o-additiv halmazfiiggvények. Ezeket viszont mindig csak nem konstruktiv
modon (kivalasztasi axiéma vagy egy vele ekvivalens allitds segitségével lehet megadni.)
Tehat konkrét, jol megfogalmazhaté feladatokban nem jelenik meg az a probléma, hogy
a valdszintiséget megado természetes jelolt additiv, de nem o-additiv.

Végiill a valdszintiségi modellek konstrukciéja kapcsan még egy megjegyzés. A
megadott konstrukciok jé konstrukcidék, de nem az egyediil j6 konstrukciok. Példaul
egy szabdlyos pénzdarab 10 egymas utani feldaobasara az is lehet modell, hogy a
pénzdarabot, 20 alkalommal dobjuk fel, de az utolsé tiz dobas eredményét nem vessziik
figyelembe. Jegyezziik meg azt is, hogy a vizsgalt feladatokban a valdszintiségek kisza-
moldsaban nem jatszott szerepet, hogy a kivént feladatnak milyen (a feladat feltételeit
kielégit$) modelljét tekintjiik.

Gondoljuk meg példaul, milyen érveléssel bizonyitottuk be az el6z6 el6adason azt,
hoty az urnamodellben visszatevéses hiizas esetén annak valdszintisége, hogy az els6
illetve otodik huzaskor kihtuzott golyd szine piros megegyezik. Tekintettitk az Osszes
lehetséges hlizassorozatot, kiszamoltuk ezek valdszintiiségeit, és ilyen események Gsszege-
ként szamoltuk ki a vizsgalt valészinliségeket. Abban a modellben, amelyet mint a Kol-
mogorov-féle elmélet modelljét megkonstrualtunk ebben a feladatban, ezek a hizédssoro-
zatok voltak az elemi események. Valdéjaban a bizonyitas soran csak azt hasznaltuk ki,
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hogy ezek események (nem kell, hogy feltétleniil tovdbb nem bonthaté elemi események
legyenek). Ez azt jelenti, hogy a visszatevéses urnamodell tetszéleges modelljében az
altalunk ismertetett indoklas végrehajthato.

Feltételes valdszintiiség

Annak érdekében, hogy megértsiik, milyen fogalmat probalunk pontosan megfogalmazni
tekintsiik a kovetkezo példat. Egy szabalyos pénzdarabot feldobunk 10 alkalommmal.
Viélaszoljuk meg a kovetkezo két kérdést:

a.) Mi a valésziniisége annak, hogy pontosan 6 fejdobés torténik?

b.) Mi a valdszintisége annak, hogy pontosan 6 fejdobas torténik, ha tudjuk, hogy az
els6 pénzdobas eredménye fej?

10 10
Az a.) kérdésre a vilasz az, hogy ( 6 )2_10, mert (6) egymast kizaro eseményt
kell figyelembe venni, és ezek mindegyikének a valészintisége 2710, A b.) kérdésre a
9 9
valasz az, hogy (5> 279 mert (5) egymast kizaré eseményt kell figyelembe venni, és

ezek mindegyikének a valészintisége 279. Tehdt, ha van valamilyen plusz informéciénk,
akkor az befolyasolhatja értékelésiinket arrél, hogy mi egy adott esemény valdsziniisége.
A feltételes valésziniiség foglama ezt az elképzelést onti forméba. A formalis definici6 a
kovetkezo:

Feltételes valésziniiség definiciéja. Adva eqy B esemény egy (2, A, P) valésziniiségi
mezén, amelyre P(B) > 0, egy ugyanezen a valdsziniiségi mezén lévd A esemény
feltételes valdszinisége feltéve a B eseményt (azaz a B esemény bekovetkezését)

P(ANB)

P(AIB) = =55

Megjegyzés: Csak pozitiv valésziniliségi B események, azaz P(B) > 0 esetén definidljuk
a P(A|B) feltételes valdszintiséget.

E definici6é szemléletes tartalma a kovetkez6. Ha a B esemény bekovetkezik, akkor
minden a B eseményt kizar6 esemény feltételes valdsziniisége, (feltéve a B eseményt)
nulla, tovabba tetszoleges A esemény feltételes valdszinilisége megegyezik az A N B
esemény feltételes valdszintiségével. Természetes feltenni, hogy az A N B esemény
P(A N B|B) feltételes valésziniisége ardnyos ezen esemény P(A N B) valdszintiségével.
Mivel P(B|B) = 1, ez sugallja a fenti definicét.

A feltételes valdszinliségre érvényes néhdny egyszerii, de gyakorlati alkalmazasok-
ban fontos Osszefiiggés. Ezek ismertetése a kovetkezd eléadas témaja lesz. Megje-
gyzem, hogy ezek a formuldk nagyon egyszeriiek, és azt javaslom, hogy a formalis
képletek helyett inkabb azokat az elveket tanulja meg, amelyekbdl azok egyszertien,
kevés munkaval kovetkeznek. A mostani el6adason, mintegy bevezetésként megoldjuk
a kovetkez6 feladatot:



Feladat: Reggel valaki hazulrél elmenve a lakaskulcsot elteszi, mégpedig gy, hogy
0.5 valészintiiséggel teszi a kabatzsebébe, 0.3 valdszintiséggel a nadragzsebébe és 0.2
valészintiséggel a mellényzsebébe. A nap folyamén mindenfelé jar, ezért a lakaskulcs
a kabatzsebébdl 0.1, a nadragzsebébdl 0.2, a mellényzsebébdl viszont 0 valdszinii-
séggel esik ki. Este hazatérve emberiink el6szor a kabat majd a nadragzsebében
keresi a kulcsot, de egyik helyen sem talalja. Mi annak a valdsziniisége, hogy a
lakaskulcs ott van a mellényzsebében?

Megoldas: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy emberiink a lakaskulcsot a kabat
As, hogy a nadriag és As, hogy a mellényzsebébe tette. Jelolje tovabba B azt
az eseményt, hogy a kulcs nem veszett el. Ekkor feltételeink szerint az A;, As
és As események egymast kizaréak, P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3, P(A3) = 0.2
tovabbd P(B|A;1) = 0.9, P(B|A3) = 0.8 és P(B|A3) = 1. Vezessiikk be a C =
(BN Ay) U (BN Ay) U Az eseményt. Ekkor C jelenti azt az eseményt, hogy em-
berlink este nem taldlta a lakdskulcsot sem a kabat sem a nadragzsebében. Ezért

minket a P(B|C) = %

P(A1 N B) + P(AyN B) + P(A3) = P(B|A1)P(Ay) + P(B|A2)P(Ay) + P(A3) =
0.1-0.54+0.2-0.34+0.2=0.31, és P(BNC) = P(BN A3) = P(A3) = 0.2. Innen a
20

feltételes valdszintliség érdekel. Viszont P(C) =

minket érdekl feltételes valészintiség értéke —— = —.
031 31

Kiegészités:

A Tétel A bizonyitisa. Léssuk elészor be, hogy amennyiben a P véges |értékii hal-
mazfiiggvény nemcsak additiv, hanem o-additiv is, akkor teljesiti a folytonossagi tulaj-
donsagot: Legyenek A, € A, n=1,2,..., az A o-algebra (vagy algebra) olyan elemei,

amelyekre --- C A, C A, 1 C--- C A1, és (| A, = 0. Definidljuk a (diszjunkt) B,, =

n=1

A, \ Ap41, halmazokat. Ekkor A, = |J Bg, n = 1,2,..., ezért a P halmazfiiggvény

k=n
o-additivitdsa alapjan P(A,) = Y. P(Bj). Specidlisan, P(A;) = > P(Bj) < 0.
k=n k=1
Ezért minden € > 0 szdmhoz létezik olyan ny = ng(e) kiiszobindex, amelyre teljestil,

hogy P(A,) — kff P(By) < &, ha n > ng, é ezt kellett belatni.
Ha a P halmazfiiggvény additiv, és teljesiti a folytonossagi feltételt, akkor tekintsiik
A, € A, n=1,2,... diszjunkt halmazok tetsz6leges rendszerét, legyen B,, = Ej Ag,
n=1,2,.... (Jegyezziik meg, hogy akkor is tudjuk, hogy B,, € A, ha A algebra, iizennem
feltétleniil o-algebra. Ugyanis feltettiik, hogy By € A, ezért B,, = By \ (:L_jl Ak> e A
=1

minden n = 1,2,... indexre.) Ekkor --- C B, C B,_1 C --- C By, és () B, = 0,

n=1

ezért a P halmazfiiggvény folytonossdgi tulajdonsdga miatt lim P(B,) = 0. Ezért
n—oo
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tetszoleges N pozitiv egész szamra

P(QlAn> (UA>+PBN :NZ ») + P(By).

Mivel ]\}im P(By) =0, innen N — oo hataratmenettel megkapjuk a kivant allitast.
— 00

Tekintsiik ezutan azt az esetet, ha P véges o-additiv, és ezért folytonos halmazfiigg-

vény. Legyen B, e A n=12 ..., az A algebra monoton csokkeno halmazsorozata
amelyre ﬂ B, = By € A. Ekkor A,, = B,,\ By vélasztassal azt irhatjuk, hogy ﬂ A,
n=1

0, és lim P(Bn) = lim P(A,) + P(By) = P(By). Legyen C), € A, n=1,2,..., az

A algebra monoton névekvé halmazsorozata, Co = |J C,. Ekkor az A, = Cy \ C,
n=1
vélasztassal azt irhatjuk, hogy (] A, = 0, és lim P(C,) = P(Cy) — lim P(4,) =
n=1 n—0o0 n—00

P(Cy), és ezeket az allitasokat kellett bizonyitani.

A valdsziniiségi modellekben szereplé P valdsziniiségi mértékek o-additivitdsdanak
igazoldsdban alapvetd szerepet jatszik a mértékelmélet alabbi, itt nem bizonyitandé
nagyon fontos eredménye:

Carathéodory tétele mértékek egyértelmii kiterjesztésérol. Legyen adva egy
nem-negativ véges p mérték (azaz o-additiv halmazfiggvény) egy 0 halmaz bizonyos
részhalmazaibol dllo Ag algebrdan. Ekkor a p mérték egyértelmiien kiterjeszthetd az Ag
daltal generdlt A o-algebrdra.

Megjegyzés: Fontos, hogy ez az eredmény nemcsak a mérték kiterjeszthetdségét allitja,
hanem annak egyértelmiiségét is. Ez azt jelenti, hogy a generdlt o-algebraban szerepld
halmazok mértékét (a minket érdeklé alkalmazdsok esetében valdsziniiségét) egyértel-
miien tudjuk definidlni.

A fenti eredmény énmagaban nem elegendd az eloadasban tekintett szabalyos pénz-
darab végtelen dobassorozatokat leiré modell helyességének a bizonyitasahoz. Meg kell
ugyanis el6szor adni azt az Ag algebrat és rajta azt a o-additiv halmazfiiggvényt, ame-
lyre a tételt alkalmazhatjuk.

Jelen példdban természetes mdédon definidlhatjuk azt az Ay algebrat és a rajta
értelmezett P mértéket, amelyre a Carathéodory tételt alkalmazni kivanjuk. Nevezete-
sen, alljon Aq az Osszes lehetséges végtelen fej-irast tartalmazé €2 halmaz azon részhal-
mazaibol, amelyek csak véges sok koordinatatol fliggnek, azaz egy A halmaz akkor és
csak akkor tartozik a Aj algebrahoz, ha létezik egy k pozitiv egész szam és k-hosszusagu
fej-iras sorozatoknak egy B halmaza, amelyre igaz, hogy egy végtelen fej-iras sorozat
akkor és csak akkor tartozik az A halmazba, ha az els6 k tagjabol all6 k hossziségu
fej-irds sorozat a B halmazhoz tartozik. (Az ilyen tipusi halmazokat hivjék az iro-
dalomban henger-halmazoknak.) Tovébb4, legyen egy ilyen A halmaz P mértéke a B
halmaz mértéke szorozva a 2% szdmmal.
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Nem nehéz belatni, hogy ilyen médon egy Ag algebrat definidltunk, és azon egy P
nem-negativ egyre normalt additiv halmazfiiggvényt. Viszont korantsem nyilvanvalo,
hogy a P additiv halmazfiiggvény egyben o-additiv is. Ez utébbi allitas bizonyitasahoz
érdemes felhasznalni a Tétel A eredményét, amely szerint a P halmazfiiggvény o-addi-
tivitasanak bizonyitasahoz elég belatni, hogy az teljesiti a Tétel A-ban megfogalmazott
folytonossagi tulajdonsagot. Ez utobbi allitast azért viszonylag konnyt ellenorizni, mert
mint az elemien (bar nem teljesen trividlisan) megmutathato, ha a fent-definidlt henger-
halmazok egy egymaéasba skatulydzott sorozatanak a metszete iires, akkor megadhaté e
hengerhalmazok kozott véges sok is 1igy, hogy ezek metszete tires.

Erdemes megjegyezni, hogy ha hasonl eredményeket akarunk beldtni dltaldnosabb
modellekben, akkor a fent vazolt mdédszer adaptalhaté, de az érvelés az analizis néhany
mély ,,absztrakt” eredményét is felhaszndlja. igy példaul nagyon hasznos az ilyen
érvelésekben a topolégia egyik alapvetd, mély eredménye, a Tyihonov tétel. Ez az
eredmény azt allitja, hogy kompakt topoldgikus terek direkt szorzata is kompakt topo-
logikus tér. Végiil az utolsénak emlitett eredmény is egy altalanosabb topoldgiai ered-
ménynek a specidlis esete. E szerint az eredmény szerint, ha egymasba skatulyazott
kompakt halmazok metszete tires, akkor megadhaté ezen kompakt halmazok véges sok
tagja is ugy, hogy azok metszete lires.
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