A december 2.-i gyakorlat témaja

Az eldadason szerepelt annak az allitasnak a bizonyitasa, hogy a standard normaélis
2
eloszlas stirtiségfiiggvénynek nevezett \/%—ﬂe*“: /2 fiiggvény stirliségfiiggvény, tehat
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Léssuk be (e tény felhasznalasaval),
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1.) Egy standard normalis eloszlasu & valdszintiségi valtozo, azaz egy \/%e stri-

ségfliggvénnyel rendelkez6 valdszintiségi valtozé varhatéd értéke nulla és szorasnégy-

zete 1.
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mert az x \/2_6_I2/ ? integrandus pdratlan fiiggvény. Ezért Var{ = E¢?, és parcid-
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2.) Legyen ¢ standard normadlis eloszlasu valdszintiségi valtozé. Szumoljuk ki a ¢
valészintiségi valtozé negyedik momentuméat. Legyen & egy varhaté értékii és ketté
szérasnégyzeti normalis eloszlast valészintiségi valtozé. Szamoljuk ki & siirtiség-
fiiggvényét és negyedik momentumat.

Megoldds:
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7 val6szintiségi valtozé standard normélis eloszlast, és € = \/E + 1,

ahol ¢ standard normalis eloszlasi, ha & normalis eloszlast 1 varhato értéki és 2
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szorasnégyzetli valdszintiségi valtozo. Ezért mint az el6zd 6ran megtargyaltuk &
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Surusegfuggvenye 7§SO W = ﬁ \/%6 . Ezért
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Valéjdban az E&* negyedik momentumot egyszeriibben is kiszdmolhattuk volna.
EEt = B(V2+1)4 = ABE* + 8V2EE3 + 1262+ 4y/26+1 = 4-3+0+12-1+1 = 25.

3.) Egy szabdlyos dobdkockét és egy szabdalyos érmét feldobunk 3300 alkalommal egy-
mastol fiiggetlentil. (Az érme és kockadobasok eredményei is fiiggetlenek egymas-
t6l.) Ha a kockadobds eredménye péros és az érme a fej oldalra esett, akkor annyi
forintot nyeriink, amennyi a kockadobas eredménye. Ha az érme az iras oldalra
esett vagy a kockadobds eredménye paratlan szam, akkor nem nyeriink, és nem is
vesztiink semmit. Mi a valdsziniisége annak, hogy az Ossznyereménytink 3190 és
3520 forint kozé esik? Adjunk erre jé kozelité becslést a centrélis hatareloszlastétel
és egy normalis eloszlastablazat segitségével.
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Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 &, és n; 1 < j < 3300, valészintiségi valtozokat:

§; = 2, ha a j-ik kockadobds eredménye 2, ; = 4, ha a j-ik kockadobds eredménye 4,

§; = 6, ha a j-ik kockadobas eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik kockadobéas eredménye

1, 3 vagy 5. Legyen n; = 1, ha a j-ik érmedobds eredménye fej, és n; = 0, ha a

J-ik érmedobas irds. Legyen (; = §;n;. Ekkor a j-ik dobasndl a nyereményiink
3300

¢ lesz, 1 < j <3300, és a P | 3190 < > (; <3520 | valdsziniiséget kell j6l meg-
j=1

becsiilniink. Ennek érdekében szdmoljuk ki a fliggetlen (; valdszinliségi valtozok

1 1
varhaté értékét és szorasnégyzetét. Egj = Eﬁjnj = E{;En; = 6(2 +4+ 6)5 =1,
1 1 11
EG} = EG B = (4416 +36) - 5 = g Var ( = E(} = (E¢j)* = — . Innen a
centralis hatareloszlastétel alapjan
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j=1 1/3300 / Z Var€, \/3300
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~ ®(2) — ®(—1) = 0.9772 4 0.8413 — 1 = 0.9285.

4.) Egy pénzdarabrdl ellenérizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, amely szerint ez

az érme legalabb % valoszintliséggel esik a fej és legfeljebb i valoszinliséggel az
irds oldalara. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a
kovetkezo dontési szabdlyt hozzuk. Vialasztunk egy k szamot, és akkor fogadjuk
el a hipotézist helyesnek, ha legalabb k fejdobas tortént. Legalabb mekkoranak
kell valassztanunk ezt a k szamot, ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesito
pénzdarab esetén legalabb 0.9 valdszintiséggel dontsiink gy, hogy a hipotézis tel-
jesiil?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdsziniiségi valtozdkat: §; = 1, ha a j-ik
dobéas eredménye fej, £; = 0, ha a j-ik dobas eredménye irds, 1 < j < 30000,

30000
S = Sso000 = Y. &. Ha a fejdobds eredményének valészintisége pontosan T
j=1
3 3 5 3
E¢; = " E§]2. =7 Var§; = Esz — (E¢;)" = 16’ ES = 30000E¢; = 22500,

Var S = 30000Var §; = 5625 = 752. Innen és a centralis hatdreloszlastételbol,
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Viélasszuk a k szamot ugy, hogy a fenti valészintliség koriilbeliil 0.9 legyen. Ekkor

k — 22500 22500 — k
a P (T) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ¢ - 0.9 egyen-
s . s ., 22500 -k
letet kell kielégiteniink. A normaélis eloszlas-tablazat alapjan —— ~ 1.28,

75
3
ami azt jelenti, hogy k = 22500 — 75 x 1.28 és p = 1 esetén annak valdszinlisége,

3
hogy a fejdobasok szama nagyobb mint k£ = 22500 — 75 x 1.28 = 22212 és p = 1

esetében annak valdsziniisége, hogy legalabb ennyi fejdobas torténik koriilbeliil 0.9.

3
Hap > 7 akkor ez a valésziniiség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes valasztés.

Ledobunk egyméstdl fiiggetleniil 24 000 pontot a [0,2] intervalumra egyenletes
eloszldssal, (azaz annak a val6szintisége, hogy egy ledobott pont értéke x-nél kisebb
x p

§—Ve1 egyenld, ha 0 < x < 2, eggyel egyenld, ha x > 2, és nulla, ha x < 0.) Orizziik
meg azokat a ledobott pontokat, melyek értéke 1-nél kisebb, és hagyjuk el azokat,
melyek értéke, nagyobb mint egy. Mi annak a valdszintisége, hogy a megorzott
pontok értékeinek az Gsszege 5900 és 6075 kozé esik? Adjunk erre a valdszintiségre
jo kozelité becslést a mellékelt normaélis eloszlastablazat segitségével.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &5, 1 < j < 24 000, valdszintiségi valtozdkat:
§; = z, ha a j-ik ledobott pont értéke z, és 0 < =z < 1, és §; = 0, ha a j-
ik ledobott pont értéke az (1,2] intervallumba esik. Ekkor a megérzétt pontok
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24 000
Osszege S = ). &;, tovabba a §; valdszintiségi véltozok fiiggetlenek és egyforma
i=1
eloszlasuak. Ejzért a centralis hatareloszastétel segitségével jo becslést tudunk adni
a minket érdekls P(5900 < S < 6075) valésziniiségre. Ennek érdekében ki kell
szamolnunk a &; valdszintiségi valtoz6 varhato értékét és szorasnégyzetét. Vegyik
észre, hogy ugyan a &; valdsziniségi valtozonak nincs striségfiiggvénye, és nem
diszkrét eloszlaan, viszont anak F' eloszlasfiiggvénye felirhat6 F(x) = Fy(z)+ Fo(x)
alakban, ahol F(z) nek van stirfiségfiiggvénye, ami az f(z) = 1 fiiggvény a [0, 1]
intervallumon, és f(x) =0, ha x < 0 vagy = > 1, és Fy(x) olyan mértéket hatéroz
meg, amelyik a nulldba van koncentralva, és a nulla mértéke =. Pontosabban,
tetsz6leges A halmaz valészintisége P(A) = [, F(dx) = [, Fi(dx)+ [, Fo(dx) =
[13dx+ [, Fo(dx), ahol [, Fo(dz) = 3, ha 0 € A, és f FQ(dZIJ’) =0, ha 0 §é
A. Ekkor tetszéleges h(z) fuggvényre Eh(§) = [ h(z)F( = [ h(z)Fi(dx)
[ h(z)Fy(dx) = [} Lh(z)dz + Lh(0). Ezért
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Varé&, = 6 16 18 és ES = 6000, Var .S = 2500. Innen

v Var S
~ ®(1.5) — &(-2)

~E
P(5900 < S < 6075) = P (—2 <5ZBS 1.5)

O(1.5) + (2) — 1.

Legyen & egyenletes eloszlasu valdsziniiségi valtozé a [—1,1] intervallumon, azaz
legyen siirtiségfiiggvénye f(x) = %, ha -1 <z <1, és f(xr) =0, ha z > 1 vagy
x < —1. Szdmoljuk ki a &4 valészintiségi valtozo varhato értékét és szérasnégyzetét.
Megoldds: Var¢* = E(£4)? — (E£Y)? = BE8 — (EEY)? f L 328dz— ([ 12t dw)2 =
F- () =%

Midsodik megoldds. Szamoljuk ki £* F(z) eloszlés és f(x) stirliségfiiggvényét.

F(x):P(§4<$):P(—x1/4<$<x1/4):x1/4, ha0<x <1
F(z) =0,haz <06és F(z) =1, haz > 1. Innen f(z) = 2273* ha0 <z <1

f(z) = 0 egyébként. Ezért B¢ = [ f( Ydo = [ Lx1/t da; = i A=1 E§2 =
fxzf(ac)dac:folixf’/‘lda::— 5= 79 L Var¢ = B¢? — (B¢ () :%

Szamoljuk ki egy A\ paraméterii £ exponencialis eloszlasu valoszmusegl valtozo6 var-
hat6 értékét és szorasnégyzetét.

(Egy valdszintiségi valtozé exponencidlis eloszlasi A > 0 paraméterrel, ha létezik
f(u) stirtiségfiiggvénye, és az f(u) = e, ha u >0, f(u) =0, ha u < 0 alaki.)

Megoldas: Parcialis integralassal kapjuk, hogy

3 /0 ure M du, )\/0 ue " du X ([ ue ]0 -I-/O e du) X
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E¢? :/ whe M du = 2 <[u26_u}0 +/ 2ue " du) =33
0 0

, 2 1 1
Ezért Var & = B¢? — (EE)? = =% =%

8.) Legyen birtokunkban 100 lampa, amelyek mindegyike egymdstdl fiiggetlen id6tar-
tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasi A\ = — paraméterrel.

(A lampék élettartamdnak exponencidlis eloszldsa természetes feltételezés.) Egy
termet bevilagitunk ezen lampék valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jé becslést arra, hogy a lampdak oOsszélettartama legalabb
1150

Megoldds: Jeldlje &; a j-ik lampa éléttartamat, 1 < j < 100. Ekkor a P(§1 +--- +
€100 > 1150) valészintiségre kell j6 becslést adnunk, ahol az &sszegben fiiggetlen
exponencialis eloszldsi valdszintiségi valtozok szerepelnek A\ = %0 paraméterrel.
Vezessiik be az n = &1 + - - - + &100 jelolést.

Kiszamoltuk, hogy jelen esetben En = mFE¢ = % = 1000, Varn = % =

1
10000 (m = 100 és A\ = 10 véalasztassal). Ezért a centralis hatareloszlastétel sze-
n—FEn  n—1000
VVarn 100
VéltOZé, és P(fl + -+ 5100 > 1150) =P (

rint jo kozelitéssel standard normélis eloszlast valdszintiségi

n—En
v Varn

> 1.5) ~1—®(15).

Hazi feladat

item Ledobunk a [0, 3] intervallumra 24 000 pontot egyenletes eloszlassal, azaz egy
ledobott pont egy valésziniiséggel a [0, 3] intervalumba esik, és annak valésziniisége, hogy

b—
a ledobott pont egy [a, b] C [0, 3] intervallumba esik Ta. Ha egy pont a [0, 1] interval-

lumba esik, akkor felirjuk a ledobott pont helyének pontos értékét egy jegyzokonyvbe,
ha a pont az (1, 2] intervalumba esik, akkor az 1 szdmot, ha pedig a (2, 3] intervallumba
esik, akkor a 2 szamot irjuk a jegyzokonyvbe. Adjunk becslést a mellékelt normalis
eloszlastablazat segitségével annak valdszinliségére, hogy a jegyzokonyvbe irt 24 000
szam Osszege 27 900 és 28 150 kozé esik.



