Az oktéber 7.-i gyakorlat témaja

1.) Hérom gép gyart csavarokat, az egyik 0.01 a mésodik 0.02 a harmadik 0.03 val6szi-
niiséggel gyart hibas csavarokat. A csavarokat egy raktarba viszik, és osszekeverik
azokat. Egy gyartott csavar 0.5 valdszintiséggel késziilt az els6 0.3 valdszinliséggel
a masodik és 0.2 valdszintiséggel késziilt a harmadik gépen. Kivesziink egy csavart,
megnézziik, és azt talaljuk, hogy az hibas. Milyen valdszintiséggel késziilt a csavar
eme feltételek mellett az els6 gépen?

Megoldas: Jelolje Ay, As illetve Az azt az eseményt, hogy a csavar az els6, masodik
vagy harmadik gépen késziilt, B azt az eseményt, hogy a csavar hibas. Ekkor minket
a P(A1|B) feltételes valészintiség érdekel. Tudjuk, hogy P(A;) = 0.5, P(A2) = 0.3,
P(A3) = 0.2, tovabba P(B|A;) = 0.01, P(B|A2) = 0.02, és PB(B|A3) = 0.03.
Ekkor
P(B) P(BNAy)+ P(BnNAy)+ P(BN As)
_ P(B|A1)P(A4)
P(B|A1)P(A1) + P(B|A2) P(A2) + P(B|A3)P(As3)
B 0.01-0.5
©0.01-0.540.02-0.3+0.03-0.2°

2. Egy teszt-vizsgdn, ahol harom lehetdség koziil kell kivalasztani a helyes valaszt
ketten vesznek részt. Az elsé résztvevd py, a masodik résztvevo pedig ps valdszinii-
séggel tudja a helyes valaszt, tovabba a vizsga két résztvevioje egymastol fiiggetlentil
tudja vagy nem tudja, hogy mi a helyes valasz. Mindkét résztvevd a jo valaszt
jeloli meg, ha tudja azt, ellenkezo esetben pedig mindentdl fliggetleniil egyforma
valészintiséggel véletleniil bejeloli a harom lehetséges valasz valamelyikét. Mi a
feltételes valdsziniisége annak, hogy mind a két résztvevo a helyes valaszt jelolte
be, feltéve, hogy ugyanazt a valaszt adta?

Megoldds: Jelolje A azt az eseményt, hogy az els6 didk jol véalaszol, B azt az
eseményt, hogy a masodik didk jol valaszol, D1 azt az eseményt, hogy mind a két
jelolt az elsoként felsororolt feltlintetett rossz valaszt Do pedig azt az eseményt,
hogy mind a két jelolt a mésodiknak felsorolt rossz valaszt adja. Ekkor C' =
(AN B) U Dy U Dy jeldli azt az eseményt, hogy a két didk egyforméan vélaszol.

. P(ANnBNCQO) P(ANB) ,
Ekk k P(ANB = = feltétel
or minket a P(A N B|C) PO PAANB)UD, U Dy) eltételes

142 142

valGsuiniség érdelel. Viszont P(4) = p1 + 5 (1 - p1) = T pp) = +3 P2
142 142

és az A és B események fiiggetlenek. Innen P(ANB) = +3 P +3 p2, P(C) =

142 142 1-— 1-—
R(ANB) +(Dy) + P(Dy) = — 1. +3 P2 oo DL 2P Ugyanis P(Dy) =

p(py) — (Lop) (1=p2)

tudja a helyes valaszt, és a harom lehetoség koziil az elsé rossz valaszt jeloli ki,

, mivel az els6 jelolt akkor valaszol rosszul, ha nem
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aminek a valésziniisége (1 — p1)§’ annak a valésziniisége, hogy a mésodik jelolt

ugyanezt a valaszt adja (1 — pl)g, a két jelolt egymastdl fliggetleniil valaszol,

1-— 1-—
ahonnan P(D,) = (L=py) ( 3p2)‘ Hasonléan, a P(D3) valészintiségre ugyanazt

az értéket kapjuk. Innen

(1+2p1)(1 + 2p2)
(1+2p1)(1+2p2) +2(1 — p1)(1 —p2)’

P(ANB|C) =

3.) Adott két véros, az igazmonddk és hazugok varosa. Az igazmonddk varosaban egy
kérdésre 0.9 valdszinliséggel helyes a hazugok varosaban pedig 0.8 valészinliséggel
hamis valaszt adnak. Megérkeziink véletleniil az egyik varosba, egyforma, azaz %

valoszinliséggel az igazmondok vagy a hazugok varosdba. Megkérdezziik az elso

embert, akivel talalkozunk, hogy az igazmondodk varosaba értiink-e. Azt a valaszt
kapjuk, hogy nem. Mi a valdszintisége annak, hogy az igazmondok varosaba érkez-

tink?

Megoldas: Jelolje A azt az eseményt, hogy az igazmonddk varosaba érkeztiink, és B
azt az eseményt, hogy a véletleniil megkérdezett ember azt valaszolja kérdéstinkre,
hogy nem az igazmonddék vérosiaba érkeztiink. Ekkor minket a P(A|B) feltételes
valészintiség értéke érdekel. Tudjuk tovabba, hogy P(A) = . P(B|A) = 0.1,
P(B|A) = 0.2. (Az els6 esetben az igazmonddék vérosdban megkérdezett ember
hazudik, a méasodikban a hazugok varosidban megkérdezett ember igazat mond.)
Ezért

pap) = PANB) P(B|A)];(

A) B 0.1-0.5 1
P(B)  P(BJ|A)P(A)+ P(B|A)P(A) 0.1-05+02-05 3

Egy fontos fogalomrdl és modszerrdl lesz szd, valdszintiségi valtozok varhato ér-
tékérol. Ennek a kérdésnek a targyaldsdhoz sziikséges el0szor a valdszintiségi valtozéd
fogalmanak megértése. Tovabba kiilon targyaljuk az dgynevezett diszkrét eloszlasu
valoszinliségi valtozok fogalmat, és egyelére csak ilyen valdszintiségi valtozok varhaté
értékérol fogunk beszélni. Ennek technikai okai vannak. Mint késobb latni fogjuk,
altalanos valdszintiségi valtozék esetén hasonldé eredmények érvényesek, csak abban az
esetben a dolgok megértése tobb figyelmet kovetel. Egy lényeges kiilonbség a specialis
diszkrét eloszlasu és altalanos eset kozott az, hogy diszkrét esetben a varhatd érték
kiszamitasahoz elég Osszegeket vizsgalni, mig az altalanos eset kezeléséhez sziikség lesz
az integralszamitasi ismeretek hasznalatara is.

Valészintiiségi valtozé fogalma: Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd. Egy
ezen a téren értelmezett valds értékii (mérhetd) &(w) fiiggvényt valdszinidségi valtozonak
fogunk nevezni. Azaz & az Q — R' leképezés. Az a megkétés, hogy a fiigguény legyen
mérhetd azt jelenti, hogy minden x valds szamra az {w: §(w) < z} € A feltétel teljesiil.
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Diszkrét eloszlau valdszintiiségi valtozok és azok eloszlasa. Fgy £ valdsziniiségi
vdltozot egy (2, A, P) valdsziniségi mezén diszkrétnek vagy diszkrét eloszlasunak hivunk,
ha megadhato egy véges vagy megszamldlhatoan végtelen szamossdgiu x1,x2, -+, halmaz
agy, hogy az {w,&{(w) = x,}, n = 1,2,..., halmazok teljes eseményrendszert alkotnak.
Eqy diszkrét eloszldstu valosziniségi vdltozo eloszldasat meghatdrozzdk azok az x1,xa, ...,
értékek amelyeket az felvesz és a p, = P(§ = x,) valdsziniiségek. (Jegyezzik meg, hogy

;P(fzxn) - 1')

Diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozo varhaté értéke. Legyen & diszkrét el-

oszldst valdsziniiségi valtozd, amely xq,xa, ... értékeket vesz fel p, = P({ = xy) vald-
oo

szintséggel, k = 1,2,..., > P(§ = xk) = 1. A £ valdszindségi vdltozd varhato értéke
k=1

az

B¢ =) xP(§ = )
k=1

osszeq, feltéve hogy ez az Osszeg abszolut konvergens. Ha ez az osszeq mem abszolut
konvergens, akkor nem definidljuk az E£ vdrhato értéket.

Tétel. Legyenek &1, & (diszkrét eloszldsi) valdsziniségi vdltozok, amelyeknek létezik
varhato értékuk. Ekkor a & + &2 Osszegnek is létezik vdrhato értéke, és

E(&1 + &2) = E& + Eés.

Kovetkezmény. Legyenek adva &1,&a,...,&k (diszkrét eloszldsi) valdszindiségi vdlto-
20k, amelyeknek létezik vdrhato értékiik, és legyenek cq,...,cr valds szamok. FEkkor a
c1&1 + cobo + - - - + i€ valosziniiségi valtozonak is létezik vdrhato értéke, és

E(c1& + oo+ + cié) = a1 E& + coEés + - -+ + ¢ B¢y,

4.) Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot 100-szor egymas utan. Szamitsuk ki a fej-
dobasok szamanak varhato értékét.

Megoldds: A fejdobasok szama 0 és 100 kozott van. Annak valdszintisége, hogy k
100
fejdobéas kovetkezik be, 0 < k < 100, pr = ( >2_100. Ezért a dobasok szamanak

k
100 /100
vérhat6 értéke FE = 5 (
k=0 k

valészintiségi valtozot. Ezt az Osszeget kozvetlentil kiszamithatjuk. Valéban, mivel

100 99 ,
k( i ) = 100(k B 1), ezért

100 99 99
100 99 1 1
E£:§ k(k)z*mzﬁm§j<k)2”9:50<§+5> = 50.

k=0 k=0

)2_100, ahol ¢ jeloli a fejdobasok szamat megado
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Megtargyaljuk, hogy a fenti feladatnak 1étezik egyszeriibb megoldésa is. Heuriszti-

kusan gy is érvelhetiink, hogy minden dobasban a fej-dobasunk szama varhatéan %—del

no, ezért a 100 dobas soran bekdvetkezd fejdobasok szama 50. Ertsiik meg, hogyan
lehet ezt a heurisztikus érvelést precizen elmondani. Ennek érdekében elészor azt gon-
doljuk meg, hogyan lehet a fenti kérdést egy alkalmas valdsziniiségi mezon tekintett
valoszinliségi valtozo varhatéd értékeként definialni, és azt mint egyszerli valdszintiségi
valtozok Osszegét felirni.

5.)

Tekintsiik az el6zo feladatban vizsgalt szabdlyos pénzdarab 100 egymasutani fel-
dobasat. Adjuk meg ennek egy modelljét, amelynek segitségével a feladat egysze-
rlibben a heurisztikus érvelés segitségével is megoldhaté.

Megoldas: Tekinthetjiik példaul a kovetkezo modellt. Legyen a valdszintiségi mezo,

amelyen dolgozunk a kovetkez6: Legyenek az w elemi események a 100 hosszusagu

fej-fras sorozatok, P({w}) = 271 minden w = {..., F,...,I,...} 100 hossztisdgui

fej-irds sorozatra, és P(A) = > P({w}). Definidljuk a kovetkez6 &;(w), 1 < j <
weEA

100, valészintiségi valtozokat a kovetkezo médon. Ha az w elemi esemény olyan 100

hosszusagu fej-irds sorozat, amelynek a j-ik koordinatdja F, akkor ;(w) = 1, ha
100

a j-ik koordinata irds, akkor &;(w) = 0. Ekkor {(w) = ) {;(w) a minket érdekl6
j=1

valészintiségi valtozé a fejdobdsok szdma 100 dobds sordn, és a §; valdszinliségi
eloszldsait a kovetkezd képlet adja meg: P({;(w) = 1) = P(§;(w) = 0) = 3 minden
1 <5 <100 szamra.

Megjegyzés: Definidltam egy valdszintiségi mez6t, amelyen a valdszintiségi valtozé-
kat is meg tudtuk adni. Valgjaban nem sziikséges rogziteni pontosan a valészintiségi
mezOt, amelyen dolgozunk. Olyan valészintiségi mezot kell tekinteniink, amelyeken
minden w elemi esemény bekovetkezése esetén megtudjuk mondani, hogy mennyi
a j-ik dobés eredménye. Ez azt jelenti, hogy a £;(w) valdszintiségi véltozo értékét,

amelyik 0, ha a J-ik dobés iras és 1, ha a j-ik dobas fej, definidlni tudjuk. Tovabba,
100

definidlhaté a {(w) = ) &(w) valdszinlségi valtozd értéke is, és minket az E¢
j=1

vérhat6 érték érdekel. Tovabbd, feltételezésiink szerint (a pénzdarab szabélyos)
P(j(w)=1)=P(w) =0) = % Ez is egy olyan példa, amely azt mutatja, hogy
a feladat megoldasahoz elegendo tudni a vizsgdalt valészintliségi valtozok eloszlasat,
az eredmény nem fiigg attél, hogy milyen valészintiségi modellben dolgozunk.

Oldjuk meg az 5. feladatot egyszeriibben.

Megoldas: Valbjdban a vizsgdlt varhaté értéket egyszeriibben is kiszamithatjuk.
Vezessiik be a §; valészinliségi valtozdkat, £; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej

§; = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 100. Ekkor a fejdobdsok szama
100 100

E= )&, B¢ =) E;. Mivel E§; = %, 1 <45 <100, ezért E¢ = % - 100 = 50,
j=1 j=1

Feldobunk egy szabalyos dobdkockat 100-szor egymas utdn. Tekintsiik a dobasok
eredményeinek Osszegét. Szamitsuk ki ennek az Gsszegnek a varhaté értékét.
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Megoldds: Definidljuk az ni, ..., 00 fiiggetlen valésziniiségi valtozdkat ugy, hogy n;
és a a j-ik dobas értéke megegyezik. Ekkor P(n; = k) = %, 1<5<100,1<k<6,
100

és minket a & = ) n; valdsziniiségi valtozé varhaté értéke érdekel. Ez konnyen
j=1
100 100
kiszamolhatd, mert E{ =E ) n; = Enj, En; = %(1 +2+34+44+5+6) =3.5.
j=1 j=1

Innen E¢ = 350.
Hazi feladat:

Feldobunk egy szabalyos dobodkockat 100-szor egymaéas utdn. Tekintsiik a paros
értéki dobasok eredményeinek Osszegét. Szamitsuk ki ennek az 6sszegnek a varhatd
értékét.

Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabat 100-szor egymés utan. Tekintsiik az egymést
koveto fej-fej dobassorozatok szamat, és szamitsuk ki annak varhaté értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd 5, 1 < j < 99, valdszinliségi valtozokat: &; = 1,

ha a j-ik és j + 1-ik dobasok mindegyikének eredménye fej, §; = 0 egyébként.
99

Vegyiik észre, hogy minket az S = ) {; valdsziniiségi valtozé véarhaté értéke
j=1

99 99 99 1 .
érdekel. Ezért ES = E| > & | = Y E¢ = R mivel E¢; = 7 (Erdemes
j=1 j=1

megjegyezni, hogy az ebben a feladatban tekintett &; valdsziniiségi valtozok nem
fiiggetlenek, de a fliggetlenségre nincs szitkség a varhaté érték additivitasahaz.)

Legyen egy urndban 20 piros és 30 fehér golyé. Huzzunk ki 20 golyét visszatevés

nélkiil. Szamoljuk ki a kihtuzott piros golydk szaméanak varhatd értékét.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 20, valdszinliségi valtozdkat:

¢j(w) =1, ha a j-ik hizéds eredménye piros, £;(w) = 0, ha a j-ik huzas eredménye
20

fehér. Ekkor a £ = ) &, Osszeg varhat6 értékét kell kiszamolnunk. Tovabba
j=1

2
E{; = E& = 5 mert E{; = 1-P(§; = 1) = p(§4 = 1). Innen a 20 dobésban

=38.

(G20 )

kihuzott piros golydk szamanak varhaté értéke 20 -



