A december 14.-i gyakorlat feladatai

Targyaljuk azt a kérdést, hogyan lehet két fliggetlen valdszintiségi valtozd Osszegének
az eloszlasat kiszamitani. Eloszor felidézem a Poisson eloszlas definicidjat, és targyaljuk
azt a feladatot, hogy hogyan szamoljuk ki két fiiggetlen Poisson eloszlasu valdszintiségi
valtozd Osszegének az eloszlasat. FEz tulajdonképpen egy példa arra, hogy altalanos
esetben, hogyan tudunk ilyen feladatot megoldani. Ezutan foglalkozunk ennek a fela-
datnak az analogjaval, amikor két fiiggetlen stirtiségfiiggvénnyel rendelkez6 valészintiségi
véaltoz6 Osszegének a (1étezd) stirliségfliggvényét akarjuk kiszamolni. Ennek érdekében
bevezetjiik a konvolucié fogalmét.

Poisson eloszlas definicidja. Fgy & wvaldszintségi vdltozo A paraméterii Poisson
eloszlasi, ha & nem negativ egész értékeket vesz fel, és

P(§:k’):§e )

k=0,1,2,...

1.) Léssuk be, hogy ez valéban valésziniiség eloszlés.
Megoldas: Azt kell ellen6rizni, hogy P({ = k) > 0 minden k értékre, ami nyilvan-

vald, és > P(¢ = k) = 1. Viszont

k=0
- = )\k A A = )\k A A
ZP(fzk)zzge* =e” Zgze*e =1
k=0 k=0 k=0

2.) Ha & és n két fiiggetlen, A illetve p paraméterii Poisson eloszlasi valészintliségi
valtozo, akkor € + n egy A + p paraméterii Poisson eloszlasi valészintliségi valtozo.

Megoldas:

k k
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Targyaljuk a kovetkezo feladatot. Legyen & és n két fiiggetlen valdszintiségi valtozo,
amelyeknek 1étezik f(-) és g(-) slirtiségfiiggvényiik. Be lehet latni, hogy a {47 Gsszegnek
is 1étezik h(-) siirtiségfiiggvénye, és meg lehet adni azt a formuldt, amelynek segitségével
ki lehet szamolni a £ + n Osszeg striségfiiggvényét. Ennek érdekében bevezetjiik két
(stirtiség)fiiggvény konvoluciéjanak a fogalmét.

(Stiriiség)fiiggvények konvoluciéjanak a definicidja. Legyen f(-) és g(-) két siri-
ségfiigguény a szamegyenesen, dltaldnosabban integrdlhato fiigguények, azaz tegyiik fel,
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hogy f (u)|du < oo és f (u)|du < co. Az f(-) és g(-) figguények f * g(-)
konvolucw]a az

/ fwg(x —u)du, —oo <z < o0,

fugguény.

Tétel fiiggetlen valdsziniiségi valtozdok Osszegének a sturiliségfiiggvényérol.
Legyen & és n két figgetlen valdszintségi vdltozo f(-) és g(-) striségfiggvénnyel. Ekkor
a &+ n osszegnek is létezik striségfiggvénye, és az az

/ fwg(x —u)du, —oo<z< o0

fuggvény.

3.) Legyen £ és n két fliggetlen, a [—%, %] intervallumban egyenletes eloszlasi valoszi-

niliségi valtozd, azaz legyen £ és n stirliségfiiggvénye f(z) = 1, ha —% <z< %, és
f(x) = 0 egyébként. Szamoljuk ki £ + n slirtiségfliggvényét.
Megoldas: A £ + n valészinliségi valtozo surtiségfiiggvénye a

- T Hw) e —y)dy

fiiggvény, ahol f(z) a [—%, %J intervallumban egyenletes eloszlés stirtiségfiiggvénye.
Ezért f(y)f(z—y) =1, ha—5 <y < 3,és—1 <az—y< i azaz—Li+z <y < i+z,
és nulla egyébként. Ez azt jelenti, hogy at —|— 7 0sszeg g( ) stirtiségfliggvénye az x
pontban megegyezik a [—%, %} N [—% +x, % + x] intervallum hosszaval. Ha |z| > 1,
akkor a fenti metszet iires, ezért ebben az esetben g(z) = 0. Ha 0 < z < 1, akkor
ez a metszet a [—% + z, %] intervallum, és ennek hossza 1 — x, azaz ebben az eset-
ben g(z) =1 — 2. Ha —1 < z < 0, akkor ez a metszet a [—%, % + x} intervallum
amelynek hossza 1 +x =1 — |z|, azaz g(z) = 1+ 2z = 1 — |z| ebben az esetben. Ez

azt jelenti, hogy g(z) =1 — |z|, ha |x| < 1, és g(x) =0, ha |z| > 1.

4.) Legyenek & és & fiiggetlen exponencidlis eloszlast valdszintiségi véltozok, azaz
legyen sfirfiségfiiggvényiik f(z) = e ™™ ha 2 > 0, és f(x) = 0, ha z < 0.
Szamitsuk ki &1 + & stirtiségfliggvényét.

Al’cale’mosabbam7 legyenek &1, ...&,, fiiggetlen exponencidlis eloszlasi valdszinliségi
valtozok A > 0 paraméterrel. Szamitsuk ki & + - - - + &, stirliségfiiggvényét.
Megoldds: Ki kell szamolnunk az f x f(z) illetve f - -- % f(z) konvolucidkat a fenti
—_—
m—szer
f(x) stirtiségfiiggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha x < 0, a konvoluciét meghatarozé
integralban szereplé f(y)f(x — y) integrandus nulla, ha y < 0 vagy =z —y < 0.
Innen a konvoluciét definialé integral csak x > 0 esetén lehet nulla, az =z < 0
esetben f(y)f(x —y) > 0 minden y-ra nulla, és x > 0 esetén az f(y)f(x —y) >0
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integrandus csak 0 < y < x esetén nem nulla. Innen a &; + & valdszintliségi valtozo
stirliségfiiggvénye fo(x) = f x f(x) x < O-ra fo(x) =0, és

fa(x) = [ * f(z / f) flx—y)dy = /0 e Mae Ay dy

= / MNe M dy = AN2ze ™, haz>0.
0

Hasonléan, ha f,,(z) = f*---x f(z) jeloli & + --- &, slrlségfiiggvényét, akkor
—_—

m—Sszer

fm(x) = O minden m > 1 szdmra, ha x < 0. Azt allitjuk, hogy f,,(x) =

A(’; ”1),1 e~ ha x > 0. Ezen allitds bizonyitdsdhoz elég belatni teljes indukciéval

azt, hogy fi—1* f(z) = fin(x) a fent definidlt f,, fliggvényekkel. Viszont

x m—2
f_1* f(z / Jm—1( —y)dy —/ )\m_ly—)\e_’\ye_’\(w_y) dy

m—2 m,m—1
= \"e _)‘x/ A dy =e " AT , hax>0.
o (m—2)! (m—1)!

Mésrészt fp,(x) =0, ha z <0.

Legyen & és n két fiiggetlen valdszinliségi véltoz6, mind a ketté f(x) = %e"’”‘,
—00 < T < 00, stirliségfiiggvénnyel. Lassuk be elészor, hogy f(x) valéban stiriiség-
fiiggvény. Szamitsuk ki a & + 7 valészintiségi valtozd g(x) siriiségfiiggvényét.
Megoldas: Az f(x) fliggvény minden pontban nem negativ. Annak ellenérzéséhez,
hogy f(x) stirliségfiiggvény azt kell megmutatnunk, hogy f_oooo f(x)dx = 1. Viszont
R L Vot L Tt

A £+ n valészintiségi véltozé g(z) stirliségfliggvényét a g(x f fy)fx—y)dy
formula segitségével szamithatjuk ki. Szamitsuk ki ezt az 1ntegra1t Tekintsiik
el6szor azt az esetet, amikor x > 0. Az integralt szamitsuk ki ugy, hogy nézziik
mind a négy (elvileg) lehetséges esetet, amikor a) y > 0ésx —y >0, b) y > 0 és
x—y<0,¢)y<0,z—y >0,d)y <0, z—y < 0. Szadmitsuk ki mind a négy esetben
azt, hogy milyen tartomanyban veszi fel értékét az y valtozd, és mi az integrandus
illetve az integral értéke ebben a tartomanyban. Az a) esetben 0 < y < z, az

oo

integrandus f(y)f(z —y) = %e_ye_("”_y) = er, az integral pedi;g % az a)
tartomanyban. A b) esetben y > z és f(y)f(x —y) = © yzm g €m4 ° az integral

pedig %fmoo e*~dy = 6:, a c) esetben y < 0 és f(y)f(z —y) = Je¥e” (z-y) —
%, az integral pedig i | i)oo eV dy = o ) eset nem lehetseges, mert ekkor

egyrészt az y < 0 masrészt az y > x > 0 feltételeknek kellene teljesiilniiik. Innen
(x+1)e™ ™
4

, ha z > 0. Mivel f szimmetrikus fiiggvény, ezért
— x|
(z) = (|w|+14)6 .

azt kapjuk, hogy g(x) =

mint nem nehéz megmutatni, f(x) is az. Tehat g(—x) = g(z), és g

Egy pénzdarabrél ellendrizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, amely szerint ez

az érme legalabb % valoszintiséggel esik a fej és legfeljebb i valoszinliséggel az
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irds oldalara. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a
kovetkezo dontési szabalyt hozzuk. Valasztunk egy k szamot, és akkor fogadjuk
el a hipotézist helyesnek, ha legalabb k fejdobéas tortént. Legalabb mekkoranak
kell valasztanunk ezt a k szdmot, ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesito
pénzdarab esetén legalabb 0.9 valdszintiséggel dontsiink gy, hogy a hipotézis tel-
jesul?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdszinliségi valtozokat: &§; = 1, ha a j-ik
dobas eredménye fej, §; = 0, ha a j-ik dobas eredménye irds, 1 < j < 30000,

30000

S = Ssp000 = D, ;. Ha a fejdobéds eredményének valészintisége pontosan %,
j=1

E¢ = 3, BE = 2, Varg; = B — (BE;)? = &, ES = 30000E¢; = 22500,

Var S = 30000Var &; = 5625 = 75%. Innen és a centralis hatdreloszlastételbdl,

P(S>k):P(S_ES k—22500)_1 <S—E5<k—22500)

> -1 —
v/ Var S 75 vVarS — 75

1_ @ k — 22500 '
75

Viélasszuk a k szdamot ugy, hogy a fenti valdszintiség koriilbeliil 0.9 legyen. Ekkor

a P (%) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ¢ (%) = 0.9 egyenletet kell

kielégitentink. A normaélis eloszlas-tablazat alapjan % ~ 1.28, ami azt jelenti,

hogy k = 22500 —75x 1.28 és p = % esetén annak valésziniisége, hogy a fejdobasok
szama nagyobb mint k = 22500 — 75 x 1.28 = 22212 és p = % esetében annak
valészintisége, hogy legaldbb ennyi fejdobdas torténik koriilbelill 0.9. Ha p > %,
akkor ez a valdszinliség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes valasztas.



