A november 16.-i gyakorlat témaja

Megismétlem néhény fontos fogalom és eredmény ismertetését, és ismertetem azok fontos
altalanositasait. Szo volt eloszlasfiiggvények és strliségfiiggvények fogalmarol. Ezek
segitségével ki lehet szamolni valészintiségi valtozok varhatéd értékét. Ezen eredménye-
ken kiviil felidézek bizonyos korabbi eredményeket és fogalmakat, pontosabban meg-
targyaljuk, hogy a kordbban tanult diszkrét eloszldsu valdszintiségi valtozékrdl szold
eredmények hogyan szélnak az altalanos esetben. Az altaldnosabb eredmények is-
mertetéséhez sziikséges a tobbvaltozos eloszlasfiiggvény fogalmanak az ismertetése is.

Tobbdimenzids eloszlasfiiggvény definiciéja. Legyen adva k valds értéki &1, ..., &k
valdszinidségi vdltozo egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Ezek (egyiittes) eloszldsfiggué-
nye az

F(xla"ka):P(gl<x1;"'7§k<x/€)7

k wvdltozos fliggvény, ahol —oco < x; < 0o minden 1 < j < k indexre.

Hasonléan az egyvéltozds eloszlasfiiggvényekhez hasonléan lehet jellemezni a tobb-
dimenzids eloszlasfiiggvényeket is. Errdl szol a kovetkezo tétel.

Tétel. Egy F(ui,...,ui) fliggvény akkor és csak akkor eloszldsfiggvénye alkalmas
&1y, &k valdszindiségi valtozoknak valamely (2, A, P) valdsziniiségi mezén, ha ez az
F fiiggvény teljesiti a kovetkezd (i)—(iv) tulajdonsdgokat.

(i) F(uy,...,ur) minden vdltozdjanak balrdl folytonos fiiggvénye.
(1) ujhl)noo F(uy,...,ux) = 1.
minden j=1,...,k szdmra
(iii) lim F(uy,...,ux) = 0. (Ez dgy értendd, hogy az dsszes us,
Uj——00

valamely 1<j<k szdmrra

1 <s<k,s#j koordindtat régzitjik, és u; — —o0.)

Végiil definidljuk egy az R* téren definidlt F fiigguényre és eqy K = [a1,b1) X
- X [ak, b) téglatestre a

pK)=pr®) = Y ()X F(uy, )
u;= a; vagy b;
G=1,....k
mennyiséget, ahol x(u1,...,u) jeloli az a;-k szamdt az ui, ..., uy sorozatban.

Ekkor
(iv) pr(K) >0 minden K téglatestre.

Hasonléan az egydimenzids eloszlas stirtiségfiiggvényéhez definidlhatjuk a tobb-
dimenzids eloszlas struségfliiggvényét is. Az egyvéltozds esethez hasonléan ennek is
megadhatjuk a jellemzését. Errdl szol az alabbi definicid és tétel.
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Tobb-dimenzids eloszlasfiiggvény stiriiségfiiggvényének definicidja. Azt mond-

Juk, hogy eqy F(x1,...,xy) tobbvdltozos eloszldsfiigguénynek létezik f(uy, ..., uy) stri-
ségfugguénye, ha teljesul az

X1 T
F(a:l,...,xk):/ / flug, ... ug)duy ... duyg

azonossdg minden —oo < x; < oo, 1 < j < k szdmra.

Tétel. Egy k-vdltozds f(u,...,ur) figguény akkor és csak akkor siriiségfiggvénye
eqy alkalmas k-dimenzids eloszldsfiiggvénynek, ha f(uq,...,ux) > 0 majdnem minden
(u1,...,u) pontban, és

/ / f(ub--.,uk)dul...duk:l,

A tobbdimenzids eloszlasfiiggvény fogalmanak a segitségével definidlhatjuk valdszintiisé-

gi valtozok fliggetlenségét az altalanos esetben is. Kimondok egy a fiiggetlen valészini-
ségi valtozdok fontos tulajdonsagat kimondd tételt. Hangsulyozom, hogy korabban csak
diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozok fliggetlenségérol beszéltiink. Hasznos megérteni
a két fogalom kapcsolatat is. Ebben is segit az aldabb ismertetett tétel.

Valészintliségi valtozdk fiiggetlenségének a definicidja. Legyenek &1, ..., &, va-
[6szindiségi vdltozok egy (2, A, P) valdsziniiségi mezdn. Azt mondjuk, hogy ezek a vald-
szintségi vdltozok fiiggetlenek, ha minden x1,...,x, valos szamra

P(gl<m17~~~7£n<xn>:P(£1<w1)"'P(€n<$n)'

Tétel. Legyenek &1, ..., & fuggetlen valosziniségi vdltozok, By, ..., Br a szamegyenes
Borel mérheto részhalmazai. Ekkor

P(fl EBI;---,gk EBk) :P(£1 EBI)P(gk EBk)

Ugyancsak fontos a kovetkezd eredmény, amely fiiggetlen valdszintiségi valtozok
szorzatanak a varhaté értékérdl szél. Korabban ennek az eredménynek csak a fliggetlen,
diszkrét eloszlasu valészintiségi valtozok szorzatardl szold specidlis esetét targyaltuk.

Tétel. Legyenek &1, ..., &k flggetlen valosziniségi valtozok, amelyek mindegyikének lé-
tezik vdrhato értéke, azaz E|§;| < oco. Ekkor a & ---& szorzatnak is létezik vdrhato
értéke, és

Bty & = B By



Fontos eredmény volt az, amely megadta, hogy egy egyvaltozos fliggvény elosz-
las vagy striiségfliiggvényének az ismeretében hogyan lehet kiszamitani e valdszinliségi
valtozd valamely fliggvényének a varhato értékét. Létezik ennek az allitdsnak a tobb-
valtozos megfelel6je, és az szintén fontos szerepet jatszik.

Tétel. Ha (&1,...,&) valdsziniségi valtozok F(x1,...,xx) eloszldsfigguényének létezik
fu, ... ug) striségfiggvénye, akkor ez teljesiti minden g(-) k-vdltozés (mérhetd) figg-
vényre a kovetkezé azonossdagot:

Eg(é.l,,fk;):/g(ul,,uk),U/F(dul,,duk;)
:/ / g(ur, ... ug)f(ur, ... ux)duy ... dug,

ahol pp jeloli az F eloszlasfiigguény dltal meghatdrozott Stieltjes mértéket. Ez az azo-
nossag ugy értendo, hogy az annak két oldaldn szerepld kifejezés egyszerre létezik vagy
nem létezik, ha mind a két kifejezést mint Lebesque integrdlt értelmezzik. Ha a jobb-
oldalon szerepld integrdl létezik mint (k6zonséges) Riemann integrdl, akkor ez az integrdl
tekinthetd ugy is mint (eqy a Riemann integral értékével megegyezd) Lebesque integral.
Tehdt az azonossdg ebben a fontos specidlis esetben is érvényes.

Ennek az eredménynek a specidlis egyvaltozos esete az alabbi, mar korabban tar-
gyalt eredmény: Egy F eloszlasfiiggvénnyel rendelkez6 € valdszintiségi valtozo F€ illetve
adva egy g(z) fliggvény a & valésziniiségi valtozé g(§) fliggvényének az Fg(§) varhaté
értékét az - .

Be= [ waFw.  Eg©)= [ glwaFw (2

— 0o —0o0

képletek segitségével szamithatjuk ki. A fenti képletben tgynevezett Stieltjes integral
szerepel, amely kozvetleniil nehezen szamolhaté. Ezért fontos megérteni, hogyan egy-
szerlisodik a képlet bizonyos fontos specidlis esetekben. Ezek egyike az az eset, amikor
1étezik strtségfiggvény. Meg kell érteniink, hogyan tudjuk megallapitani, hogy létezik
stirtiségfiiggvény, és stlirtiségfiiggvény létezése esetén hogyan szamithatjuk ki az (a) for-
mulaban szereplo képletet. Ezért érdemes a kovetkezod tényeket tudni:

Tétel stirtiségfiiggvény létezésérol. Legyen F(x), monoton, minden pontjiban foly-
tonos fligguény, amely véges sok pont kivételével derivdalhato. Tegyiik fel tovdbbd azt is,

dF
hogy lim F(x) = 0. Definidaljuk az f(z) = % fiigguényt azokban a pontokban,

ahol F(x) differencidlhatd, és tetszdleges modon abban a (véges sok) pontban, ahol F(x)
nem differencidlhatd. Ekkor F(x) = ffooo fu) du minden —oo < x < 0o pontban, €s

| ware) = [ wran e = [ gware = [ gt

— 00 — 00 — 00 — 00



Megjegyzés: A fenti tételben szereplé F'(x) fliggvény akkor eloszlasfiiggvény, ha a fent
emlitett tulajdonsagok mellett teljesiti az lim F(x) = 1 feltételt. Ezt a feltételt azért
r— 00

nem koveteltiik meg, mert mint latni fogjuk a fenti kissé altalanosabban megfogalmazott
tétel jobban hasznalhaté bizonyos esetekben.

Feladatok:

1.) Dobjunk le egy pontot egyenletes eloszldssal valamely [a,b] intervallumba, azaz
annak val6szintisége, hogy a pont valamely [u,v] C [a, b] intervallumba esik legyen
7—=. Ekkor a ledobott pont { helyének az eloszlasfiiggvénye F'(z) = 0, ha z < a,
F(r) = =2, haa <z <b, F(z) =1, ha x > b. Mutassuk meg, hogy F¢{ =
T f:udu, és Bg(€) = 5 f;g(u) du tetszdleges g(x) fliggvényre.

Megoldas: Nem nehéz ellendrizni, hogy a fenti £ valészintiiségi valtozonak a feladat-
ban definidlt F'(z) fiiggvény az eloszlasfiiggvénye. Ez az F(z) fliggvény minden
pontjaban folytonos, és két pont, z = a és x = b pontok, kivételével differencidlhatd,

f(x):d};—:(f):ﬁ,haa<x<b,ésf(x):dl;—gf)zo,haa:<avagy

x > b. Ezért az el6z6 tétel alapjan E§ = ffooo uf(u)du = f; ﬁu du, és Eg(§) =
00 b

f_oo g(u)f(u)du = fa ﬁg(u) du.

A masik kiilon targyalando eset az, amikor diszkrét eloszlasi valdszintiségi valtozd

varhaté értékét akarjuk kiszamolni. Ezen eset vizsgalata érdekében fogalmazzuk meg a
kovetkez6 korabban mar targyalt eredményt.

Tétel diszkrét eloszlasi valdszintiségi valtozé varhaté értékének a kiszamo-

lasarol. Legyen & olyan valdsziniiségi valtozo, amelyik véges sok a1 < as < -+ < ag
k

értéket vesz fel, P(§ = aj) =p;, 1 <j <k, > p;j=1. Ekkor a { valdsziniségi vdltozo

7j=1
J

F(x) eloszlasfiggvénye a kévetkezd alaki: F(x) = 0, ha x < a1, F(x) = Y p;, ha
=1

a; <z <ajy1, 1 <j<k-—1, F(z)=1, ha x> aj.

Kissé dltaldnosabban, legyen F(x) olyan figgvény, amely megadhatd valamilyen
ap < ag < - < ap €éspr > 0py >0, ... pr > 0 sorozatok segitségével gy, hogy

j k
F(x)=0, haz <a, F(:c):l_lpl, haaj <z <aji1,1<j<k-1, F(x):l;pl, ha
k

z > ag. Ekkor [udF(u) = lé ag, és [ g(u) dF(u) = z; g(ag).

k
Megjegyzés: A fenti tétel masodik bekezdésében nem kéveteltilk meg a > p; = 1
j=1
feltételt. Ez az enyhe altalanositds lehetévé teszi, hogy az el6z6 tétel és az alabb ki-
mondott lemma segitségével ki tudjuk szamitani a varhato értéket kissé altalanosabb,
de szintén érdekes esetekben. Ennek hasznossagara mutat példat az alabbi 2. feladat,

amelynek egyik lehetséges megoldasahoz sziikségiink van még az alabbi eredményre is.
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Lemma. Legyen Fy és Fy két olyan monoton fiigguvény a szamegyenesen amelyekre

im__ Fi(z) = 0 és lim Fj(x) < o0, j = 1,2. Ekkor léteznek az [°._ g(u) dFj(u),
Jj= 1 2¢és [7 d(Fl( )+ Fa(u)) integrdlok minden szép g(u) fuggvenyre. Tovabba,
/ g d(Fi(a) + Fo(w) = [ gy d(Fiw) + [ gl d(Fiw

A kovetkezo példaban olyan valdsziniiségi valtozéra mutatunk példat, melynek
F(x) eloszlasfiiggvénye felirhaté F(z) = Fy(z) + F»(x) alakban igy, hogy Fi(z) és
Fy(z) teljesiti a fenti két tétel feltételeit. Ezért ki tudjuk szdmolni a & valdszintiségi
valtozo fliggvényeinek a varhaté értékét.

2.) Dobjunk le egy pontot egyenletes eloszldssal a [0, 4] intervallumra. Irjuk fel e pont
értékét, ha a ledobott pont a [0, 2] intervallumba esik, rjuk le a 2 szdmot, ha a
pont a [2,3], a 3 szdmot, ha a pont a (3,4] intervallumba esik. Mutassuk meg,
hogy a & valészintiségi véltozé F(x) eloszlasfiiggvénye a kovetkezs: F(x) = 0, ha
© <0, Flz) =% ha0 <2 <2 F(z) =3 haz <2<3,é F(z) =1, ha
x < 3. Mutassuk meg tova,bba hogy F( ) felirhaté F(x) = Fi(x) + F»(x) alakban
a kovetkezé médon: Fy(x f_ u)du, f(u =35, ha0 <z <2, flu) =0,
hau<0vagyu>2,esF2()—0,hax§2,F(a:): i,ha2<x§3,
F(m) , ha = > 3. Mutassuk meg, hogy tetszéleges g(x) fiiggvényre Eg(§) =

L2g( cm+4mm+§m$.

Els6 megoldds: Hasonldéan a milt 6ran targyalt 2. feladathoz ellendrizhetjiik, hogy
a & valdszintliségi valtozé eloszlasfiiggvénye a feladatban megadott F(z) eloszlas-
figgvény. Az F(z) fiiggvényt felirhatjuk F(z) = Fi(z) + F2(x) alakban, ahol
Fi(x) = 0, ha x < 0, Fi(z) = %a:, ha 0 < z < 2, Fi(x) = %, ha z > 2, és
Fy(z) =0, hax <2, Fo(x) = 1, ha 2 < z < 3, Fo(z) = 3, ha z > 3. Tulaj-
donképpen azt tettiik, hogy levédlasztottuk a tisztan ugré fiiggvény részt az F(x)
eloszlasfiiggvényrol, igy kaptuk az Fy(x) fliggvényt, a maradék Fj(x) = F(x) —
Fy(x) fiiggvény pedig mindeniitt folytonos. Az Fj(z) fiiggvény minden pontban
folytonos, és 0 és 2 pont kivételével mindentitt derivélhaté Ezért a stirtiségfliggvény

létezésérol szolo tétel segitségével felirhatjuk, hogy F(x f f(u) du, valamint
J9(w)dFi(u) = [ g(u)f(u)du minden —co < x < oo szdmra, ahol f(z) = I,

ha 0 <z < 2 és f(x) =0, ha x < 0 vagy = > 2. Masrészt a diszkrét eloszlasu
valészintiiségi v&iltozé varhato értékének a kiszamoldsardl szolé tétel alapjan Fo(x)
felirhaté az ott megadott médon a; = 2, ax = 3, p1 = p2 = i paraméterekkel.
Ezért [T g(u)dFy(u) = $9(2) + $9(3). Ezutén a Lemma segitségével kapjuk a
feladat Vegso alhtasat.

Masodik megoldds: Jeldlje n a ledobott pont helyét, ami egy a [0,4] intervallum-
ban egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozd. Ennek a valdszintiségi valtozonak a
stiriiségfiiggvénye a kovetkezo f(x) figgvény: f(x) = i, ha 0 <z <4, f(xr) =0
ha x < 0 vagy = > 4 fliggvény Tovabba definidljuk a kovetkez6 y = h(x) fliggvényt
a [0,4] intervallumon: h(z) =z, ha 0 <z <2, h(x) =2, ha 2 <z <3, h(z) = 3,
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ha 3 < x < 4. Ekkor § = h(y), ezért g(§) = g(h(n)), és Eg(¢) = Eg(h(n)) =
[ [gh(z)de =1 [ 2g(x) dz + 1g(2) + Lg(3).

A fenti feladat els6é megoldasi mddszere azt jelzi, hogy az eloszlasfiiggvény fel-
bontasanak segitségével egy tisztan ugrd és folytonos részre a kivant varhaté értéket ki
lehet szamolni a fenti két tétel és lemma segitségével. Felmeriilhet a kérdés, hogy van-e
olyan eloszlasfiiggvény, amelynek esetében a fenti ismeretek nem elegendéek a varhato
érték kiszamolasahoz. A valasz az, hogy lehet rosszindulati és mesterkélt médon ilyen
példakat konstrudlni, de a gyakorlatban eléfordulé osszes feladat megoldasahoz elegendé
a fenti eredmények hasznélata (és a megfeleld integralok és Osszegek kiszamitésa).

Hazi feladat:

Feldobunk egy szabdalyos dobdkockat. Ha a dobas értéke 1, 2, 3, 4 vagy 5 akkor
felirjuk a dobés értékét egy papirlapra. Ha dobas értéke 6, akkor ledobunk egy
pontot véletleniil egyenletes eloszlassal a [0,2] intervallumra, és a ledobott pont
helyének az értékét irjuk fel a papirlapra. Szamoljuk ki a felirt pont varhato értékét
és szérasnégyzetét.

3.) Legyen & valdszintiségi véaltoz6 f(u) slirtiségfiiggvénnyel, a és b valds szamok. Ha-
tarozzuk meg az al + b, a > 0, és £? valdszinliségi valtozdk siirliségfiiggvénydét.
Megoldds: Legyen F(x) = ffooo f(u)du & eloszlastiiggvénye. Ekkor n = af +
b G(z) eloszlésfiiggvénye G(z) = Pa +b < z) = P (£ <L) = F(£2)
stirtiségfliggvénye pedig ennek deriviltja, %G(x) = %F (QET_I’) =1f
£2 valdsziniiségi véltozé H(x) eloszlésfiiggvénye H(x) = P(£? < ) =
£ <) =P <) - PE < —yx),haz>0,é H(x) = P <z
r < 0. A &2 valészinliségi valtozé h(x) sfirfiségfiiggvénye pedig a H(z) fiiggvény
derivaltja, h(z) =0, ha = <0, h(z) = 5= (f (V) + f(=V)).

Megtargyaljuk a tobbvaltozos eloszlasfiiggvény fogalmat, és az ezzel kapcsolatos

legfontosabb fogalmakat és eredményeket. Ezek koziil kiilon felhivom a figyelmet a

val6szintliségi valtozok fiiggetlenségének fogalmara az altalanos (nem feltétlentil diszkrét

eloszlasi) valdszintiségi valtozok esetében.

Valészintiliségi valtozék kovariancidjanak a definicidja. Legyen & és n két valo-
szintiségi vdltozé ugyanazon a valdszindiségi mezén, (amelyekre teljesiil az E&? < oo,
En? < oo feltétel.) A & és n valdszintségi vdltozdk kovarianciafiigguénye

Cov (§,n) = E[(§ — ES§)(n — En)].

Lemma.
Cov (&,m) = E&n — ESE.

Ha & és n fiiggetlen valészintiségi valtozok, akkor Cov (&,m) = 0.



