A november 23.-i gyakorlat témaja

Felidézek néhény eredményt arrdl, hogy hogyan tudjuk kiszédmitani fiiggetlen (és nem-
csak fliggetlen) valészintiségi valtozdk Osszegének a varhato értékét és szordsnégyzetét.
Ezenkiviil ismertetem a valdszinliségszamitas egyik legfontosabb eredményét, a centralis
hatareloszlastételt, és néhany példdkat mutatok arra, hogy a megtanult moédszerek
hogyan teszik lehetévé a centralis hatareloszlastétel alkalmazasat fontos feladatok meg-
oldésaban.

Megfogalmazok el0szor néhany eredményt, amelyek azt mondjak ki, hogy a diszkrét
valoszintliségi valtozok Osszegének varhatd értékérdl és szérasnégyzetérol szold eredmé-
nyek érvényesek az altalanos esetben is.

Tétel. Ha két &y, & valdsziniiségi valtozénak (amelyek ugyanazon a valdsziniiségi mezén
vannak definidlva) létezik vdrhato értéke, ¢1 €s co két valds szam, akkor a c1&1 + c2€o
kifejezésnek is létezik vdrhato értéke, és

E (ci&1 + c262) = c1 E& + o B,

Fontos megjegyzés: A fenti eredményben nem tettiik fel, hogy a tekintett valdszintiségi
valtozdk fiiggetlenek.

Tétel. Legyenck;, 1 < j < k, valdsziniiségi valtozok ugyanazon a valdsziniségi mezon,
amelyekre teljestil Ef? < oo feltétel. Ekkor

k k
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Specidlisan, ha a &§; valdszindségi vdltozok figgetlenek, akkor
k k
D& | =D Varg;.
j=1 j=1

Az aldbbi eredmény szintén fontos a valdszintiségszamitasban, de id6hiany miatt
valoszintlileg nem tudjuk targyalni, és lehet, hogy ugyancsak idohiany miatt az eldadason
sem keriil sor ennek targyalasara. A biztonsag kedvéért mégis kozlom.

Tétel fiiggetlen valdsziniiségi valtozdok Osszegének a sturiliségfiiggvényérol.
Legyen & és m két figgetlen valdszintiségi vdltozo f(-) és g(-) sidriségfigguénnyel. Ekkor
a &+ n osszegnek is létezik striségfiggvénye, és az az

/ fwg(z —u)du, —oo<z<o0



fligguény.

Ratérek a valdszintiségszamitas legfontosabb eredményének a centralis (kézponti)
hatareloszlastételének az ismertetésére. Ennek érdekében eldszor bevezetem a kovetkezo
fogalmat.

Egy valdsziniiségi valtozo normalizaltjanak a fogalma. Legyen £ olyan valdszi-

niiségi vdltozé, amelyre EE? < co. A € valdszintiségi vdltozé normalizdltja a & = 7£:/E££
4/ var

valosziniségi valtozo, azaz a & valosziniségi valtozonak az a linedris transzformdaltja,
amelynek vdarhato értéke nulla, szorasnégyzete pedig 1.

Jegyezziik meg, hogy ha &;,...,&, fliggetlen valdszintiségi valtozdk, amelyekre
mn

E§j2 < oo minden 1 < j < n indexre, akkor az S = ) {; Osszeg normalizaltja az
j=1

g_ =} j=1
n
> Varg;
j=1
kifejezés.
Emlékeztetek arra is, hogy a ¢p(x) = \/LQ—ﬁe_“z/2 du, —oo < x < oo, fliggvény

stirtiségfiiggvény, integralja pedig a ®(x) = ffoo \/%—ﬂe_“Q/Q du, —oo < x < oo fliggvény

eloszlasfiiggvény. A ¢(z) fiiggvényt a standard normalis stirtiségfiiggvénynek, ®(x)
fliggvényt pedig a standard normélis eloszlasfiiggvénynek nevezik. Az, hogy ¢(x) stirii-
ségfliggvény azt jelenti, hogy egyrészt teljesiil a (nyilvanvald) ¢(x) > 0 relacié minden

x > 0 szamra, masrészt ffooo o(u) du = ffooo \/%e_UQ/Q du = 1. Ez az azonossag nem

nyilvanvalé allitas.

Centralis hatareloszlastétel. Legyenek &1,&o, ..., fiuggetlen, eqyforma eloszldisi va-

loszindségi valtozok, jelolje S, = > &, n = 1,2,..., e valdszindségi vdltozok részlet-
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osszegeit. Fkkor az S, wvaldsziniségi vdltozo normalizaltjai

teljesitik a
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lim P (7 < x) = ®(z), minden —oo < x < o0 szdmra
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reldciot, ahol ®(x) = / —u’/2 du, a standard normdlis eloszasfiigguény.
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Fontos megjegyzés: Mivel a @(x) siriiségfliiggvény paros fiiggvény, ezért ®(—z) =
[ 2 owdu = [Zou)ydu =1 — [* _p(u)du = 1 — ®(z). Ez azt jelenti, hogy a
normalis eloszlasfiiggvény értékét elegendo pozitiv szamokra megadni. Ezért a normalis
eloszlasfiiggvény tablazatokban a normalis eloszlasfliiggvény értékét nem adjak meg

negativ szdmokra.
Feladatok:

1. Jelolje a & valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét F(x), és tegyiik fel, hogy a &
valésziniiségi valtozénak létezik f(x) siirliségfiiggvénye is. Legyen a > 0 és b két
valds szam. Szamoljuk ki az n = a€ + b valdszintliségi viltozd G(z) eloszlas és g(x)
stiriségfiiggvényét. Szdmoljuk ki a ¢ = &2 valészinfiségi valtozé H(x) eloszls és
h(x) stirtiségfiiggvényét.

Megoldds: G(z) = P(n < z) = P(a{ +b < 2) = P (£ < £2) = F (£1) minden
—00 < ¢ < 0o szamra. A g(x) slirtiségfiiggvény a G(x) eloszlasfiiggvény deriviltja,

z—b
o g(a) = 460 = ) < Ly (52).

H(z) = P(€ < z) = P(—/& < £ < V&) = P(§ < /&) - P(€ < ) = F(y/a) -
F(—y/x 4+ 0), ha z > 0, ahol F(u + 0) = ;ILEI%)F(U+ h). (Az F(u + 0) érték
bevezetésére nincs sziikség, ha az F' eloszlasfliggvénynek van stirliségfiiggvénye,
vagy altaldanosabban F'(z) folytonos fiiggvény.) Tovabba, H(x) = 0, ha x < 0, mert
P2 < x) =02 < 0 esetén. Végiil a H(x) fiiggvény derivdldsanak segitségével
kapjuk, hogy h(z) = 5= (f(v/z) + f(=V)), ha 2 > 0, h(z) = 0, ha = < 0.

A kovetkezo feladat megfogalmazasa el6tt vezessiik be az exponencialis eloszlas-
fiiggvény fogalmat.

Exponencialis eloszlasfiiggvény definicidja. FEgy & wvalosziniségi valtozo expo-
nencidlis eloszldsi A paraméterrel, X > 0, ha eloszldsfiggvénye, F(z) = P(§ < z) =
l—e? hax >0, é F(x) = P(6 <x) =0, hax < 0. Ezzel ckvivalens jellemzés:
Egy wvaloszintiségi vdltozo exponencidlis eloszlasi A > 0 paraméterrel, ha létezik f(u)
stiriiségfiigguénye, és az f(u) = e ™%, hau >0, f(u) =0, ha v < 0 alaki.

2.) Szamoljuk ki egy A paraméterii £ exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozé vér-
hat6 értékét és szorasnégyzetét.

Megoldas: Parcialis integréalassal kapjuk, hogy
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Ezért Var{ = B — (B = & — 35 = 52
Az alabbi feladatokban azt targyaljuk, hogyan tudjuk a centralis hatareloszlastételt
felhaszndlni minket érdeklé valdszintiségek kiszamolasara.

3.) A 2000. évben az Egyesiilt Allamok Florida dllaméban az elndkvélasztéson rendki-
viil szoros eredmény sziiletett. 5 000 000 véalaszto valasztott két part, a republikanus
és demokrata part jeloltjei kozott. A két jelolt dltal szerzett szavazatok szama (egy
adott idépontbeli felmérés szerint) minddssze 300 volt. Tegyiik fel, hogy a valasztok
egymastoél fiiggetlentil % valészintiséggel valasztottdk valamelyik part jeloltjét. E
feltevés teljesiilése estén mi annak a valészintisége, hogy a két jelolt altal osszegyiij-
tott szavazatok kiillonbsége nem haladja meg a haromszazat.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < 7 < 5000 000, valészintiségi valtozdkat:
§; = 1, ha a j-ik vélaszt6é a demokrata, {; = 0, ha a j-ik valaszté a republikanus
5 000 000
jeloltre szavaz. Ekkor S = ) & a demokrata, és 5 000 000 — S a repub-
j=1
likdnus jeloltre leadott szavazatok szdma, és minket a P(|2S — 5 000 000 < 300)
val6szinliség nagysaga érdekel. Vegyiik észre, hogy a &; valdsziniiségi valtozok
figgetlenek, E§; = %, Varé; = %, ezért E£S,, = 2 500 000, Var S,, = i-5 000 000, és

a P S»—2 500 000

/-5 000 000

hatareloszlastételt. Ennek alapjan

< :c) valészintiségek kiszamitasara alkalmazhatjuk a centralis
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4. Tekintsiink egy szabélyos pénzdarab 10 000 egymds utani (fiiggetlen) feldobdsabdl
szarmazé fej-irds sorozatot. Adjunk becslést a centrédlis hatareloszlastétel segit-
ségével annak valdszintiségére, hogy a fej-dobasok szamanak eltérése a vart 5000
szamtol legalabb 100-zal, illetve legalabb 200-zal eltér.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £;, < j < 10 000 valészintiségi valtozokat:

§; = 1, ha a j-ik dobas eredménye fej, {; = 0, ha a j-ik dobds eredménye iras.
Ekkor £, 1 < j < 10 000 fiiggetlen valdszintiségi véltozok, EE; = %, Varé; = i és a

10000 10000
Pl| > (§—E&) >100 | és P | > (& — EE)| > 200 | valészintiségekre kell
j=1 j=1
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becslést adnunk. A centrdlis hatareloszlastétel szerint P

®(u). Innen kapjuk, hogy az els6 valészinliség kiszdmitasihoz az u = + 11(1)80 = 42

értékeket kell tekinteni, és a vizsgalt valdsziniiség kozelitéleg (1 — ®(2)) + ®(—2) =
2(1-9(2)) ~ 2(1-0.97720) = 0.0456. A masodik valésziniiség hasonléan koriilbeliil
2(1—®(4)) ~ 0, (az els6 4 tizedesjegy 0).

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 1200 alkalommal egymastdl fiiggetleniil, és
osszeadjuk a paros értékli dobasok eredményét. Adjunk jo kozelité becslést a
centralis hatareloszlastétel és egy normaélis eloszlastablazat segitségével arra, hogy
ez az Osszeg 2280 és 2500 kozé esik.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezé £;, 1 < j < 1200, valésziniiségi valtozokat:
§; = 2, ha a j-ik dobds eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik dobas eredménye 4, §; = 6,
ha a j-ik dobds eredménye 6, {; = 0, ha a j-ik dobas eredménye 1, 3 vagy 5. Ekkor

1200
a P (2280 < >0 & <2500 | valdszintiséget kell jol megbecsiilniink. Vegyiik észre,
j=1
hogy F¢; = 5(2+4+6) =2, Var§; = ¢(4+ 16+ 36) — 4 = 1. Innen a centralis
hatareloszlastétel alapjan

1200 1200

1200 Z £J Z E&J
—120 =
P 2280 <) ¢ <2500 | =

= . /120016 /%0 Vare, . /120016
J

~ ®(1.25) — ®(—1.5) = 0.8944 + 0.9322 — 1 = 0.8266.

Legyen birtokunkban 100 lampa, amelyek mindegyike egymastdl fiiggetlen idotar-
tamig miikodik, élettartamuk pedig exponencialis eloszlasi A = 1—10 paraméterrel.
(A lampék élettartamanak exponenciilis eloszlasa természetes feltételezés.) Egy
termet bevilagitunk ezen lampak valamelyikével, majd amikor az kiégett 1j lampat
hasznédlunk fel. Adjunk jé becslést arra, hogy a lampak oOsszélettartama legalabb
1150 éra.

Megoldds: Jeldlje &; a j-ik lampa élettartamaét, 1 < j < 100. Ekkor a P(§; +--- +
€100 > 1150) valészintiségre kell j6 becslést adnunk, ahol az &sszegben fiiggetlen

exponencialis eloszldsi valdszintiségi valtozok szerepelnek A = 1—10 paraméterrel.

Vezessiik be az n = & + -+ + &100 jelolést.

Kiszamoltuk, hogy Jelen esetben En = mE§; = T = 1000, Varnp = §53 = 10000

(m = 100 és \ = 1—0 véalasztassal). Ezért a centrahs hatédreloszlastétel szerint
—Bn ”*1%)%00 jo kozelitéssel standard normaélis eloszlasi valészintiségi valtozo,

\/ Varn

és P(& + -+ + &100 > 1150) = P (\n/;f—:'n > 1.5) ~1—®(1.5).
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7.) Vegylink egy olyan pénzdarabot, amely % valészintiséggel esik a fej és % valoszini-
séggel az iras oldalra. Ezt a pénzdarabot annyiszor dobjuk fel, ahdany dobéas utan
megjelenik 1200 fej dobds. Mi annak a valdsziniisége, hogy az elvégzett dobasok
szama 1680 1830 kozé esik? Adjunk erre a valdszintiségre jo kozelité becslést.

Megoldas: Az elvégzett dobasok szama egy 7 negativ binomialis eloszlasu valé-

szinfiségi valtoz6 n = 1200 és p = % paraméterekkel, azaz P(n = k + n) =
(":ﬁ;l)(l —p)*p™, p = 2, és n = 1200 paraméterrel. Egy ilyen val6szinfiségi

valtozonak ki lehet szamolni a pontos eloszlasat, azaz azt, hogy milyen értéket
milyen valészintiséggel vesz fel. Elvileg, ez lehetoséget ad a kivant valdsziniiség
kiszamitasara egy bonyolult 6sszeg kiszamitasanak a segitségével. Ennél haszno-
sabb becslést tudunk kapni a kovetkezo érvelés segitségével, amely a kivant valo-
szinliséget j6 pontossdggal kiszdmitja a centralis hatareloszlastétel segitségével.

Jelolje §;, 2 < j <1200, a j — 1-ik és j-ik fejdobas kozotti dobasok szamat (a j-ik
fejdobast beleszamitjuk a j — 1-iket viszont nem szamitjuk bele e dobdsok kozé), és

legyen &; az els6 fejdobdsig (ezt is beleszamitva) elvégzett dobédsok szama. Ekkor a
§; valdszintiségi valtozok fiiggetlenek, negativ binomialis eloszldsiak n =1, p = %

paraméterekkel, és minket a P(1680 < 1+ - - +&1200 < 1830) valészintiség érdekel.
Megmutattuk kordbban, hogy E¢; = ]l? = %, Var¢; = 1p_2p = %. Ezért a centralis
hatareloszlastétel alapjan 71 = &, + - - - + &£1200 jeloléssel minket a

n — 1200E¢, )
Pl-4<1 =20 g
( V1200Var &;

valészintiség érdekel. A centralis hatareloszlastétel alapjan

— 1200F
p (_4 n &1

Hazi feladat

Egy szabalyos dobdkockat és egy szabdlyos érmét feldobunk 3300 alkalommal egy-
mastdl fliggetleniil. (Az érme és kockadobasok eredményei is fiiggetlenek egymaés-
t6l.) Ha a kockadobds eredménye péros és az érme a fej oldalra esett, akkor annyi
forintot nyeriink, amennyi a kockadobés eredménye. Ha az érme az iras oldalra
esett vagy a kockadobas eredménye paratlan szam, akkor nem nyeriink, és nem is
vesztiink semmit. Mi a valdszinlisége annak, hogy az Ossznyereménytink 3190 és
3520 forint kozé esik? Adjunk erre jo kozelité becslést a centralis hatareloszlastétel
és egy normalis eloszlastablazat segitségével.



