A szeptember 14.-i gyakorlat témaja

Az el6z6 gyakorlat egyik feladatdanak megoldasdban (8. feladat) fontos szerepet
jatszott az az észrevétel, hogy ha két (véges) halmaz elemei kozott kdlesondsen egyér-
telmil megfeleltetés 1étesithetd, akkor ez a két halmaz azonos szamossagi. Felmeriil a
kérdés, hogy igaz-e ez az allitds végtelen halmazok esetében is. Megjegyeztem, hogy
val6jaban ennek a tulajdonsdgnak a segitségével definidljuk két (altalanos, tehat akar
véges akar végtelen) halmaz szdmossiginak az egyenlOségét. Erdemes felidézni az
alapvetd eredményeket végtelen halmazok szadmossdgarol. Sok a végtelen halmazok
szamossagarol szolo eredmény hasonld a véges halmazok szamossdganak viselkedésérol
szol6 eredményekhez, de vannak lényeges és meglepo kiilonbségek is. Erdemes ezeket
az eredményeket megismerni, mert segitenek néhany e problémakorrel latszélag semmi-
lyen kapcsolatban nem levé fogalom és eredmény jobb megértésében. Elészor felidézem
annak a definicigjat, hogy mikor neveziink két halmazt egyenlé szamossagunak, illetve
mikor mondjuk, hogy az egyik halmaz szamossaga nagyobb, mint a masiké.

Két halmaz szamossigénak az 6sszehasonlitasa. Legyen adva két dltaldnos (véges
vagy végtelen) A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy az A halmaz szamossdga nagyobb vagy
egyenld, mint a B halmaz szamossdga (jelolésben |A| = |B|), ha létezik a B halmaznak
eqy olyan leképezése az A halmazra, amelyben a B halmaz kilonbozd elemeinek a képe
kiilonbozo. Azt mondjuk, hogy az A halmaz és a B halmaz szdmossdiga megegyezik,
(jelolésben |A| = |B|), ha az A halmaz és B halmaz elemei kézitt létezik kélesondsen
egyértelmi; megfeleltetés. Azt mondjuk, hogy az A halmaz szdmossdaga (szigorian) na-
gyobb, mint a B halmaz szamossdga, (jelolésben A = B), ha az A halmaz szdmossdga
nagyobb vagy egyenld, mint a B halmaz szdmossdga, de a két halmaz szamossaga nem
egyenlo.

Ha halmazok szdmossagait osszehasonlitjuk, akkor az igy bevezetett nagyobb és
egyenld fogalmak is teljesitik azokat az alapveto tulajdonsdgokat, amelyeket elvarunk.
Ezt a tényt fogalmazza meg az alabbi eredmény. Megjegyzem, hogy a Tétel bizonyitasa,
amelyet nem targyalunk, nehéz.

Tétel. Tetszdleges két A és B halmaz szdmossaga 6sszehasonlithato, azaz teljesil vagy
az |A| = |B| vagy a |B| = |A| relicié. Ha egyidejileg teljesiilnek az |A| = |B| és
|B| = |A| reldciok, akkor |A| = |B|. Ha |A| = |B| és |B| = |C| valamely A, B és C
halmazokra, akkor |A| = |C|. Igaz tovdbbd, hogy |A| = |A|, |A| = |B|, ha B C A, és ha
|A| = |B| és |B| = |C|, akkor |A| = |C]|.

Az el6z6 Tétel eredménye halmazok nagysiaganak osszehasonlitasarél nem meglepd.
Viszont végtelen halmazok szdmossaganak van néhany meglepd, varatlan tulajdonsaga
is. Erre mutat példat a kovetkezo feladat, amelynek itt csak az eredményét irom le, de
a gyakorlaton vazolom az eredmény bizonyitasat is. Tovabba e feladat ismertetése utan
megfogalmazok néhany tovabbi varatlan eredményt végtelen halmazok viselkedésérol.

Feladat: Hasonlitsuk 0ssze a természetes szamok, az egész szamok, a raciondlis szamok,
a val6s szamok és a sik pontjainak a szamossagat.
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Megoldas: Vilagos, hogy az egész szamok és a racionalis szamok szamossaga nagyobb
vagy egyenld, mint a természetes szamok szamossiga. Kevésbé nyilvanvald, s6t meglepd,
hogy valdjaban az egész és raciondlis szamok szamossidga megegyezik a természetes
szamok szamossagaval. Ezt meg lehet mutatni az egész, illetve a raciondlis szamok al-
kalmas felsorolasdnak a segitségével. A valds szamok szdmossaga viszont szigorian na-
gyobb, mint a természetes szamok szamossaga. Ezt egy ravasz, atlos eljarasnak nevezett
modszer segitségével lehet bebizonyitani. Ha a valds szamokat felirjuk tizedestort alak-
ban, akkor lathatjuk, hogy a valds szamok és egy egyenes pontjainak a szamossiaga
megegyezik. Innen lathatd, hogy a valdés szamok szamossaga kisebb vagy egyenld,
mint a sik pontjainak a szdmossdga. Be lehet latni, hogy valdjaban a sik pontjainak a
szamossaga megegyezik az egyenes pontjainak a szamossagaval. Ugyanigy, a tér pont-
jainak a szdmossiga is megegyezik a valés szamok szamossagaval. Viszont van olyan
halmaz, amelynek a szamossaga még a valdés szamok szamossaganal is nagyobb. Ilyen
halmaz példaul az Gsszes (valds szamokon definidlt, valds szam értékii) fliggvénybol 4116
halmaz.

Az el6z6 feladat kapcsan felidézek egy a matematikdban gyakran hasznalt fogalmat.

A megszamlalhato szamossag fogalma. Azt mondjuk, hogy egy végtelen halmaz
megszamlalhato szamossagu, ha szimossaga megeqyezik a természetes szamok szamossad-
gaval, azaz létezik kolcsondsen eqyértelmi megfeleltetés e halmaz elemet és a természetes
szdmok kozott.

Megjegyzés: A fenti elnevezés természetes, hiszen az, hogy egy halmaz megszamlalhaté
szamossagu azt jelenti, hogy a halmaz elemeit fel lehet sorolni, meg lehet szamolni.
Valéjaban, a felsorolast kezdve az 1 szdmnak megfelel6 elemmel egy az ebben a hal-
mazban és a természetes szamok halmazdban el6forduld elemek kozotti kolesonosen
egyértelmi megfeleltetésben, folytatva a 2, 3 szamnak megfelel6 elemmel, és igy tovabb,
elobb-utébb minden elemet felsorolunk. Azokat a halmazokat, amelyeknek a szdmossaga
megegyezik a valds szamok szamossdgaval kontinuum szamossaguaknak nevezzik.

Néhany tovabbi meglepd eredmény:

Tétel. Legyen A végtelen halmaz, Ay és Ay két e halmazzal azonos szamossdagu halmaz.
Akkor A1 U Ay szdmossdaga megegyezik az A halmaz szamossdgaval. S6t, ha A1, Ao, ...

oo
megszamldalhatd sok az A halmazzal azonos szdmossdgi halmaz, akkor az |J Ax halmaz

k=1
szamossdga is megegyezik az A halmaz szdmossdgdval. Ha A végtelen halmaz, akkor

létezik az A halmaznak olyan valédi részhalmaza, amelynek szimossdga megegyezik az
A halmaz szamossdgdval.

Torténelmi megjegyzés: Halmazok szdmossaganak fogalmat Georg Cantor német mate-
matikus vezette be a XIX. szdzad mésodik felében. Erdemes megemliteni, hogy ezt a
fogalmat, illetve a hozzdkapcsolédo elméletet még a matematikai kozvélemény is csak
nehezen tudta elfogadni abban a korban, amikor Cantor élt.



1. Egy toban 10000 hal van. Véletleniil kihaldsznak beldle 1000 darabot, ezekre piros
pottyot festenek és visszaengedik 6ket a toba. Ezutan ismét kifognak véletlentil
1000 halat. Mi annak a valészinlisége, hogy a kifogott halak kozott 100 megfestett
van?

Megoldas: %Wg‘)m Ugyanis a masodik fogasban Gsszesen (110000000
1000

mény lehetséges, és minden fogdseredmény egyformén valészinti. (A halakat megkii-

16nboztetjiik.) Az olyan fogdseredmények szama, amelyekben az 1000 pirossal meg-

jelslt halbél 100-t a 9000 meg nem jelélt halbdl pedig 900-t fogtak ki (/1) (‘hon)-

Megjegyzés: A gyakorlatban el6fordul6 kérdés ennek forditottja. Elvégezziik a fenti
kisérletet, Osszeszamlaljuk a megfestett halakat, és ebbdl prébalunk koévetkeztetni
a toban levo halak szaméra. Hogyan érdemes ezt csindlni? Ez késobbi vizsgalatok
témaja lesz.

1000)(9000)

) féle fogasered-

2. Egy hézibulira 50 embert hivnak meg. Mindenki egyméstdl fliggetleniil 0.5 valdszi-
niiséggel megy el. Mi annak a valdszintisége, hogy lesznek vendégek a hazibulin?

Megoldas: Mint sok egyéb esetben, most is érdemes az esemény be nem kévetkezé-
sének a valészintiségét kiszamolni. Ez (%)50. fgy annak valésziniisége, hogy valaki
eljon 1— (1)™.

3. Egy hézibulira 50 embert hivnak meg. Mindenki egyméstdl fliggetleniil 0.5 valészi-
niiséggel megy el.

a) Mi annak a valésziniisége, hogy pontosan 3 ember jon el?

b) Mi annak a valdszinlisége, hogy Annak, hogy legaldbb harom ember jon el?
Megoldds: a) (%) (3)”,b) 1= (1+ (¥) + (1)) ()
4. Valaki jatékra hiv fel. Egy 4llitdlag szabdalyos pénzdarabot dob fel egymas utan
10 000-szer. Fejdobas esetén 6 nyer egy forintot iras dobds estén mi. A dobéasok
eredményeként 5500 fejdobas tortént. Mi annak a valészintisége, hogy egy szabélyos

pénz feldobdsa esetén a fejdobasok szama legalabb 55007

10000
Megoldds: Ez a valészintiség >
k=5500

Valéjaban, ezzel a feladat megolddsaval nem vagyunk kész. Arra is kivancsiak
vagyunk, hogy ez a szam koriilbeliill mekkora. Ki tudjuk-e ezt szdmolni kevés
szamolassal viszonylag rovid id6 alatt? Az igazi, minket érdeklo kérdés az, hogy
pechiink volt-e, vagy a jatékot javaslo személy csalt, a pénzdarab nem volt szaba-
lyos. Ehhez a kérdéshez késobb még visszatériink.

10000 —10000
2 0)2 )

Megbeszéltiik, hogy az a kérdés, hogy az adott dobédssorozat esetén elhissziik-e azt,
hogy a pénzdarab szabdalyos-e a matematikai statisztika egy fontos kérdésének a
hipotézésvizsgalatnak specidlis esete. Az altalanos kérdés az, hogy egy elvégzett, a
véletlentol is fliggo kisérletsorozat alapjan elfogadjuk-e, hogy egy adott feltételezés
(hipotézis) helyes. Ha a hipotézis érvényes és mi mégis elvetjiik azt nevezziik els6
faju hibanak. Ha a hipotézis nem teljesiil és mi mégis igaznak fogadjuk el, azt
masodfaju hibanak nevezziik. Azt a feladatot szoktdk vizsgdlni, hogy megengedve

3



el6irt els6faji hibéat (ezt altaldban 0.05 vagy 0.01-nek szokds valasztani) hogyan
tudjuk a maéasodfajui hibat minimalizalni. Megjegyeztiikk azt is, hogy a valdszi-
niiségszamitas egyik alapveto eredménye a centralis hatareloszlastétel segitségével
meg lehet hatarozni egyszeriien az ebben a feladatban tekintett valdszintiség joé
kozelito értékét. Ennek alapjan a fenti, a negyedik feladatban szerepld esemény
bekovetkezése szabalyos pénzdarab esetében rendkiviil valészintitlen.

. Egy gyakorlatra véletlenszertien 24 hallgaté jon el. Mi annak a valdszintisége, hogy
van kozottilk két ember, akiknek ugyanazon a napon van a sziiletésnapjuk?

Megoldds: Szamitsuk ki annak a valdszintiségét, hogy nincs két ilyen ember. Kép-
zeljiik el, hogy egymasutan megjelennek a hallgaték, valaki felirja a sziiletésnap-
jukat, és minden egyes lépésben mas datumot ir fel. Az elsé hallgaté megje-
lenésekor biztos, hogy 1j szamot ir fel, a masodik hallgaté megjelenésekor (1 — %),
a harmadik hallgaté megjelenésekor, (feltéve, hogy az els6é két hallgaté esetében
kiilonb6z6 szamokat irt fel ( 325) a negyedik hallgato esetében ( 3%5) valé-
szintiséggel irt fel kiillonbozé szamokat, és igy tovabb. Annak a valdszinlisége, hogy

k
365) a keresett valészintiiség

23
mind a 24 esetben kiilénb6z6 szamokat irt fel ][ (
k=1

23 .
pedig 1 — [] (1 — %).

Kivancsiak lehetiink, hogy ez a szam mekkora. Nagyon kicsi vagy nagyon nagy,
azaz majdnem 1. Meg tudjuk-e ezt hatarozni viszonylag kevés szamolassal? A
kovetkez6 szamolds tanulsdgos lehet. A vizsgalando szorzatot felirhatjuk mint

)| Ee 20)

Hasznaljuk fel a log(1 + =) ~ z kis x szdmokra val6 kozelitést. Ez azt sugallja,

hogy log (1 — 3—25) ~ —%, és a vizsgalt valdszintiség kozelitleg

23
k 1223 )
l—exp{—zﬁ}zl_exp{_ = }:1_6 276/365

k=1

. Egy szabalyos dobdkockat sokszor feldobunk egymas utan. Mi annak a valdszinfi-
sége, hogy a 17. dobasban jelenik meg a 3. hatos?

Megoldas: Fz azt jelenti, hogy az els6 16 dobasban pontosan két hatos jelenik meg,

a 17. dobéas eredménye pedig szintén hatos. Ennek valészinlisége (16) (%) 14 (6)3'

Hadzi feladat:

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk egymas utan tobbszor. Mi annak a valdszini-
sége, hogy a 20. dobéasban jelenik meg az 6todik harommal oszthatd szam?



