Stacionarius sorozatok eldrejelzése.

Ebben az eléadasban a kovetkezd kérdést fogom targyalni: Tekintsiik valdszintiségi

valtozok egy olyan ..., X_1, Xo, X1, ... stacionarius Gauss sorozatat, amelyre £EX,, =0
(minden n = 0 £ 1,£2,... indexre), és legyen megadva ennek a sorozatnak az r(n) =
E X Xk1n kovarianciafiiggvénye, n = 0,1,2,.... Ha ismerjiik e sorozat multbeli vi-

selkedését egy n id6pontig, azaz az X;(w) valdsziniiségi véltozénak tudjuk az értékét
minden —oo < j < n indexre, akkor hogyan lehet megadni az X, 11 valoszintliségi valtozé
legjobb becslését ezen informaciok segitségével? Az id6 rovidsége miatt megelégszem a
legfontosabb fogalmak és eredmények ismertetésével és néhany bizonyitas rovid leirasa-
val.

Elészor megfogalmazom a feladatot kissé pontosabban. Az X, —oo < j < n, va-
16szintiségi véaltozoknak olyan f(X;,j < n) fiiggvényét keressiik, amelyre az E(X, 41 —
f(X;, 7 < n))? minimalis. Més szavakkal az X,, 1 valészinfiségi valtozé legkisebb hi-
baju becslését keressiik az X;, —oo < j < n, valdszinliségi véltozok segitségével, ahol a
becslés hibajat ugy definidljuk, mint a tekintett valdsziniiségi valtozo valédi és becsiilt
értéke kozotti kiilonbség négyzetének a varhatod értékét.

Vegyiik észre, hogy a keresett legjobb becslés megtaldlasa, a feltételes varhato
érték tulajdonsagai alapjan megegyezik azzal a problémaval, hogy talaljuk meg a X,, 11
valészintiségi valtozoé feltételes varhato értékét, feltéve az X ;, —oo < j < n, valésziniiségi
valtozok altal generalt o-algebrat. Ez a feladat atfogalmazhaté a kovetkezdé mddon is.
Tekintsiik az (£2,.4, P) valészintiségi mez6n azon £ valdsziniiségi valtozdk Osszességét,
amelyekre F&? < oo, és vezessiik be kozottik a (&,n) = EEn skaldrszorzatot. (A te-
kintett valészinliségi valtozdk lehetnek komplex értékiiek is, és 7(w) az n(w) komplex
konjugaltjat jeloli.) Ilyen médon bevezettiik a négyzetesen integralhaté valdsziniiségi
valtozok altal generalt Hilbert teret, és az elobb megfogalmazott feladat ekvivalens
modon tugyis atfogalmazhatéd, hogy meg kell adnunk a Hilbert tér X, elemének a
vetiiletét a tekintett Hilbert térnek az X;, —oo < j < n, valészinlségi valtozok altal
generalt o-algebra szerint mérheté négyzetesen integralhato valdszintiiségi valtozokbol
all6 alterére. Ez a feladat a tekintett X; valdsziniiségi véltozok (egylittes) Gauss
eloszlasa miatt tovabb egyszeriisithetd. A keresett feltételes varhaté érték megegyezik
az X,41 valészinliségi valtozé vetiiletével az X;, —oco < j < n, valdszinliségi valtozok

(megszamlalhatd) linedris kombindciéibdl allé altérre, azaz a keresett becslés az az
oo

Y = 3 ¢;X,—; valdszintiségi véltozé (EY? < o0), amelyre EX;(X,41 —Y) = 0
i=0
minden —oco < j < n indexre. (Lésd az aldbbi feladatot.)

Feladat:
Legyenek Y és X1, Xo, ..., egyiittesen normélis eloszldsi (nulla varhato értéki) valdszi-
niiségi valtozdk. Ekkor az Y valdszintiségi valtozd Z vetiilete az X1, X, ... valdszinliségi

valtozdk négyzetesen integralhatd linearis kombindacidi dltal kifeszitett altérre (a masodik
momentummal rendelkezé valdszintiségi valtozokbol 4ll6 Hilbert térben) meréleges min-
den az X1, Xo, ... valdszintiiségi valtozok altal generdlt o-algebrara mérheté négyzetesen
integralhaté valdszintiségi valtozora. Ez azt jelenti, hogy ez a vetiilet megegyezik az
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E(Y|X1,Xo,...) feltételes varhaté értékkel.

Segitség: Vegyiik észre, hogy az Y — Z, X1, X5, ... valoszintliségi valtozok egyiittesen
normalisak, ezért az E(Y — Z)X; =0, j = 1,2,..., relaciékbdl kévetkezik, hogy ¥ — Z
fliggetlen az (X1, Xo,...) vektortél. Ezért Y — Z fliggetlen az X; valészintiségi valtozok
minden f(X1, Xo,...) fliggvényétdl is. Tovabbd E(Y — Z) = 0.

A fentiek alapjan a feladat atfogalmazhaté gy, mint egy a kovarianciafiiggvény

segitségével felirhaté végtelen linearis egyenletrendszer megolddsa. (Az ismeretlen c;
o0

egylitthatékat kell megtalalni a R(n+1—k) = EX; X411 = EY Xy, = ) ¢;EX,_; X}, =
j=0

Y. ¢jR(n —j — k), —oo < k < n, egyenletrendszerben.) Annak érdekében, hogy

j=0

a megoldasrél bizonyos hasznosabb informéciékat nyerhessiink, érdemes a feladatot

mas formaban is targyalni. Eloszor bevezetek néhdny fogalmat és megadok néhany

a Hilbert terek alapveto tulajdonsdgait felhasznalé eredményt bizonyitas nélkiil. Ezek

kissé pongyolan fogalmazva azt allitjak, hogy a feladatot redukalni lehet két eset vizs-

galatara, amelyek koziil az els6 eset azt jelenti, hogy mar a nagyon régi megfigyelések

is egyértelmiien meghatarozzak a rendszer tovabbi viselkedését, a masodik eset pedig

azt, hogy a nagyon régi megfigyelések szinte semmi informaciét nem adnak arra, hogy

mi torténik a jovében.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:
H = B(X;, —00 < j < 00), H, =B(X;, —co<j<n), —oo<n<oo,
~ 1
S= ()] Ha (L)

A fenti jelolésekben B(X, j € T'), ahol T' az egész szamok valamely részhalmaza, a T
halmaz elemeivel indexelt X; valdszintiségi valtozok altal generalt legsziikebb Hilbert
teret jeloli, S pedig a legnagyobb minden H,, Hilbert tér dltal tartalmazott Hilbert tér.

Adva egy X,,, n=...,—1,0,1,2,..., stacionarius sorozat vezessiik be a kovetkezd
U shift operatort az X, valészintiségi valtozok altal kifeszitett H Hilbert térben: UX,, =
Xpng1,n=...,—1,0,1,...,ésha Y = f(X,, —00o < n < o) € H, akkor ennek UY

eltoltjat (shift-jét) az UY = Uf(X,, —o0o < n < 0) = f(UX,, —00o < n < o0) € H
képlettel definidljuk. Akkor és csak akkor neveziink valdszintiségi valtozok egy Y,,, n =
...,—1,0,1,..., sorozatat az X,,, n=...,—1,0,1,..., sorozat aldrendelt sorozatanak,
haY, € H, ezenkivil az Y,, € H,, relacio is teljesiill mindenn = ..., —1,0,1,..., ahol H,
az (1) formuldban van definidlva és UY,, = Y,,11 minden n = ..., —1,0,1,... indexre.
Egy Y,, n=...,—1,0,1,..., az X,, sorozatnak aldrendelt sorozat nyilvanvalé mdédon
szintén staciondrius.

Szingularis stacionarius sorozat definicidja. FEgy Y,, n = ...,—1,0,1,... sta-
ciondrius (Gauss) sorozatot szinguldrisnak nevezink, ha S = H. A H = B(Y;, —oo <
o0
j < ), H, = B(Y;,—00 < j < n), S = () H, az (1) képlethez hasonléan
n=—oo



definidaljuk. Az egyetlen kiilonbség az, hogy jelen esetben az Y, sorozat segitségével
definialjuk o H, H, és S Hilbert tereket.

Regularis stacionarius sorozat definicidja. Fgy Z,, n = ...,—1,0,1,... sta-

ciondrius (Gauss) sorozatot requldrisnak nevezink, ha S =10. A H = B(Z;, —c0 < j <
o

), H, = B(Z;, —00o <j<mn), S= [\ H, az (1) képlethez hasonléan definidljuk.

n=—oo

Az egyetlen kilonbség az, hogy jelen esetben a Z, sorozat segitségével definidljuk a H,
H,, és S Hilbert tereket.

Ervényes a kovetkezd egy staciondrius (Gauss) sorozat felbontdsardl szolé tétel.

Tétel stacionarius sorozat felbontasardl regularis és szingularis sorozatok
Osszegére. Legyen X,, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius (Gauss) sorozat. Ekkor
ennek létezik olyan

Xy =Yy +Zp, n=...,—1,0,1,... (2)

elodllitasa valdsziniiségi valtozok két sorozatinak az o0sszegére gy, hogy

a) Yo, n=...,-1,0,1,..., az X,,, n=...,—1,0,1,..., sorozatnak aldrendelt szin-
guldris sorozat, Z,, n=...,—1,0,1,..., az X,,, n=...,—1,0,1,..., sorozatnak
aldrendelt requldris sorozat.

b) AzY,,n=...,—-1,0,1,...,és Z,,n=...,—1,0,1,..., sorozatok korreldlatlanok,
azaz
Cov(Y,,Zyn) =0 mindenn,m=...,—1,0,1,... szampdrra.

Az X, sorozat felbontdsa az alabbi tulajdonsdgi sorozatok dsszegére egyértelmdi.

HaY,,n=...,—1,0,1,..., szingularis sorozat, akkor e sorozat tetszoleges Y} el-
eme benne van a H_n(Y;, —oo < j < —N) Hilbert térben barmilyen nagy NN indexre.
Ez azt jelenti, hogy az Y,, sorozat multjanak ismerete barmilyen régi idépontig ele-
gend6 ahhoz, hogy az Yj valdszintiségi valtozot pontosan rekonstrualjuk. Ha Z,,, n =
...,—1,0,1,..., regularis sorozat, akkor valamely tetszoleges Y elemének a vetiilete a
H_n(Yj,—o00 < j < —N) Hilbert térbe nagy N indexekre tart nulldhoz. Ez informélisan
azt jelenti, hogy a nagyon régi megfigyelések alig adnak informaciét egy Y valdszintiiségi
valtozo becslésére. Igaz a kovetkez6 Wold felbontasnak nevezett eredmény.

Tétel (Wold felbontas). Legyen X,,, n = ..., —1,0,1,..., requldris staciondrius
sorozat. Ekkor létezik olyan az X, sorozatnak aldrendelt V,, n = ...,—1,0,1,...,
stacionarius sorozat €s valos szamok olyan ci., k = 0,1,2,... sorozata, emelyekre EV,, =
oo
0, EVZ=1,EV,V,, =0, han#m, > ¢z =EX?, és
k=0
oo
X, = chVn_k minden n = ..., —1,0,1,... indexre. (3)
k=0



Megforditva, ha az X,,, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius sorozatnak létezik az adott
tulajdonsdgu reprezentdcioja, akkor ez a sorozat regquldris.

A fenti eredmények a Hilbert terek &dltalanos tulajdonsagait hasznaljak ki. fgy
példaul a Wold felbontésban szereplé V), valdsziniiségi valtozékat és a (3) formuldaban
szereplo felbontast tgy kapjuk meg, hogy minden n szamra tekintjik a H, _1 Hilbert tér
D,, ortogonalis kiegészit6jét a H,, Hilbert térre, és vesziink ebben egy 1-re normélt V,,
vektort. Némi munkaval meg lehet mutatni, hogy ezeket a V,, vektorokat valaszthatjuk
ugy, hogy ily médon egy az X, sorozatnak aldrendelt (ortonormélt elemekbél all6)
stacionarius sorozatot kapjunk, amelynek elemei egyben a H Hilbert tér ortonormalt
bazisat alkossak. Az X, valdsziniiségi valtozok sorfejtéseként ezen bazis alapjan meg-
kapjuk a (3) formulat.

Az igy kapott eredmények azért nem kielégitéek szamunkra, mert 6nmagukban nem
elegendéek ahhoz, hogy megkapjuk a minket érdeklo predikciét. Nem nehéz belatni,

hogy az X,, valészinliségi véltozo legjobb becslése az X;, 7 < 0 valdszinliségi valtozok
o0

segitségével a > ¢V, i valdszintiségi véltozd, de eddigi ismereteink nem elegenddek

ahhoz, hogy eljcpﬁbicit moédon megadjuk a cp egyltthatokat és kiszamoljuk azt, hogy
a V), valdsziniiségi valtozok hogy fejezhetdk ki az X; valdsziniiségi véltozok linedris
kombinéciéjaként. Tovabbi probléma, hogy az eddigi eredmények nem mondjik meg,
hogy egy ismert kovariancidju Gauss folyamat mikor regularis, és ha nem regularis,
akkor hogyan lehet megtaldlni a sorozat (2) formuldban megadott felbontasat.

Annak érdekében, hogy ezekre a kérdésekre legalabb részleges valaszokat adhas-
sunk, sziikségiink van az analizis néhany klasszikus eredményére. Eloszor ismertetem
a Bochner tételt pozitiv definit fliggvények jellemzésérol, amely lehetévé teszi annak
megmutatasat, hogy egy stacionarius sorozat kovariancia fliggvénye eldallithatd, mint
egy ugynevezett spektral mérték Fourier transzformaltja. Definidljuk el6szor a pozitiv
definit fiiggvényeket.

Pozitiv definit fiiggvények és sorozatok definiciéja. Azt mondjuk, hogy egy f(t)

fligguény a szdmegyenesen pozitiv definit, ha minden t,...,tN valos és z1,...,zn kom-
plex szamokbdl allo szam n-esre teljestil a

N N
> maf(ts—t) >0

k=11=1

egyenlotlenség, ahol zZ a z komplex szam konjugdltjdat jeloli.

Hasonléan ha a(n), n = ...,—1,0,1,..., az egész szamokkal indexezett szamsoro-
zat, akkor ezt a sorozatot akkor és csak akkor nevezziik pozitiv definitnek, ha minden
a1,...,aN €gész €S z1,...,zN komplex szamokbdl dallo szam n-esre teljesiil a

N N
Zszzla ng —mny) >0

k=11=1



egyenlotlenség.

Feladat: Mutassuk meg, hogy az fi(x) = €%, t valds szam, fiiggvény pozitiv definit
fiiggvény minden (valés) x paraméterre, ax(n) = ", n = ..., —1,0,1,..., pozitiv
definit sorozat minden egész k szamra.

A Bochner tétel a pozitiv definit sorozatok és fiiggvények jellemzését adja. Sza-
munkra a kovetkezo egyszerli lemma miatt érdekes ez az eredmény.

Lemma. Ha X(t), —o0 < t < o0, staciondrius sztochasztikus folyamat, akkor az
R(t) = EX(s)X(t 4+ s) kovariancia fligguény pozitiv definit figgvény. Ha X,, n =
...,—1,0,1,..., staciondrius sorozat, akkor R(n) = EX, X, 1m pozitiv definit sorozat.

Megforditva, ha R(n) pozitiv definit sorozat, akkor létezik valdsziniségi valtozok
olyan X,,, n = ..., —1,0,1,..., staciondrius sztochasztikus sorozata, amelynek ez az
R(n) sorozat az R(n) = EXXk1, kovarianciafiigguénye. Sét, létezik az adott kovarian-
crafugguénnyel rendelkez6 Gauss sorozat nulla varhato értéki valosziniségi valtozokkal.
Ez utobbi esetben a sorozat véges dimenzios eloszlasait egyértelmiien meghatdrozza a
kovarianciafiigguény.

Bizonyitds. Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hoggy FX () = 0, Rogzit-

siink valamely t1,...,tn valds és 21, ..., zny komplex szamokbodl allé szam n-es part és
N N N N

tekintsiik a Y > zpz R(tx — t;) kifejezést. Vegyiik észre, hogy > > zpziR(tx — t;) =
k=11=1 k=11=1

kgl lé w2 EX(tp) X () = B (% Zk:X(tk)) (% sz(tk)> > 0.

Hasonléan, rogzitve valamely nq, ..., ny egész és 21, . .., zny komplex szamokbdl allé

N N N N
szdm n-es part. Ekkor felirhatjuk, hogy > > zxzZiR(ngp—mny) = >, > 221 EX, Xp, =
k=11=1

k=11=1
N N
E (Z Zank) Z Zank 2 0.

k=1 k=1

A lemma utolsé allitasanak bizonyitasahoz azt kell meggondolnunk, hogy ahhoz,
hogy az adott R(n) kovarianciafiiggvényhez létezzen olyan normalis sorozat, amelynek
(Xky,. .., Xg,) véges dimenziés eloszldsainak a kovarianciamétrixat az R(n) kovarian-
ciafliggvény hatarozza meg az kell, hogy ez a kovarianciamatrix pozitiv definit legyen.
Viszont ezt a feltételt az biztositja, hogy az R(n) sorozat pozitiv definit. Ezenkiviil
emlékezziink arra, hogy egy normalis eloszlasi véletlen vektor eloszlasat annak varhato
értéke és kovariancia matrixa meghatarozza.

Bochner tétel. Legyen f(t), —oo < t < 00, folytonos pozitiv definit fiiggvény. Ekkor
létezik olyan véges p(-) mérték a szdmegyenesen, amelyre

f(t) = /eimu( dx), —oo <t < 0. (4)
A (4) képletben szereplé p mértéket az f(t) figguény egyértelmiien meghatdrozza.
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Legyen a(n), n=...,—1,0,1,..., pozitiv definit sorozat az egész szimokon. Ekkor
létezik olyan véges mérték a [—m, ) szakaszon, amelyre

a(n):/ e u(dr), n=...,-1,0,1,...

—Tr
A mértéket az a(n) sorozat egyértelmiten meghatdrozza.

Kovetkezmény. Legyen X,,, EX, = 0, n = ...,—1,0,1,..., staciondrius sorozat
R(n) = EX, Xk yn kovarianciafiggvénnyel. Akkor létezik olyan egyértelmiien meghatd-
rozott G(dx) mérték a —m < x < 7 intervallumon, amelyre

R(n):/ﬂ (MTG(dz), n=...,—1,0,1,... (5)

—Tr
Specidlisan

EX2 = R(0) = /7r G(dz) = G(|-m,7)).

—Tr

A G mérték teljesiti a G(A) = G(—A) tulajdonsdgot is minden mérheté A halmazra.

Bizonyitds. Mivel az R(n) sorozat pozitiv definit a Bochner tételbdl kovetkezik az (5)
formula. Tovéabba, mivel R(n) = R(—n), és az R(n) sorozat egyértelmiien meghatéarozza
a G(dx) mértéket, innen kovetkezik, hogy G(A) = G(—A).

1. megjegyzés. Az (5) formuldban szereplé G mértéket az R(n) kovarianciafliggvény
spektralmértékének nevezik az irodalomban. Ha a G mérték abszolut folytonos a
(Lebesgue mértékre nézve), akkor ennek g(z) = % (x) derivéltjat a kovarianciafiiggvény
spektréalstiriségének nevezik. Ha létezik az R(n) fliggvénynek g(z) spektralsiiriisége,

akkor az (5) formula felirhaté a kovetkez6 ekvivalens mddon is:

R(n):/ e g(x)dr, n=...,—1,0,1,... (5")

—T

2. megjegyzés. Egy a [—m, ] intervallumon definidlt G mértéket, amelyre G(|—m, 7)) <
00, G(A) = G(—A) minden mérheté fiiggvényre spektral mértéknek is neveznek. Az
elnevezés oka az, hogy létezik olyan X,,, n = —...,—1,0,1,..., Gauss eloszlasu sta-
cionarius sorozat, amelynek ez a G mérték a spektral mértéke. Azt is feltehetjiik,
hogy e sorozat elemei teljesitik az E X, = 0 feltételt. Valéban, ha az FXyXkin =
R(n) fliggvény segitségével meg tudjuk adni a keresett Gauss sorozat véges dimenzids
eloszlasainak kovariancia méatrixat, igy magukat a véges dimenzios eloszlasokat is.

A spektral mérték bevezetése azért hasznos, mert ilyen médon a Fourier analizis
modszereit tudjuk alkalmazni. Egy stacionarius sorozat kovarianciafiiggvénye el6all,
mint a spektral mérték Fourier transzformaltja. A kovarianciafiiggvény vagy a spektral
mérték megadasa ekvivalens. Alkalmazasok szempontjabol sokszor hasznosabb a spek-
tral mértékkel dolgozni.



Legyen adva egy stacionarius Gauss folyamat valamely G spektral mértékkel. Le-
hetséges és érdemes konstrudlni olyan igynevezett véletlen (normélis) spektral mértéket
definialni, amelynek segitségével magat a sztochasztikus folyamatot is el6 tudjuk allitani
ezen véletlen spektral mértéknek a Fourier transzformdéltjaként. Kzt az eredményt,
illetve a bizonyitasban sziikséges gondolatmenetet réviden ismertetem. El6szor beveze-
tem a kovetkezo definicidt.

Véletlen (normaélis) spektralmérték definiciéja. Legyen adva eqy G spektralmérték
a [—m,m| intervallumon. Azt mondjuk, hogy egy véletlen Zg mérték véletlen a G mér-
téknek megfelelé normadalis spektrdl mérték, ha teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat.

(i.) Minden mérheté A C [—m, | halmazra létezik egy komplex értéki
Zg<A) = Re ZG (A) + 1Im Z(;(A)

valosziniségi valtozo, amelyet az A halmaz véletlen mértékének nevezink.

. eZg(A), ImZg(A), A C |—m,m| mérhetd halmaz, valosziniiségi vdltozok egyiit-
i.) A ReZg(A), ImZg(A), A ‘rhetd hal losziniiségi vdltozok it
tesen Gauss eloszlasuak, azaz barmely véges sok valosziniségi valtozonak ezek kozuil

az eqyuttes eloszldsa tobbdimenzios normdlis eloszlds.
(iii.) EZg(A) =0 minden A C [—7,w| mérhetd halmazra.

(iv.) EZg(A)Zq(B) = G(ANB), ahol Z a z szam konjugdltjdat jeléli.

(v.) > Za(A) = Zg < U Aj>, ha Ay, ..., A, diszjunkt halmazok.
j=1 j=1

(vi.) Za(—A) = Za(A).

Eszrevétel. A Re Zg(A) és Im Zg (B) valészintiségi valtozok fiiggetlenek. Valéban, ehhez
elég megmutatni a normalis eloszlds miatt, hogy korreldlatlanok. Viszont

FRe Z6(A)m Z6(B) = 1 [(Z6(A) + Z6(A))(Z6(B) - Za(B)
= 1 [(Z6(4) + Zo(~4) (Ze (=) - Za(B))|
= 2 (GAN(~B) ~ G(AN B) + G((~A) 1 (~B)) - G((~A4) N B)) =0
Feladat: Ha (A1) U (—A1), ..., A, U (—A4,,) diszjunktak, akkor Zg (A1), ... Zg(An)

figgetlenek. Ha AN(—A) = (), akkor Re Zg(A) = Re Zg(—A), Im Zg(A) = Im Zg(—A),
Var (Re Zg(A)) = Var (Im Zg(A)) = €4
Segitség: Az elso allitas bizonyitasahoz azt kell megmutatni, hogy

ERe Zg<Aj)Re Z(;(Ak) = 0, és FElm Zg(Aj)Im Z(;(Ak)) == 0,
ha (A; U (—A4,)) N (Ax U (—Ag)) = 0. Viszont

ERe Zg(Aj)Re Zg(Ak) = EE(ZG(AJ) + Zg(—A]))(Zg(Ak) + Zg(—Ak)) =0
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az adott feltételek mellett, és az FIm Zg(A;)Im Zg(Ay)) = 0 relacié hasonléan bi-
zonyithato.

Ha AN (—A) = 0, akkor E(Re (Zg(A))? = LE(Zg(A) + Za(—A))? = <A Ha-
sonléan E(Re (Zg(—A))? = #. Mivel Zg(—A) = Zg(A) az (vi) relacid szerint, innen
kovetkezik a Feladat még nem targyalt allitasa.

A fent megadott definicié bar technikainak latszik természetes. Ha egy Zg véletlen
mérték teljesiti a fenti tulajdonsdgokat, akkor definidlhatjuk az [ f(z)Zg(dz) mértéket
a kovetkez6 médon. ElGszor definidljuk ezt az integralt természetes médon f(x) =

ool A, (x) alaki elemi fliggvényekre, ahol Ay, ..., A, mérhetd diszjunkt részhalmazai

a [—m, 7| intervallumnak, és T4(-) az A halmaz indikétorfiiggvénye. A definiciét az

/ chIAj(a:) Za(dx) ZCJZG
j=1

képlettel adjuk meg. Be lehet 1atni, hogy teljesiil az

E(/f(a:)ZG(dx)/h( ) Za dx) [ rnt@ca (©)

elemi fliggvények minden (f(x),h(z)) parjara. (A fenti tulajdonsigokat azért vezetiik
be, hogy a (6) tuljdonsdg érvényes legyen. Ez lehetévé teszi, hogy Lo izomorfia se-
gitségével kiterjesszik az [ f(x)Zg(dr) integrélt minden olyan fliggvényre, amelyre
[1f(@)|>?G(dx) < oo, ugy, hogy a (6) relacié tovabbra is érvényben maradjon. Tovdbb4
igaz lesz az is, hogy amennyiben f(—x) = f(z), (ez jellemzi a valés értékii fiiggvények,
illetve valés értékii eldjeles mértékek Fourier transzformaltjit), akkor [ f(z)Zq(dx)
valés értékili valoszintliségi valtozo. Ezutan definidljuk a

Xn:/ei"‘ng(dac), n=...,—1,0,1,... (7)

integrélokat. Az X, valdszintiségi valtozdk valés értékiiek, és a (6) relacié alapjdn
EXyXpin = EXpip Xp = [€™*G(dz). Ez azt jelenti, hogy az e fiiggvényeknek
n=...,—1,0,1,..., a Zg véletlen spektral mérték szerinti integraljanak a segitségével
el6 tudtunk allitani egy olyan stacionarius Gauss sorozatot, amelynek spektralmértéke
a G mérték. Némi, itt nem részletezett plusz munkaval be lehet latni, hogy egy adott G
spektralmértékii staciondrius Gauss sorozathoz lehet konstrualni olyan véletlen spektral
mértéket, amely magat az eredeti sorozatot allitja el6. Ezt fogalmazom meg az alabbi
eredményben.

Tétel. Legyen X,,, n=...,—1,0,1,..., normadlis eloszldsiu staciondrius Gauss sorozat
nulla vdrhato értéki valosziniiségi valtozokkal valamely G spektrdl mértékkel. Ekkor lehet
konstrualni a G spektrdl mértéknek megfelelé normdlis véletlen Zg spektral mértéket
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tgy, hogy az e véletlen mérték szerinti integrdl teljesiti a (7) képletet, azaz a kezdetben
megadott X,,, n=...,—1,0,1,..., sorozatot definidlja.

Bizonyitds. Tekintsiik a H teret, azaz az X,,, n = 0,£1,12,..., valoszinliségi valtozdk
négyzetesen integralhatd linearis kombinaciéibdl allé Hilbert teret, és definialjuk a H
tér I leképezését az Lo([—m, ), B,G(dx)) térre, (ahol B jeloli a Borel o-algebrat a

N ..
[, 7) intervallum részhalmazain) a kévetkez6 médon: Legyen [ ( > cje”l’> =
j=—N

N
> ¢;X; minden véges linedris kombindciéra. Nem nehéz beldtni, hogy I normatartd
j=—N
leképezés. Ezért a fenti I leképezést ki tudjuk terjeszteni a véges linearis kombinaciokrol
azok lezartjara is. Ez az I leképezés az Lo(|—m,m)B,G(dx)) és a H tér kozott Lo
N

izomorfidt létesit. (Azt kell tudnunk, hogy a véges > c¢;e”® linedris kombindcidk az
j=—N
Lo([—m,m)B,G(dzx)) tér mindeniitt siirt részhalmazat alkotjdk.)
Definidljuk a Zg(A) valészintliségi valtozét a Zg(A) = I(A) képlet segitségével. A
Z(+) valésziniiségi valtozok teljesitik az (i.)—(vi.) tulajdonsdgokat. Az (i), (ii), (iii) és
(v) tulajdonsagok teljesiilése nyilvanvald, a (iv) reldcié kovetkezik az Lo izomorfidbdl,

a (vi) tulajdonsag pedig az I(—f) = I(f) relaciébol. Tovabbé az I transzformécié Lo
izomorfidja és a (6) relaci6 alapjan I(f ) = ff )Zc(dx) minden f € Ly([—m, ), B,G)
fliggvényre. Tehdt specidlisan X,, = I(e"*) = [ em‘ng(dx).

A stacionarius sorozatok spekrtralreprezentacidja lehetévé teszi, hogy a komplex
fiiggvénytan mély eredményeinek a segitségével megoldjuk a predikcios problémat. Jelen
lefrasban csak rovid ismertetést tudok adni.

Be lehet bizonyitani, hogy egy regularis stacionarius sorozat esetében a kovari-
anciafiiggvénynek nemcsak spektrdlmértéke van, hanem létezik g(x) spektralsitirtiség-
fiiggvénye is, amely a Lebesgue mérték szerint majdnem mindeniitt pozitiv. Erdemes
ezt g(z) stirfiségfiiggvényt az egységkorvonalra “feltekerni”, azaz tekinteni a z = e,
—7m < X\ < m, egységkorvonalat a komplex szamsikon, és az egységkorvonalon a h(z) =
h(e) = g(\) a z = e** pontban tekinteni. A predikciés feladat megolddsahoz elegendd
megtalalni a Wold féle reprezenticié explicit alakjat, azaz meghatarozni a benne szerepld
¢, konstansokat, és kifejezni a (,, valdszintiségi valtozdkat a véletlen spektralmérték
segitségével.

A feladat f6 nehézsége a kovetkez6 analitikus probléméra vezetodik vissza. Ke-

(X) .
ressiink olyan F'(z) = > ¢;27, |2| < 1, analitikus fliggvényeket a komplex egységkor
=0

belsejében amelyekre az |F?(z)| fiiggvény hatdrértéke a korvonal peremén megegyezik
a h(z) fuggvénnyel. Keressiik ezen analitikus fiiggvények kozott azt, amelyiknek a
konstans ag egyiitthatdja lehetd legnagyobb.

Be lehet latni, hogy a keresett fiiggvényosztaly nem tires, és a keresett széls6érték-
tulajdonsaggal rendelkez6 fliggvénynek megvan az a tulajdonsiaga, hogy a korvonal
belsejében sehol sem tlinik el. Ez a tény azért érdekes, mert ebbdl kovetkezik, hogy
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a keresett hatarértékprobléméban (olyan analitikus fliggvényt keresiink, amelyiknek a
hataron el6irt az abszolut értéke) vehetiink logaritmust. Olyan esetben, amikor egy
analitikus fliggvény eltiinhet az értelmezési tartoméanyban nem tudjuk a logaritmust
egyértelmii fiiggvényként definidlni. Emlékeztetek arra, hogy egy z = |z|e”* komplex
szdm logaritmusa log z = log |z| 4+ i\ alakban irhat6, ahol a A szdm csak modulo 27
van meghatarozva. Logaritmust véve, a minket érdeklo feladat ugy valtozik meg, hogy
egy analitikus fiiggvénynek (az eredeti analitikus fiiggvény logaritmusdnak) ismerjiik a
realis részét a hataron. Mivel egy analitikus fiiggvény redlis része harmoénikus fiiggvény,
ezért az analizis néhany klasszikus eredményének a segitségével meg lehet oldani ezt a
feladatot. Az igy kapott megoldas lesz a keresett optimum tulajdonsidggal rendelkez6
megoldés.

Az elvégzett analizis tovabbi értékes informacidkat is ad. Lehet példaul jellemezni a
reguldris staciondarius folyamatokat. Egy stacionarius Gauss sorozat akkor és csak akkor
reguldris, ha létezik g(x) spektralstirtisége, amely teljesiti az f:r logg(x)dx > —o0
relaciot.

Nem volt idénk a téma alaposabb attekintésére. Ugyancsak elhagytam néhany
fontos specialis eset targyalasat. Az idésorok elméletében fontos szerepet jatszé moving
average és ARMA (autoregressziv moving average) folyamatok tanulmanyozésa is a fenti
elveken alapul. A 6 kiilonbség az, hogy ezekben az esetekben a spektral stiriiségfiiggvény
specidlis alaku racionalis tortfiiggvény. A feladat itt is arra vezetodik vissza, hogy
ezekbdl tgy vonjunk négyzetgyokot, hogy az igy kapott fliiggvény gyokei az egységkoron
kiviil essenek.
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