Sztochasztikus folyamatok, Wiener folyamat

A valészintiségszamitas egyik nagyon fontos fogalma a Wiener folyamat, amelyet Brown
mozgasnak is hivnak. Az els6 elnevezés e fogalom els60 matematikailag preciz beveze-
tojére, Norbert Wienerre, a masodik pedig egy Brown nevii XIX. szazadban élt angol
biolégusra utal, aki egy folyadékban levd, egymassal 1itk6z6 apré részecskék mozgasat
tanulményozta, és késébb kideriilt, hogy a Wiener folyamat az egy részecske (véletlen)
palyéjat leiré legjobb matematikai modell. Korabbi tanulményainkban lattuk, hogy
a valészinliségi valtozok korében a normadlis eloszlas, a vektor értékli valdoszinliségi
valtozok kozott a tobb-dimenzidés normaélis eloszlas kozponti szerepet jatszik. A Wiener
folyamat hasonléan fontos szerepet jatszik a sztochasztikus folyamatok elméletében,
és tulajdonképpen tgy tekinthetd, mint a standard normadlis eloszlasu valészintiiségi
valtozok megfelelel6je a sztochasztikus folyamatok kézott. Ahhoz, hogy ennek a megle-
hetésen nagyvonald kijelentésnek pontosabb értelmet tudjunk adni, sziikséges néhany
fogalom bevezetése és targyalasa.

Sztochasztikus fogalmakrol szolo alapvetd ismeretek.
El6szor be kell vezetniink a sztochasztikus folyamatok fogalmat.

Sztochasztikus folyamatok definicidja. Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniiségi
mez6 és eqy tetszdleges T (index)halmaz. Valdsziniségi vdltozdknak az (2, A, P) defi-
nidlt és a T halmaz elemeivel indezelt &, t € T, rendszerét az (2, A, P) téren defini-
alt (és a T halmazzal indexelt) sztochasztikus folyamatnak neveziink. Az alkalmazdsok
tobbségében a T halmazt a (nem-negativ) valés vagy egész szamok halmazanak vdalasztjuk.

Megjegyzem, hogy az esetek tObbségében valdsziniiségi valtozén a valdszintliségi
mezon értelmezett wvalos értékd mérheto fliggvényt értiink, de az altalanos definicié
szerint tetszéleges ((X, X') mérhetd téren értelmezett) mérhetd fiiggvényt valdsziniliségi
valtozonak neveziink. FEzt a szabadsdgot felhaszndlva idénként vektor vagy komplex
szam értékl valdszintliségi valtozokrdl is beszélhetiink.

Felmeriil a kérdés, hogy hogyan adhatunk meg egy sztochasztikus folyamatot.
Emlékeztetek arra, hogy valdszintiségi valtozokat altalaban nem ugy adtunk meg, hogy
definidltuk a valdszinliségi mezét és rajta a valdszintiségi valtozot, hanem megadtuk a
valésziniiségi véltozé eloszlasfiiggvényét, és azt mondtuk, hogy valamely (kozelebbrol
nem definidlt valésziniiségi mezén) egy olyan valészinliségi valtozot tekintiink, amely-
nek ez az eloszlasfiiggvénye. Ahhoz, hogy ezt megtehessiik sziikségiink volt egy olyan
eredményre, amely pontosan jellemezte az eloszlasfiiggvényeket. Természetes kivansag
az, hogy képesek legyiink sztochasztikus folyamatokat hasonléan jellemezni.

E kérdés vizsgalata elott idézziik fel a valdszintiségi valtozokrol szolé analdg ered-
ményt.

Tétel. FEgy F(uq,...,ui) fligguvény akkor és csak akkor eloszldsfiggvénye alkalmas
&1, ..., &k valdsziniségi vdltozoknak valamely (2, A, P) valdsziniségi mezén, ha ez az
F fiiggvény teljesiti a kovetkezd (i)—(iv) tulajdonsdgokat.

(i) F(uq,...,ur) minden vdltozéjanak balrdl folytonos fiiggvénye.
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(1) lim F(uy,...,ux) = 1.

Uj—00
minden j=1,...,k szadmra

(iii) u‘l_i)moo F(uy,...,ux) = 0. (Ez gy értendd, hogy az dsszes us,
P
valamely 1<j<k szamrra

1 <s <k, s#j koordindtdt régzitjik, és u; — —o0.)

Végiil definidljuk egy az R* téren definidlt F fiigguényre és eqy K = [a1,b1) X
- X [ag, by) téglatestre a

pK)=pr®)= Y ()X F(uy, )
u;= a; vagy b;
j=1,....k
mennyiséget, ahol x(u1,...,ux) jeloli az a;-k szamdt az uy, ..., uy sorozatban.

Ekkor
(iv) pr(K) >0 minden K téglatestre.

A fenti tétel bizonyitasanak legnehezebb része a a kovetkezd ugyevezett Stieltjes

/////

Tétel a Stieltjes mérték 1étezésérdl. Legyen F(zq,...,x1) olyan k-vdltozos fiigg-
vény, amely teljesiti az eldzd tételben megfogalmazott (i)—(iv) tulajdonsdgokat. Ekkor
létezik és egyértelmien meghatdrozott egy olyan pp Stieltjes mérték az R* k-dimenzids
tér Borel mérhetd halmazainak B* o-algebrdjdn, amely nem negativ o-additiv halmaz-
fiigguény ezen a o-algebrdn, pr(RF) =1, és

pr({ut, ... uktu; <zj, 1 <j<k})=F(xi,...,z8)
minden x1,...,x; valos szamra.

Vektor értéki valoszintiségi valtozok eloszlasainak jellemzésérol szélo tételnek fon-
tos altalanositdsa az aldbbi tétel, amely megadja, hogy mikor lehet sztochasztikus
folyamatokat azok véges dimenzids eloszlasainak segitségével megadni. Ennek kimon-
dasa elott bevezetek egy a tételben természetes médon megjelend definiciét.

Eloszlasok konzisztencidjanak definiciéja. Legyen adva valamely T (végtelen) hal-
maz, €s legyen a T halmaz minden {t1,...,t,} C T részhalmazdhoz eqy ezen halmaz ele-
meivel indexelt Fy, 1 (x¢,,...,x,) eloszldsfigguény hozzdrendelve. (Ezek szemléletes
tartalma a késobbi alkalmazdsokban az lesz, hogy ha eqy a T halmazzal indezelt szto-
chasztikus folyamatot megszoritunk a {t1,...,t,} halmazra, akkor ennek a véletlen vek-
tornak az eloszldsa legyen Fy, . 1 (x4,,...,x¢,).) Azt mondjuk, hogy a véges dimenzids
eloszlasok ezen rendszere konzisztens, ha tetszdleges véges {t1,...,tn} C T halmazra és
annak (véges) {t1, ..., tn,t1,...,tm} C T kiterjesztésére

Ftl,...,tn (.’L’tl, e ,.I'tn) = Ftly"'yt’n7£17"'7{m (.’L’tl, ! TR SR ,OO),
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és tetszoleges {t1,...,t,} C T halmazra és annak tetszéleges {tr(1y, .. ,trm)} C T
permutdciojdra
Fy, oot ($t1, ce axtn) =F

T N

7r(1)7"'7t7'r(n)( (1) ° ﬂ(n))'

Ezen definicié segitségével megadhatjuk az alabbi, a sztochasztikus folyamatok
megadéasaban alapvetd fontossagu tételt.

A valésziniliségszamitas Kolmogorov-féle alaptétele. Legyen adva egy (végtelen)
T halmaz, valamint Fy, ¢, (T4, ..., %, ) véges dimenzids eloszldsfigguényeknek egy a
T halmaz {t1,...,t,} C T véges részhalamazaival indezelt konzisztens rendszere. Ekkor
létezik eqy (2, A, P) valdszintiségi mezd, azon eqy &, t € T, a T halmazzal indexelt szto-
chasztikus folyamat dgy, hogy minden {ti,...,t,} C T véges halamazra a (&,,...,&t,)
véletlen vektor eloszldsfiggvénye az Fy, . 1 (x¢,,...,x,) eloszldsfigguény.

Megfogalmazok egy Kolmogorovtdl szarmazd mértékelméleti eredményt, amelybol
konnyen levezetheté a fenti alaptétel, és ezt meg is teszem. A mértékelméleti tétel
bizonyitasat viszont elhagyom. A tétel kimondésa el6tt bevezetek néhany jelolést.

Legyen adva egy T végtelen halmaz, és tekintsiik a szamegyenesnek a hozza tartozé
Borel o-algebraval egyiitt egy eme T halmazzal indexelt (Ry, Bt), t € T, példanyait, és

vegyiik ezeknek (RT,BT) = (H Ry, 11 ,Bt) direkt szorzatat. Definidljuk tovabbd a

teT teT
kovetkezd B halmazrendszert, amely valéjaban a BT o-algebra véges sok koordindtatdl
fiigg6 hengerhalmazaibdl &all, és halmaz-algebrat alkot. Egy B halmaz akkor és csak
akkor eleme a BI halmazrendszernek, ha létezik olyan Tp = {t1,...,tn} C T véges
részhalmaza a T halmaznak, és olyan B = B(ty,...,t,) halmaz, amelyre teljesiil a
— n —
B € [I(Ry,,By,), relacio, és B a B altal meghatdrozott hengerhalmaz az (X7, BT)

j=1

térben, azaz valamely z = {z;,t € T} € RT pontra az z € B relacié akkor és csak
akkor teljesiil, ha (z,,...,x¢, ) € B. Ezutdn megfogalmazom a kovetkez$ eredményt.

Tétel A. Legyen adva eqy T végtelen halmaz, és tekintsik a szdimegyenesnek a hozzd tar-
tozo Borel o-algebrdval egyiitt egy eme T halmazzal indexelt (R, By), t € T, példanyait,

és vegyiik ezeknek az el6bb bevezetett (RT,BT) = (H JRe, [1,Be | direkt szorzatdt
teT teT

valamint a BEY € BT wvéges sok koordindtdtdl fiiggé hengerhalmazokbdl dllé halmazrend-
szert. Legyen adva eloszlasfiigguvényeknek egy eqy a T halmaz véges Ty = {t1,...,tx} C
T részhalmazaival indezelt Fy, . 4, (x4,,...,x,) konzisztens rendszere, és definidljuk
egy B € Bl halmaznak a kévetkezd u(B) mértékét. Ha egy B halmaz elddll, mint
eqy B = B(ty,...,tx) halmaz dltal meghatdrozott hengerhalmaz, akkor legyen u(B) =

o (B), ahol pp, ., az Fy 4, (Ti-1,...,21,) elosldsfigguény dltal meghatd-
n

rozott Stieltjes mérték a [] (Ry;,Bi,) téren. Ekkor pu (nem negativ, egyre normdlt)

j=1

o-additiv halmazfiggvény a BY o-algebrdn.

,,,,,
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Kovetkezmény. A Carathéodory féle kiterjesztési tétel szerint a Tétel A-ban defindlt

p halmazfiigguény egyértelmiien kiterjeszthetd egy az (RT,BT) = (H Ry, I1 Bt) téren
teT  teT
értelmezett valosziniiségi mértékre.

A Kolmogorov-féle alaptétel bizonyitdsa a fenti tétel, illetve annak kévetkezménye alap-
jan. Tekintsiik a Tétel A-ban, illetve annak kdévetkezménye altal definialt (RT, BT)
rendszert. Ez tekinthetd gy, mint egy valészinliségi mezo, mert p valészintiségi mérték
ezen a téren. (Ennek a ténynek az igazoldsa a bizonyitds legnehezebb 1épése.) Ezért
definalhatjuk az (€2, A, P) val6szinfiségi mez6t, mint az (RT, BT, i) teret, és az w elemi
események megegyeznek a T halmazon értelmezett valds értéki fliggvényekkel. Adva
egy w = {x¢,t € T'} elemi esemény, definidljuk az &, (w), u € T, valészintiségi valtozot a
&u({me,t € T}) = x,, képlet segitségével. Ekkor az {w: &, (W) < Xyyy - vy &uy (W) < Ty, }
halmaz megegyezik azon fliggvényekbdl allé6 hengerhalmazzal, mely fiiggvények értéke

az u; pontban kisebb, mint z,,, az us pontban kisebb, mint x,,, ..., az u; pont-
ban kisebb, mint z,,. Az ilyen fiiggvényekbol allé halmaz valésziniisége a konstrukcio
alapjan Fy, . uy (Tuy, - -, Ty, ), és ezt kellett bebizonyitani.

1. feladat a gyakorlatra: Legyen adva egy (X, X) mérhet6 tér, és azon végtelen sok
(esetleg megszamldlhaténdl is tobb) fi(z), ¢ € T, mérhet6 fliggvény. Tekintsik az
Osszes fi(x) fiiggvény altal generdlt o-algebrat, azaz a legsziikebb o-algebrét, amelyre
nézve az osszes f; fliggvény mérheto. Lassuk be, hogy ez a kovetkezoképp is megadhaté:
Tekintsiik a 7" halmaz 0sszes lehetséges megszamlalhato részhalmazat, vegyiik az altaluk
indexelt fliggvények altal generdlt o-algebrat, és vegyiik ezen o-algebrak egyesitését. Ez
azt jelenti, hogy azt a halmazrendszert vessziik, amelyikbe egy B halmaz akkor és csak
akkor tartozik, ha létezik a T" indexhalmaznak olyan Ty megszamlalhaté részhalmaza,
hogy a B halmaz eleme a Ty halmaz elemeivel indexelt fliggvények altal generalt o-
algebranak.

la. feladat a gyakorlatra: Mutassuk meg az 1. feladat segitségével, hogy az Tétel A
allitasa redukalhaté arra a specidlis esetre, amikor 7" a nem negativ egész szamok hal-
maza.

A Wiener folyamat definiciéjanak megadédsa elott vezessiikk be a kovetkezd egyszerti
definiciét (elnevezést).

Szochasztikus folyamat trajektoriajanak a fogalma. Legyen adva eqy T index-
halmazzal paraméterezett & (w) sztochasztikus folyamat. Ennek eqy régzitett w elemi
eseményhez tartozo trajektoridjan a T halmazon definidlt & (w) fligguényt értjik.

Bevezetjiik tovabba a kdvetkezd fogalmat is.

Gauss (sztochasztikus) folyamat definiciéja. Egy &, t € T, folyamatot Gauss
folyamatnak nevezink, ha ennek minden véges dimenzios eloszlisa normadlis eloszlasi,
azaz T halmaz minden Ty = {t1,...,tx} véges részhalmazdra a (&,,...,&, ) véletlen
vektor tobb-dimenzids normadlis eloszdsiu vektor.

4



2. feladat a gyakorlatra: Ismételjiik at azt, hogy mi a tobb-dimenziés normalis eloszlas
definicigja. Lassuk be, hogy egy n-dimenzids (X7q,..., X,,) normélis eloszlasi véletlen
vektor eloszlasat meghatarozzak az EX;, 1 < j < n varhaté értékek és a Cov (X;, Xj) =
EX; X, — EX;EX}y, 1 < j,k <n, kovariancidk.

Megfogalmazom a Wiener folyamat definiciéjat.

Egy a [0,7] 0 < T < oo, intervallumon értelmezett Wiener folyamaton olyan Gauss
folyamatot értiink, amelyre

a) EW(t)=0,0<t<T, EW(s)W(t) = min(s,t), <s,t <T.
b) A W(t,w) folyamat trajektéridja minden w elemi eseményre folytonos fiiggvény a
[0, T'] intervallumon.

A Wiener folyamat definiciéja kapcsan szamos kérdést tisztazni kell. A 6 kérdés
az, hogy a fent megadott definicié értelmes-e. El6szor tisztdzni kell az a) pontot.
Mondhatjuk-e, hogy definidltuk a Wiener folyamat véges dimenzids eloszlasait konzisz-
tens médon? A definicié b) pontja még rejtélyesebb. A Kolmogorov féle alaptételben
semmilyen kijelentés nem szerepelt a sztochasztikus folyamat trajektoriajat illetoen.
Honnan tudjuk, hogy létezik folytonos trajektéridji, a Wiener folyamat a) feltételét
teljesité Gauss folyamat? Ha létezik, akkor mit mondhatunk a folytonos trajektéria
létezésérél? Automatikusan teljesiil ez a kovetelmény, vagy tenniink kell valamit ennek
teljesitése érdekében?

Az els6 kérdés megvalaszolasa egyszeriibb. Egyrészt a 2. feladat allitdsa azt je-
lenti, hogy a varhaté érték és a kovariancia megadasaval és azzal a megkotéssel, hogy a
Wiener folyamat Gauss folyamat, egyértelmiien megadtuk e folyamat véges dimenzids
eloszlasait. Masrészt, lassuk be a kovetkezo feladatot:

zamokat, vegyiink

3. feladat. RoOgzitsink valamely 0 < t; < ty < --- < t, < T s
= 0, normalis eloszlasu
k

figgetlen, nulla varhaté értékii és t; —t;—1, 1 < j < n, 1o

k

n; val6szinliségi véaltozdkat, és definidljuk a Z, = )Y n;, 1 < k < n valdsziniiségi
j=1

véaltozokat. Lassuk be, hogy a (Z1,...,7Z,) véletlen vektor eloszlisa megegyezik a

Wiener folyamatban definidlt (W (ty),..., W (t,)) véletlen vektor eloszldsdval. Léssuk
be ennek az észrevételnek a segitségével, hogy a Wiener folyamat definiciéjaban eléirt
véges dimenzios eloszlasok konzisztensek.

A 3. feladat &llitasa azt jelenti, hogy a Kolmogorov-féle alaptétel szerint 1étezik a
Wiener folyamat definicéjdban szerepld a) tulajdonsagot teljesité Gauss folyamat. A b)
tulajdonsaggal kapcsolatban a helyzet bonyolultabb. Oldjuk meg el6szor a kovetkezo
feladatot.

4. feladat a gyakorlatra: Legyen adva egy &, 0 <t < 1, a [0,1] intervallummal mint
index halmazzal értelmezett sztochasztikus folyamat valamely (2,4, P) valdszintiségi
mezon. Jelolje F a &, 0 < t < 1, valdszintiségi valtozok altal generalt o-algebrat.
Lassuk be az 1. feladat allitasanak a segitségével, hogy az az esemény, hogy a &; folyamat
folytonos trajektoriaji nincs benne a F o-algebraban.
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A negyedik feladat eredménye azért érdekes a szamunkra, mert csak az ott definialt
o-algebra eseményeinek a valdsziniiségérdl tudunk beszélni. Ha alaposabban meggon-
doljuk be lehet latni, hogy egy sztochasztikus folyamat véges dimenzids eloszlasainak is-
meretében nem beszélhetiink annak az eseménynek a valdszintiségérol, hogy a sztochasz-
tikus folyamat minden trajektéridja folytonos fliggvény. Viszont lehetéségiink van arra,
hogy ha adva van egy sztochasztikus folyamat, akkor megprébaljuk annak trajektériait
. Kijavitani” ugy, hogy a sztochasztikus folyamatot definialé valészintiségi valtozokat egy
null mértéki halmazon megvaltoztatunk. Ezaltal a sztochasztikus folyamat véges di-
menziés eloszldsait nem valtoztatjuk meg, viszont bizonyos esetekben esélytlink van arra,
hogy egy sztochasztikus folyamatban kontinum sok null mértékii halmazon véltoztatva
a trajektoridk tulajdonsagait megvaltoztatva jobb tulajdonsagu trajektéridkat kapunk.
Az alabbiakban megfogalmazok és bebizonyitok egy eredményt, amely elégséges feltételt
ad arra, hogy egy sztochasztikus folyamat valdsziniiségi valtozéit null mértéki hal-
mazon megvaltoztatva olyan sztochasztikus folyamatot kapjunk, amelynek trajektériai
folytonosak. (Természetesen az 1j folyamat véges dimenziés eloszldsai megegyeznek
az eredeti folyamat véges dimenziés eloszldsaival.) Azutdn megmutatom, hogy ez az
eredmény alkalmazhaté a Wiener folyamatok esetében is, és biztositja azt, hogy a
Wiener folyamat definicidjaban szerepeljen a b) tulajdonsag.

Az eredmény megfogalmazasa elott bevezetem a kovetkez6 definiciot.

Sztochasztikus folyamat sztochasztikus folytonossaganak a definiciéja. Legyen
adva egy sztochasztikus folyamat X (t), a < t < b, valamely [a,b] intervallumon. Azt
mondjuk, hogy ez a sztochasztikus folyamat folytonos valamely a <t < b pontban, ha
minden € > 0 szamra teljesil a

lim P(| X (ty,w) — X(t,w)| >¢) =0

tn—t
feltétel minden t,, — t szamsorozatra.
Most megfogalmazom a kovetkezé Lemmat.

Lemma sztochasztikus folyamat folytonos trajektoriairdl. Legyen adva egy
X(t,w), 0 <t <1 sztochasztikus folyamat a [0, 1] intervallumon. Teljesitse ez a szto-
chasztikus folyamat a kovetkezd két tulajdonsdgot.

a) Az X(t,w) sztochasztikus folyamat sztochasztikusan folytonos a [0, 1] intervallum
minden pontjaban.

b) A sztochasztikus folyamat majdnem minden X (t,w), 0 <t <1, w € Q, trajektoridja
rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdggal. Az X (%,w), n=12...,0<k<2™"
fiigguény, azaz az X (-,w) fligguvény megszoritisa a diadikusan raciondlis pontokra,
egyenletesen folytonos.

_ Ekkor létezik olyan X(t,w), 0 <t <1, sztochasztikus folyamat, amelynek minden
X (-,w) tragektoridja folytonos figguény, és P(X (t,w) = X (t,w)) =1 minden 0 <t <1
pontban.



Megjegyzés: Beldthatd, hogy a Lemmdaban szerepld a) és b) feltétel teljesiilése vagy nem
teljesiilése az X (t) sztochasztikus folyamat véges dimenzids eloszldsaitdl fiigg.

A Lemma bizonyitdsa. Definidljuk az X (t,w) sztochasztikus folyamatot a kévetkezd
maodon: Legyen X (t,w) =0 minden 0 <t <1 szamra egy olyan w esetében, amelyre az

X (%,w) figguény nem egyenletesen folytonos. Az olyan w elemi eseményekre viszont,

amelyekre ez a fligguény egyenletesen folytonos a diadikusan raciondlis pontokban tekint-
sunk minden 0 < t < 1 szdmra egy olyan k—:; k;ff)

nlingo 2,’1 =1, és legyen X(t w) = hm X (21” ) Ez a limesz létezik, mert azX (2:;,w)

n = 1,2,..., sorozat Cauchy somzat. Az X(t,w) és X(t,w) valdszintiségi vdltozo 1
valoszintiséggel megegyezik, mert mind a kettéhoz sztochasztikusan (a mértékelmélet
nyelvén mértékben) konvergadl az X (22 ,w), n=1,2,..., sorozat. Ezenkiviil az X (-,w)
trajektoridk folytonos fiigguények minden w € Q) elemi eseményre.

sorozatot, n = 1,2,..., amelyre

Az el6z6 lemma segitségével bebizonyitom az alabbi allitast, amely a korabbi ered-
ményekkel egylitt biztositja, hogy létezik Wiener folyamat.

Tétel (folytonos trajektéridjii) Wiener folyamat 1étezésérdl. Legyen adva egy
olyan W (t), 0 < t < 1, Gauss folyamat a [0,1] intervallumon, amely teljesiti a Wiener
folyamat definicidjaban szerepld a) feltételt. Ekkor létezik olyan W (t), 0 < t < 1, Wiener
folyamat a [0, 1] intervallumon, amelyre P(W (t,w) = W(t,w)) = 1, és trajektéridi 1
valdsziniséqggel folytonosak.

A Wiener folyamat létezésérdl szolo tétel bizonyitdisa. Elég megmutatni, hogy mindkét a
Lemméban szerepld feltétel teljesiil egy olyan W (¢,w) Gauss folyamatra, amely teljesiti
a Wiener folyamat definicidéjdban szerepl a) feltételt. Ezek koziil az a) tulajdonsédg tel-
jesiilése nyilvanval, mert W (t,,,w) — W (t,w) 0 varhaté értékii és |t —t,,| szérdsnégyzetii
valésziniiségi véltoz6. A b) tulajdonsig bizonyitdsdhoz elég megmutatni azt, hogy

P( sup |W (%,w) -W <%,w)‘ > 2_”/8> < o0. (A)
1

1<k<2n
Ebbdl ugyanis a Borel-Cantelli lemma alapjdn kovetkezik, hogy létezik olyan QO cQ,
P(©2) = 1 esemény, amelyre igaz, hogy minden w € 2 elemi eseményre van olyan n(w)

kiiszobindex gy, hogy sup !W(Q,L, )—W(%,w)‘ < 27"/% minden n > n(w)
<k<2n

szamra. Azt allitom, hogy ebbdl kovetkezik, hogy ha t és s két olyan diadikus racionalis

szadm, amelyre 0 < t — s < 271 valamely (nagy) L egész szdmra, w e Q, L > n(w)

akkor | X (t,w)—X(s,w)| <2 3 sup |W (£, w) W (5 w)| < z 2-"/8 < 1000-
n=L 1<k<2n

2-L/8  ahonnan kévetkezik, hogy a W (t,w) folyamat teljesiti a b) tulajdonsagot, ha

w € Q.

n

on Qn )

A fenti egyenlGtlenségsorozat els6 egyenlotlenségének belatasa érdekében tekintsiik

a leghosszabb [ij, k;ﬂ intervallumokat, amelyekre [QIZ, k;l] C [s,t]. Egy vagy két ilyen

intervallum van, és 7 > L. Legyen ezen intervallumok egyesitésének a bal végpontja 27,
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jobb végpontja pedig %7 k=k+1vagy k = k+ 2. Mind az [s, 2%} mind a [23 ,t}

intervallum eléallithato kiilonboz6é hossziasaga 2_j/, 7 > j + 1, hosszusigu diadikus
intervallumok egyesitéseként. Az el6bbiekbél kovetkezik, hogy az [s, t] intervallum el6&ll
277, j > L, hosszisagu diadikus intervallumok egyesitéseként, és ebben az egyesitésben
minden j > L-re legfeljebb 2 277 hossztisagt intervallum szerepel. Innen kovetkezik a
kivant egyenlGtlenség.

Az (A) relécié bizonyitdsahoz vegyiik észre, hogy

= [k (k-1
P( sup W(—,w)—W(—,w)’>2_”/8)
/ 1<k<2n 2n 2n
2n
- [k - (k-1
< P — — — o~ n/8
22| (5e) m s )
2n ) 2n7 n
SZ 2—n/2 22 n/2 o0,

mert a W (Qn, ) - W (kQ_nl , w) valoszinliségi valtozdk normalis eloszlasuak, nulla var-
haté értékkel és 27" szérdsnégyzettel. Ezért a negyedik momentumuk 32727, A tétel

bizonyitasat befejeztiik.

Megjegyzés: A fenti tételben belattuk, hogy létezik a [0, 1] intervallumon definidlt
Wiener folyamat. A jelolések némi véltoztatasaval be lehet latni ugyanezzel a mod-
szerrel, hogy tetszbleges T' > 0 szamra létezik Wiener folyamat a [0, 7] intervallumon.
De be lehet 1atni azt, hogy 1étezik W (t), ¢ > 0. Wiener folyamat a pozitiv félegyenesen
példaul a kovetkezo feladat megoldasanak a segitségével.

Feladat: Legyen W, (t),n=1,2,...,0 <t < 1, fliggetlen Wiener folyamatok sorozata a
[0, 1] intervallumon. Léssuk be, hogy ,,ezeket a fiiggetlen Wiener folyamatokat Gsszera-

[t]

gasztva”, azaz definidlva a W (t) = > W;(1) + W11 ([t]), 0 <t < oo, Wiener folyamat
=1

a t > 0 félegyenesen, ahol [t] a t szdm egész részet {t} pedit a t szdm tort részét jeldli.

Nem kételezd feladat: Mutassuk meg, (felhasznalva az el6z6 bizonyitas gondolatait, hogy
ha egy X (t,00), 0 < t < 1, sztochasztikus folyamat a [0, 1] intervallumon teljesiti az
E|X(t)— X (s)|*t* < C|t — 5|17 feltételt alkalmas o > 0, 3 > 0 és C' > 0 konstansokkal
mindet 0 < s < ¢t < 1 szdmpadrra, akkor 1étezik az X (t,w) sztochasztikus folyamatnak
olyan X (t,w) modésitasa, amelyre P(X(t,w) = X (t,w) minden 0 < t < 1 szdmra, és a
X (t,w) folyamat minden trajektoériaja folytonos fiiggvény. (Valéjadban az o > 0 feltétel
elhagyhato a feltételként szerepl6 egyenlétlenségbdl. Azért tettiik ezt fel, mert a legtobb
érdekes esetben csak o > 0 szdmmal tudjuk biztositani a kivant feltétel teljesiilését.

5. feladat a gyakorlatra: Mutassuk meg, hogy egy a [0,1] intervallumon definidlt
folytonos trajektéridju sztochasztikus folyamat tekinthetd, mint egy C([0, 1])-tér értéki,
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azaz a [0, 1] intervallumon értelmezett folytonos értékii fliggvényekbél allé, és a szup-
rémum normaval ellatott Banach téren értelmezett valdsziniiségi véaltozé. A probléma
jobb megértése érdekében a megfogamazom e kérdés 5a) valtozatat, amely megmagya-
razza, mi a probléma lényege.

ba. feladat a gyakorlatra: Vildgos, hogy egy a [0, 1] intervallumon értelmezett folytonos
trajektériaju X (¢, w) sztochasztikus folyamat az (2, A, P) valészintiségi mez6t leképezi
a C([0,1]) térbe. De be kell latni, hogy ez a leképezés mérheté. Tudjuk, hogy mivel
minden rogzitett 0 < ¢ < 1 szamra az X (t,-) fiiggvény folytonos, azaz tetszéleges Borel
mérheté B halmazra {w: X (t,w) € B} € A, (azaz a B halmaz 6sképe mérhets). Lassuk
be, hogy a C([0,1]) tér tetszéleges mérheté D halmazara {w: X (t,w) € D} € A.

5b. feladat a gyakorlatra: Az 5. feladat &llitdsa szerint tetszéleges a [0, 1] interval-
lumon definialt folytonos trajektoridju folyamat tekintheté tgy, mint egy értékeit a
C([0,1]) térben felvevs valdsziniiségi véltozé. Lassuk be, hogy e folyamat véges di-
menziés eloszlasai meghatarozzdk annak valdsziniiségét is, hogy véve egy tetszoleges
Borel-mérhet6 halmazt a C([0, 1]) térben, a sztochasztikus folyamat trajektériai ebbe a
halmazba esnek.

6. feladat a gyakorlatra: Az el6z6 tétel megoldasdban fontos szerepet jatszott az a 1épés,
hogy adjunk jo becslést annak valdszintiségére, hogy egy normalis eloszlasi valoszintiségi
valtozo egy adott szamnal nagyobb értéket vesz fel. Ezt a becslést abban a bizonyitasban
a negyedik momentum becslésének a segitségével kaptuk. Az ebben a feladatban meg-
fogalmazott becslés pontosabb, és bizonyos nehezebb feladatokban erre van sziikség. A
kovetkez6 jelolést fogjuk alkalmazni. ®(z) jeloli a standard normaélis eloszldsfliiggvényt,

o(r) = \/%e_"’ﬂ/ 2 ennek sfirtiségfiiggvényét. Mutassuk meg (parciélis integraldssal),
hogy minden z > 0 szamra teljesiil a kovetkez6 egyenl6tlenség:
1 1 1
- — — <1—-9 < — .
(3-5) v <1- 00 < 1ola)



Wiener folyamatok tulajdonsagai

Megfogalmazom azt a fontos eredményt, amelyet funkcionalis hatareloszlastételnek szo-
kas nevezni, és amely a szokasos centralis hatareloszlastétel természetes és fontos alta-
lanositasa. Elészor felidézem a centralis hatareloszlastétel dltalanos alakjat.

Ez a tétel arrdl szol, hogy ha tekintjiik valdszintiségi valtozéknak egy szériasoro-

zatat, azaz minden egyes k = 1,2,... egész szamra megadjuk valdszinliségi valtozdk

€y, J = 1,2,...,ny, sorozatat, amelyek (rogzitett k szdmra) fiiggetlenek, akkor a
N

Sk = > &k, j véletlen Gsszegek eloszldsban konvergalnak a normalis eloszlashoz nagyon
Jj=1

altalanos feltételek mellett. E feltételek koziil a legfontosabb az igynevezett Lindeberg
feltétel, amelyet kiilon felidézek.

Lindeberg feltétel definicidja szériasorozatokra: Legyen &, k = 1,2,..., 1 <

J < ng, olyan szériasorozat, melyre K&, ; =0, Eg‘,ﬁ,j <00, k=1,2,...,1 <5 <nyg, és
n

klim S EE2 ; = 1. Bz a szériasorozat akkor és csak akkor teljesiti a Lindebery feltételt,

—00 j=1 ’

ha tetszéleges € > 0 szamra
N
) ) B
kh—{go ZlEfk,jI ({‘fkﬂ >e}) =0,
J:

ahol I(A) egy A halmaz indikdtor fiiggvénye.

Centralis hatareloszlastétel szériasorozatokra a Lindeberg feltétel teljesiilése

esetén. Legyen &5, k=1,2,..., 1 < j < ng, olyan szériasorozat, melyre Ey, ; = 0,
ni
Eﬁij <o, k=1,2,...,1<j<ny, klim > Efij =1, és teljesitse e szériasorozat a
9. *’Oszl k2

Lindeberg feltételt. Ekkor

a.) a szériasorozat tagjai teljesitik a lim < sup FE¢? j> = 0 kicsiséqi feltételt.
k—oo Nigj<ne

K
b.) Az Sk = > &k, 1 < k < oo, véletlen dsszegek eloszldsban konvergdlnak a standard,

Jj=1
azaz nulla varhato értéki és 1 szordsnégyzeti, normdlis eloszlashoz, ha k — oo.

Be lehet latni azt is, hogy a centralis eloszlastétel ezen formaja bizonyos értelemben
éles, és tovabb nem javithaté. Ezzel a kérdéssel itt nem foglalkozunk.

Viszont megfogalmazok egy olyan eredményt, amely azt fejezi ki, hogy amennyiben
vesziink egy a Lindeberg feltételt teljesito szériasorozatot, és rogzitett k szamra nemcsak

Nk
az S = ) &, ; véletlen Osszeget vezetjiik be, hanem az Gsszes

Jj=1

J
Sk(i) = Gy, 1<j<m (B1)

p=1
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részletosszeget, és tekintjik az Sk(p), 1 < p < ny, sorozat eloszldsat, akkor ennek
aszimptotikus viselkedése jol bizonyos értelemben jol leirhaté egy Wiener folyamat
segitségével.

A fenti allitas pontos megfogalmazasanak érdekében vezessiik be a kovetkezd jelo-
léseket: Legyen adva egy

1,10, 81,m

' B2
gk,l?"'vékmk ( )

Nk
szériasorozat, amelyre E¢y ; = 0, E¢? = o} > > o = 52, és feltessziik, hogy teljesiil
j=1

J J
a klim sp = 1 reldcié. Vezessiik be az Sp(0) = 0, Sp(j) = > &y és sk(j)* = X 07,
—00 p=1 p=1
52(0) = 0, 5,(j)* = sks(—zjﬁ, 1 <j<ng k=12,..., mennyiségeket. Adjuk meg ezen

k
mennyiségek segitségével a kovetkezé a [0, 1] intervallumon definidlt X (t) = X (t,w),
0 <t <1, (véletlen) folytonos fiiggvényeket:

Xi(53(j),w) = Sk(j), 0<j<np és
5K(J)* —t t—5,(j —1)2
5k(J)? —sk(G — 1) 8k (j)? — sk(d — 1)
ha 5,(j — 1) <t <5,(j)%, 1<j<my,

Xi(t,w) = s Xk(51(j — 1), w) +

(B3)
azaz az Xy (-, w) fliggvény az 5;(j)? pontokban megegyeznek az elsd j & ,(w) valészinii-
ségi valtozd Osszegével, a koztiik levé pontokban pedig linearis fliggvényként kiegészitjiik
6ket. Tegyiik fel, hogy a (B2) szériasorozat teljesiti a Lindeberg feltételt is. Ekkor
alkalmazhato ra a centralis hatareloszlastétel. Némi plusz munkaval be lehet latni,
hogy nemcsak az X (1,w) valdszintiségi véaltozék konvergalnak eloszldsban a standard
normalis eloszlashoz, ha k — oo, hanem az is igaz, hogy minden rogzitett ¢ szamra
az Xp(t,w) valdsziniiségi valtozdk konvergalnak eloszldsban egy 0 varhat6 értékii és t
szorasnégyzetl normalis eloszlasi valdszintiségi valtozéhoz. So6t, az is igaz, hogy minden
0 <ty <ty <- <ty <1 szdmokra az (Xi(t1,w),..., Xk(tm,w)) véletlen vektorok
eloszldasban konvergédlnak egy olyan (Z1, ..., Z,,) m-dimenziés normalis eloszlasu vektor
eloszlasahoz, amelyre EZ; = 0,0 < j < k, EZ;Z;; = min(t;,t;). Ez szemléletesen
azt jelenti, hogy nagy k indexre a (B3) képletben definidlt X () sztochasztikus folya-
mat kozel van eloszldsban egy a [0, 1] intervallumon definidlt Wiener folyamathoz. Az
alabbiakban megfogalmazok egy tételt, amely a fent megfogalmazattokhoz hasonlé, de
tartalmasabb &llitast fogalmaz meg. A tétel kimondasa el6tt emlékeztetek arra, hogy
mint azt az 5. feladatban megfogalmazott &llitds megfogalmazza, egy a [0,1] inter-
vallumon definialt folytonos trajektériaju sztochasztikus folyamatot tekinthetiink egy
C([0,1]) téren definidlt valdsziniiségi valtozénak is. Ezt az észrevételt alkalmazhatjuk
mind a Wiener folyamatra, mind a (B3) képletben definialt folyamatokra. Az a tény,
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hogy egy Wiener folyamat felfoghaté gy, mint egy értékeit a C([0,1]) térben felvevd
valoszinliségi valtozo lehetové teszi, hogy bevezessiik az alabb megadandé Wiener mér-
ték fogalmat.

Wiener mérték definicidja. Legyen adva egy Wiener folyamat a [0, 1] intervallumban.
Tekintsiik ezt, mint egy értékeit a C(]0,1]) térben felvevd valésziniségi viltozét. Ennek
eloszldsat, azaz a pw (A) = P(w: W(-,w) € A) figgvényt minden a C([0,1]) térbeli Borel
mérhetd A halmazra, (azaz minden olyan A halmazra, amely benne van a B([0,1]) térben
lévd nyilt halmazok dltal generdlt legszikebb o-algebrdaban) Wiener mértéknek nevezziik.

Emlékeztetek tovabba arra, hogy az eloszlasban valé konvergencia természetes
altalanositdsat definialtdk tetszoleges szeparabilis metrikus térben. Ezt gyenge kon-
vergencianak nevezik altaldban az irodalomban, és euklidészi térben levo valdszintiségi
mértékek esetében ez ekvivalens az eloszlasban valé konvergenciaval. Tobb ekvivalens
alakja van ennek a definiciénak. Ezek mindegyike ekvivalens. A definiciokat megadom,
de ekvivalencidjuk bizonyitasat elhagyom.

Valészintiségi mértékek (gyenge) konvergenciijanak a definicidja, a) defini-
cié. Legyen adva valdszintiségi mértékek p,, n = 1,2..., sorozata egy (X, p) szepard-
bilis metrikus tér Borel mérhetd részhalmazain. Azt mondjuk, hogy e mértékek sorozata
gyengén konvergdl eqy p e szeparabilis metrikus tér Borel mérhetd részhalmazain de-
finidlt valdszinidségi mértékhez, ha minden a metrikus téren értelmezett folytonos f(x)

fuggvényre

lim [ f(z)pn(dz) = / F(@)u( de).

n—oo

Valé6szintiiségi mértékek (gyenge) konvergencijjanak a definicigja, bl) de-
finicié. Legyen adva wvaldszinidségi mértékek p,, n = 1,2..., sorozata egy (X, p)
szeparabilis metrikus tér Borel mérhetd részhalmazain. Azt mondjuk, hogy e mértékek
sorozata gyengén konvergdl eqy p e szepardbilis metrikus tér Borel mérhetd részhalma-
zain definialt valosziniiségi mértékhez, ha minden a metrikus téren lévd zdrt F' halmazra

limsup i, (F) < u(F).

n—oo

Valésziniiségi mértékek (gyenge) konvergencidjanak a definicigja, b2) de-
finicié. Legyen adva wvaldszinidségi mértékek p,, n = 1,2..., sorozata egy (X, p)
szepardbilis metrikus tér Borel mérhetd részhalmazain. Azt mondjuk, hogy e mértékek
sorozata gyengén konvergdl eqy p e szeparabilis metrikus tér Borel mérhetd részhalmaza-
i definidlt valosziniségi mértékhez, ha minden a metrikus téren lévé nyilt G halmazra

liminf u, (G) > pu(G).

n— oo -
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Most kimondhatjuk az elobb szériasorozatok altal definidlt véletlen linedaris da-
rabokbdl allé (torottvonal) fiiggvényeket értékként felvevd sztochasztikus folyamatok
gyenge konvergencidjat a Wiener mértékhez. Ezt a tételt az irodalomban funkcionalis
centralis hatareloszlastételnek hivjak.

Funkciondlis centrilis hatareloszlastétel. Legyen adva egy a (B2) képletben leirt

szériasorozat, amelynek tagjai teljesitik az B¢y, ; = 0, Ef,ij = a,%,j, k=1,2,...,1 <5<
Nk, khrn Z ak = 1 reldcicokat és a Lindebeg feltételt. Vezessiik be az e szériasorozat
—>OO

segztsegevel a (B3) formuldban definidlt folytonos trajektoridju Xi(t) = Xg(t,w), 0 <
t <1, k=1,2,..., folytonos trajektoridji sztochasztikus folyamatokat. Az Xy (t,w)
sztochasztikus folyamatok gyengén konvergdlnak a Wiener mértékhez, ha k — oo.

Felmeriil a kérdés, miért érdekes a fenti eredmény. Azért, mert ez nem pusztin
egy absztrakt térben megfogalmazott valtozata a centrélis hatareloszlastételnek, hanem
maguknak a szériasorozatok részletosszegeinek aszimptotikus viselkedésérol is lényeges
1j informaciét tartalmaz. Annak érdekében, hogy ezt megértsiik lassuk be az alabbi
egyszeri lemmat, amely azt fejezi ki, hogy egy folytonos transzformacioé gyengén konver-
gens valoszinliségi mértékek sorozatat ismét valdszinliségi mértékek gyengén konvergens
sorozataba visz. Pontosabban megfogalmazva a kovetkezd eredmény érvényes.

Lemma gyengén konvergens valdsziniliségi mértékek konvergenciajarol. Le-
gyen adva eqy (X, X) szepardbilis metrikus tér (itt X a p metrika segitségével az X téren
definidlt nyilt halmazok dltal generdlt Borel o-algebrdt jeloli, és hasonléan értelmezziik
késébb az Y o-algebrdt egy (Y,)) téren) és azon wvaldszinidségi valtozék ., sorozata,
n=1,2,..., amely az elobb definidlt gyenge konvergencia értelmében konvergdl eqy p
valoszintiségi mértékhez. Legyen adva ezenkivil eqy masik (Y,Y) szepardbilis metrikus
tér, valamint eqy T folytonos transzformdcié az (X, X) térbdl az (Y,Y) térbe. Ez a
transzformdcio természetes mddon indukdl egy transzformdcist, amely minden az (X, X)
téren definidlt v valdsziniségi mértéknek a kévetkezo Tv valosziniiséqgi mértéket felelteti
meg az (Y,Y) téren: Tv(B) = v({x: Tz € B}) minden B € Y halmazra. Ekkor a T,
valosziniségi mértékek gyengén konvergalnak a T valdsziniiségi mértékhez.

A lemma bizonyitdsa. Alkalmazzuk a gyenge konvergencia a) definicijat. Ekkor azt
kell beldtni, hogy tetszbleges az (Y,)) téren folytonos g(y) fiiggvényre

Jim [ g(y)Tun(dy) = / 9(y)Tu(dy).
Vezessiik be a g(y) figgvény f(x) = g(Tz) 6sképét. Ekkor az f(x) fiiggvény folytonos,
és a mértékelmélet egyik fontos eredménye alapjan mértéktartd transzformaciok szerin-
ti integralokrdl [ f(z)u(dx) = [ g(y)Tp(dy) és [ f(z)pn(d) fg )T 11, (dy) minden

n = 1,2,... szamra. A pu, mértékek gyenge konvergenmagabol és az f(x) figgvény
folytonossdgdbdl kovetkezik, hogy lim [ f(z)un(dz) = [ f(x)u(dx) a fenti szereposz-
n—oo

tassal. A fenti Osszefliggésekbol kovetkezik a lemma &llitasa.

13



Megjegyzés: Be lehet latni, hogy igaz a fenti lemma olyan élesitése, amely szerint a
Lemma altalanositasa érvényben marad akkor is, ha gyengitjiik azt a feltételt, hogy a T’
transzformécié folytonos. Elegendé csak annyit megkovetelni, hogy a T' transzformécio
egy valdsziniiséggel folytonos a p (hatar)mérték szerint. Ez az altaldnositas érdekes
bizonyos alkalmazasokban.

A fenti lemma szamunkra abban a specidlis esetben érdekes, amikor az (X, X') tér

a [0, 1] intervallumon definidlt folytonos fiiggvények C([0,1]) tere, (Y,)) a szdmegyenes

vagy egy véges dimenziés euklidészi tér a szokdsos Borel o-algebraval, és alkalmazunk

egy T transzforméciét a C([0, 1]) térbél ebbe a véges dimenzids euklidészi térbe. Ekkor

a funkcionalis centralis hatéreloszlastételnek érdekes kovetkezményei vannak. Tekint-

hetjiikk példaul a kovetkez6 példdkat: Tif = sup |f(x)|, Tof = sup f(z), Tsf =
0<z<1 0<z<1

fol f2(z)dx, Tyf = (T1f, Tof, T3 f). Ezek a transzformdciék mindegyike folytonos, ezek
kozil az els6 harom a szamegyenesre, a negyedik a harom dimenziés euklidészi térbe
képez. A Ti transformacio alkalmazasa példaul azt adja, hogy ha egy szériasorozat tel-

j
Z gkz,p
p=1
szinliségi valtozok eloszldsban konvergalnak egy a [0, 1] intervallumban definidlt Wiener
folyamat szuprémumaéanak eloszlasdhoz. Hasonléan lehet egy hatareloszlastételt mon-
dani Ts, T3 vagy Ty transzformacio alkalmazasa segitségével. Vegyiik észre azt is, hogy
a hatéreloszlds csak a hatarfolyamatt6l (a Wiener folyamattdl) fiigg, tehdt minden a
funkcionalis centralis hatareloszlastétel feltételeit teljesito szériasorozatra ugyanaz.

jesiti a funkciondlis centralis hatareloszlastétel feltételeit, akkor a sup val6-

1<j<nk

Informalis médon a fenti eredmények tgy interpretalhatéak, hogy a funkciondlis
hatareloszlastétel feltételeit teljesitd szériasorozatokbdl képzett részletosszegek sorozatai
nagy indexre hasonléan viselkednek, és ezt a hasonl6 viselkedést a Wiener folyamat se-
gitségével irhatjuk le.
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Megjegyzések a feladatok megoldasahoz

1. feladat. Be kell latni, hogy a feladatban megadott halmazrendszer o-algebrat alkot.
Hasznéljuk fel ennek igazolasdhoz azt a halmazelméleti tényt, hogy megszamlalhatd
sok megszamlalhaté halmaz uniéja is megszamldlhatéd. Ennek a ténynek a segitségével
vegyiik észre, hogy ha tekintiink megszamlalhaté sok a halmazrendszerben szereplé hal-
mazt, akkor feltehetjiik, hogy ezek mindegyike ugyanazon megszamlalhato sok fliggvény
altal generalt o-algebraban van.

1. a feladat (Vézlatos indoklas) Ahhoz, hogy a tekintett halmazfiiggvény o-additiv
legyen, ahhoz elég ezt a tulajdonsidgot megkovetelni akkor, ha a tér indexhalmazat
(tetszéleges médon) megszoritjuk megszamlalhaté sok koordindtéra. Atindexeléssel vi-
szont feltehetjiik, hogy ez a természetes szamok halmaza.

2. feladat Egy & = (&1,...,&) vektort k-dimenziés standard normadlis eloszldsi vek-
tornak neveziink, ha koordinatai fiiggetlen, standard normalis eloszldsi valdszintiségi
valtozok. Azokat a vektorokat nevezziik normalis eloszlasunak, amelynek eloszlasa meg-
egyezik egy £ A+ m véletlen vektor eloszlasaval, ahol £ standard normalis eloszldsu vek-
tor, A egy k x k métrix m egy k-dimenziés (determinisztikus) vektor. Némi szamoléssal
belathatd, hogy egy ilyen vektor kovariancia matrixa D = A* A alakd. A linearis algebra
bizonyos eredményeib6l kovetkezik, hogy a D = A* A egyenletnek (rogzitett D métrixra)
akkor és csak akkor van megolddsa, ha D szimmetrikus pozitiv (szemi)definit matrix.
(Miért?) Viszont egy ilyen egyenletnek nem csak egy A métrix lehet a megoldésa.
Ennek ellenére a D kovariancia matrix és az m varhatd érték matrix meghatéarozza
egy normalis eloszlasi vektor eloszlasat. Ennek egy lehetséges magyarazata: Elég
megmutatni, hogy a ¢ normélis eloszldst valészintiségi valtozé Ee’*¢) karakterisztikus
fliggvényét meghatarozza a D kovariancia métrix és m varhato érték. Masrészt be lehet
l4tni, hogy Fe'(t€) = ¢=(1.Dt)/24i(m.t),

3. feladat Az eloszlasok megegyezéséhez a tekintett vektorok normalis eloszldsa és
nulla varhaté értéke miatt elegend6 a kovarianciaméatrixok megegyezését ellendrizni.
A konzisztencia konnyen lathaté, ha megértjik, mir6l van szo.

4. feladat (Vazlatos indoklds) A o-algebra csak megszamlalhaté sok koordidtatdl fiiggd
eseményeket tartalmaz. Egy fliggvény ismerete viszont megszamlalhaté sok koordinata-
jaban nem hatarozza meg, hogy folytonos-e, mert a tobbi koordinataban el lehet rontani
a folytonossagot.

5. feladat Mind az 5., mind az 5a) mind az 5b) feladat megoldédsa a kovetkezd allitds
igazolédsan alapul:

te[0,1] t€[0,1]
egyenesnek B; pedig a szamegyenes o-algebrdjanak egy a t szammal paraméterezett
példanya. Jelolje Z az Gsszes a [0, 1] intervallumon folytonos fiiggvénybél all6 halmazt,
és tekintsiik az (RO, ClOU) tér Z, Z) megszoritdsit a Z halmazra. Ez azt jelenti, hogy
vessziik a Z halmazt, és Z azokbdl a B halmzokbdl all, amelyek el6allnak B = Z N A,

Tekintsik az (R[O’l],C[O’”) = < I R:, ]I Bt> szorzatteret, ahol R; a szdm-
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A e [0l alakban. Nem nehéz belatni, hogy Z a Z halmaz bizonyos részhalmazaibél
allé o-algebra. Azt &llitjuk, hogy tetszéleges a C([0,1]) térben Borel mérhet6 halmaz
benne van a Z o-algebraban. (Az is igaz, hogy a Z o-algebra megegyezik a C([0, 1]) tér
Borel o-algebréaval, de ennek az allitdsnak a masodik felére nem lesz sziikségiink.)

Az el6bbi allitds bizonyitdsdhoz elég megmutatni azt, hogy a C([0,1]) tér minden
G nyilt halmazara G € Z, mert ebbol kovetkezik, hogy minden a nyilt halmazok altal
generalt o-algebrdjaban levé B halmazra, B € Z.

Tovébb lehet redukdlni az allitdst a kovetkez6 tipusi halmazokra: Ha = = x(t) €
C([0,1]), € > 0, akkor legyen S(z,e) = {y: y € C([0,1]), sup |z(t) —y(t)| < e}. Elég
te(0,1]
beldtni, hogy minden S(z, ) tipusi halmazra S(x,e) € Z, mert tetszéleges nyilt halmaz
eloallithaté megszamlalhato sok ilyen halmaz uniéjaként. A kévetkezo meggondolds mu-
tatja, hogy S(z,e) € Z. Jeldlje @ a raciondlis szamok halmazat a [01, 1] intervallumban.
Ekkor

S(a:,e):n[:jl Q{y:yez,yy(r)—x(r)|< (1—%) 5} cz

(Miért?)

Az, hogy az X(-,w) folytonos trajektdrigju folyamat azt jelenti, hogy X(-,w) € Z
minden w € Q elemi eseményre. Mivel a C([0,1]) tér minden B Borel mérheté hal-
maza el6all B = AN Z, A € C[01 alakban, ezért {w: X(-,w) € B} = {w: X(,w) €
BNZ} ={w: X(,w) € A} € A, és a P(X(-,w) € A) = P(X(-,w) € B valészinfiséget
meghatarozzédk az X (-,w) sztochasztikus folyamat véges dimenzids eloszldsai. Innen
kovetkezik mind az 5a) mind az 5b) feladat allitdsa.

6. feladat Parcialis integralassal belathatd, hogy

o0 2 1 2 o0 1 2
/ e W2 dy = —e " /2—/ —26_“ /2 du,
1
T

oo
_e—ac2/2 - ie—xz/Q +/ %e—uZ/Q du :
T

3 U

és ebbOl az azonossagbol levezethet6 a feladat allitasa.
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