A Valészintiségszamitas 1. el6adassorozat els6 eléadasa.
2007. februdr 6.

Tekintsiink el6szor néhany példat, amelyek megmutatjik, hogy milyen kérdésekkel fog-
lalkozik a valdszintiségszamitas.

Tapasztalatbdél tudjuk, hogy évente koriilbeliil ugyanannyi fia és lany sziiletik.
Ugyanakkor, az, hogy az egyes 1jsziilottek fitk lesznek-e vagy lanyok a véletlentdl fligg.
Természetes feltenni, hogy minden 1jsziilott egymastol fliggetleniil lesz % valoszintiséggel
fia vagy lany. Az, hogy ilyen koriilmények koézott minden évben koriilbelill ugyan-
annyi fia és lany sziiletik, tehat nem az a helyzet, hogy egyik évben a sziiletend6 fitik
a masik évben a sziiletend6 lanyok szama sokkal nagyobb, a valdszinliségszamitas egy
nagyon fontos eredményének a nagy szamok torvényének a kovetkezménye. Ez a torvény
azt mondja, hogy ha sok egymastdl fiiggetlen kisérletet végziink, amelyek eredménye
valamely véletlen szam, akkor a mért eredmények atlaga nagyon kevéssé ingadozik a
kisérletek eredményének varhatéd értéke koriil. Ezt az allitast késébb pontosabban is
meg fogom fogalmazni.

Szeretnénk pontosabb eredményeket kapni arrél, hogy mekkora ez az ingadozas.
Ilyen eredményt ir le az tigynevezett centrdlis hatdreloszldstétel. A probléma megértése
érdekében tekintsiik a kovetkezd problémat. Valaki a kovetkezd jatékot ajanlja fel
nekiink. Feldob egy (szerinte) szabélyos pénzdarabot 10 000 alkalommal. Fejdobds
esetén mi fizetiink neki 1 forintot, irdsdobas esetén 6 fizet nekiink 1 forintot. Elhissziik-
e, hogy a pénzdarab valoban szabalyos volt, ha mind a 10 000 dobés fej volt? Es akkor,
ha 9000 fej és 1000 fej dobés tortént? Ha 6000 fej és 4000 irdsdobas? Ha 5200 fej és
4800 frasdobas? Ha 5050 fej és 4950 frasdobas?

Természetesen elvileg el6fordulhat, hogy egy szabalyos pénzdarab, amelyet 10 000
alkalommal feldobunk minden egyes esetben a fej oldalra esik. De ennek a valészinii-
sége rendkiviil kicsi, 2710 990 Nagyon hihetetlennek tiinhet, hogy egy ilyen esemény
valéban bekovetkezik. Ugyancsak rendkiviil kicsi annak a valdszintisége, hogy a fej-
dobasok szama nagyobb mint 9000. A nagy szamok torvénye szerint nagy x szamra
annak valdszinlisége, hogy a fejdobasok szama nagyobb mint 5000 4+ x rendkiviil kicsi
nagy x szamok esetén. De felmeriil a kérdés, hogy mely = szamok tekinthetok nagynak.
Ahhoz, hogy ezt a kérdést meg tudjuk valaszolni, j6 lenne ismerni egy olyan eredményt,
amelyik kozelitéleg megadja annak a valdszintiségét, hogy a fejdobasok szama nagyobb
mint 5000 4+ z egy szabalyos pénzdobas feldobdsa esetén. Ilyen eredmény ismeretes, és
ezt nevezik a centralis hatareloszlastételnek.

Erdemes megjegyezni, hogy a centrélis hatareloszlastétel més fontos problémakban
is megjelenik. Mutatok erre egy példat. Tegyiik fel, hogy 100 lampa Osszélettartamara
vagyunk kivancsiak. Olyan lampédkat hasznalunk, amelyek mindegyikének varhaté
élettartama 100 ora, de valdodi élettartamuk egy ekoriili érték valamilyen véletlen in-
gadozassal. Ha egy lampa kiég, akkor kicseréljiik a kovetkezo lampéra, amelynek
varhato élettartama szintén 100 ora, de valddi élettartama e varhatd érték koril in-
gadozik. Az Osszes lampa egyiittes élettartama ekkor 10 00 éra plusz valamilyen véletlen
ingadozas. A centralis hatareloszlastétel ennek az ingadozdsnak az eloszlasarél mond
ki egy nagyon érdekes eredményt. Ennek az eloszldsnak jellegzetes alakja van, amely

1



bizonyos értelemben nem fiigg a lampak élettartalmanak viselkedésétol. Ez magyardzza
meg azt is, hogy miért jelenik meg teljesen kiillonboz6é problémékban egy jellegzetes ha-
ranggorbének nevezett gorbe. Ennek pontosabb magyardzatat csak késobb, a centralis
hatareloszlastétel targyalasa soran fogom megadni.

Ugyanis a centralis hatareloszlastételnek, ennek a rendkiviil fontos eredménynek,
a megfogalmazasa néhany a késébbiekben targyalt fogalom ismeretét igényli. Példaul
mit jelent a lampa élettartamanak a varhaté értéke? Ez heurisztikus szinten értheto,
de ahhoz hogy szamolni is tudjunk a varhaté értékkel e fogalom pontosabb kidol-
gozasa és megértése sziikséges. Ugyancsak meg kell értentink azt, hogy amikor a lampa
élettartamanak az ingadozasat tekintjiik, akkor hogyan érdemes mérni ennek nagysagat.
E problémak tisztazasa fontos részét képezik a késébbi eldadasoknak.

A valdszinliségszamitas megalkotdasaban kiilonbozé szerencsejatékok vizsgalata is
nagyon fontos szerepet jatszott. Az ilyen kérdések alaposabb vizsgédlata nagyon hasznos-
nak bizonyult, tobb értékes gondolat hatterében szerencsejatékokkal kapcsolatos meg-
gondolasok rejlenek. Erdemes megjegyezni, hogy az elso ilyen hires probléma De Méré
lovagtdl szarmazik, aki Pascalnak tette fel két szerencsejatékkal kapcsolatos kérdését.
Ezek egyikét de Méré lovag is meg tudta valaszolni, de a masikat nem. Pascal megol-
dotta ezt a feladatot, amelyet levélben elkiildott a Toulouseban él6 Fermatnak. Fermat
is megoldotta ezt a problémét. Fermat megoldasi mdédszere kiilonbozott, de ugyanazt
az eredményt kapta. Ezutan irta Pascal sokat idézett mondatat: Ugyanaz az igazsag
Parizsban és Toulouseban. Leirom de Méré lovag kérdéseit, és egy kiegészitésben a rajuk
adhato valaszt is. De e feladatok megoldasa a gyakorlatok anyaga.

De Méré lovag problémdja:

a.) Ha egy kockdt 4-szer feldobunk, akkor mi annak a valdszintisége, hogy legalabb egy
hatos dobas lesz? Ha két kockat 24-szer feldobunk, mi annak a valdszintiisége, hogy
legaldbb egy dupla hatos lesz?

(De Méré lovag arra csodalkozott ré, hogy az els6 valészintliség %—nél kicsit kisebb,
a masodik valdszintiség pedig %—nél kicsit nagyobb.)

b.) Két jatékos egy igazsagos jatékot jatszik, amelynek mindegyik forduléjaban az egyes
jatékosok % valoszintliséggel nyernek, illetve veszitenek. Megallapodnak, hogy az
a jatékos nyeri el a tétet, aki el6szor ér el hat nyerést. De a jatékot félbe kell
szakitaniuk akkor, amikor az egyikiiknek harom a masikuknak pedig 6t nyerése
volt. Hogyan kell igazsagosan osztozkodniuk?

A fenti kérdéseket mar a XVII. szazadban megtargyalta Pascal és Fermat. Sokan
innentol szamitjak a valdszintliségszamitas elméletének létrejottét. Ezutan is tobb nagy
matematikus foglalkozott ezzel a témaval. Koziiliik kiilon emlitést érdemel Pierre-Simon
Laplace (1749-1827), aki egyik f6 miivét az Analitikus valdsziniiségelmélet cimii konyvet
(Théorie Analitique des Probabilités) ennek a témanak szentelte. S6t ezenkiviil megirta
e konyvnek a miivelt nagykozonség szamara készitett valtozatat is Filozofiai esszé a
valdsziniségszamitasrdl (Essai Phylosophique sur les Probabilités) cimen. Mégis a mai
modern valdszinliségszamitas megalkotasat jéval késobbre dataljak. Ez Andrei Nyiko-
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laevics Kolmogorov (1903-1987) nevéhez fliz6dik, aki az 1930-as években irt Grund-
begriffe der Wahrsheinlichkeitstheorie (A valésziniiségszamitas alapjai) cim{i miivében
vezette be a valoszinliségszamitas ma hasznalt modelljét. Tovabba bebizonyitott néhany
olyan alapvetd eredményt is, amelyek lehet6vé tették e modell hasznédlatat. Annak, hogy
a valészintiségszamitas elméletét ilyen késon alkottdk meg két f6 oka volt. Egyrészt
filozéfiai szinten nehéz volt megfogalmazni és elfogadtatni a véletlen alkalmas fogalmat.
A masik ok matematikai jellegii. A valdszintiségszamitas elméletének szigori megalapo-
zasa felhasznalja a XX. szdzadi matematika egy mély elméletének, a mértékelméletnek
az eredményeit is.

Bar a hallgatésag ezt az elméletet nem tanulta, ez nem zarja ki az eléadés meg-
értését. A mértékelmélet ugyanis arra szolgdl, hogy egyrészt matematikailag szigorian
igazolja azoknak a modszereknek a jogossagat, amelyeket a jozan ész diktal, masrészt
megmutassa, hogy mindazok a kérdések, amelyeket valdszintiségszamitasi problémanak
tekintiink targyalhaté a kidolgozott elmélet keretein beliil. Ismertetni fogom Kol-
mogorov modelljét, de azokat a mély elméleti eredményeket, amelyek ennek alapjaul
szolgalnak, (és amelyek ismeretére nincs sziikségiink konkrét feladatok megoldasédban)
bizonyitas nélkiil fogom kozolni. Ezelott azonban egy kis kitérét teszek. Felidézem a
kombinatorika néhény olyan eredményét, amelyek a valdszinliségszamitdasban is fontos
szerepet jatszanak. Attekintem, hogy hanyféleképp lehet egy n elemii halmazbdl k ele-
met kivalasztani, illetve néhany ezzel kapcsolatos kérdést targyalok.

Egy kombinatorikai kérdés vizsgalata.

A kovetkezo kérdéssel foglalkozunk. Hanyféleképp lehet egy n elemii halmazbdl k elemet,
k < n, kivalasztani? Vegyiik elOszor is észre, hogy valdjaban egy négy kérdésbol allé
kérdéscsoportrdl van szé. A pontos kérdésfeltevéskor ugyanis meg kell mondani, hogy
szamit-e a kivdlasztas sorrendje. Azaz ha egymads utan kivalasztunk k elemet n elembdl,
és két olyan valasztassorozatot tekintiink, amelyekben ugyanazt a k elemet valasztjuk ki,
de mas sorrendben, akkor ezt a k elem két kiilonbozo kivalasztasanak tekintjiik-e vagy
sem. Ugyancsak tisztazni kell azt, hogy ha egy elemet kivalasztottunk valaszthatjuk-
e ugyanazt az elemet mégegyszer vagy sem. Ezt a kérdést tgy is meg szoktak fo-
galmazni, hogy visszatevéssel vélasztunk-e vagy visszatevés nélkiil. Az aldbbiakban
példaval megvilagitva mind a négy lehetOséget targyalom. Az egyszeriiség kedvéért
feltehetjiik, hogy az n elem{i halmaz, amelybdl valasztunk megegyezik az {1,2,...,n}
halmazzal.

Probléma A) Hényféleképp lehet kivalasztani n elem koziil k elemet, ha minden
elemet csak egyszer (visszatevés nélkiil) valaszthatunk, és nem szamit a sorrend?

Probléma B) Hanyféleképp lehet kivalasztani n elem kozil k elemet, ha minden
elemet csak egyszer (visszatevés nélkiil) vélaszthatunk, és szamit a sorrend?

E két feladat és a koztiik levo kiilonbség megértése érdekében tekintsiik a kovetkezd
kérdést: Hanyféle eredménye lehet egy lottohiuzasnak? Ha azt kérdezziik, hany kiilonbo-
z6 eredmény jelenhet meg a masnapi djsagban, akkor a valasz az 6t hosszisagu, 1 és 90
kozotti szamokat felvevo, szigorian monoton névekvo szamsorozatok szama. Ha valaki
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elmegy a lottohuzasra, és feljegyzi maganak az egymdés utan kihtzott szamokat, akkor
egy Ot hosszusagu értékeit 1 és 90 kozott felvevo szamsorozatot jegyez fel maganak,
amelynek értékei nem feltétleniil monoton nonek. Kérdezhetjiik azt is hany kiilénb6zo
eredményt jegyezhet fel az ilyen megfigyelé. Az els6 esetben az A) a mésodik esetben a
B) probléma megoldéséat kérdezziik n = 90, k = 5 esetben.

A B) kérdésre a valasz n(n —1)---(n —k + 1), mert az els6 elemet n a masodik elemet
n — 1, és igy tovabb a k-ik elemet n — k + 1 féleképp valaszthatjuk.

Az A) kérdésre a vélasz (}) = n(”_l)'}j”_kﬂ), mert ha megkiilonboztetjiik a k elem

két olyan kivalasztasat, amelyekben ugyanazokat az elemeket vélasztjuk, de mas sor-
rendben, akkor n(n —1)---(n — k + 1) vélasztas lehetséges. Masrészt ha két sorozatot
nem kiionboztetiink meg akkor, ha ugyanazokat az elemeket tartalmazzak csak eset-
leg més sorrendben, akkor az el6z6 Osszeszamlaldsban minden lehetséges sorozatot k!
multiplicitassal szamoltunk.

Probléma C) Hanyféleképp lehet kivalasztani n elem kozil k elemet, ha minden
elemet t6bbszor is (visszatevéssel) valaszthatjuk, és nem szamit a sorrend?

Probléma D) Hényféleképp lehet kivdlasztani n elem koziil k elemet, ha minden
elemet tObbszor is (visszatevéssel) valaszthatjuk, és szamit a sorrend?

Példa olyan feladatra, amelyben a C) és D) probléma jelenik meg: Megkérdeziink k
embert, hogy mikor, azaz az év hanyadik napjan sziilettek. (Az egyszertiség kedvéért
tegyiik fel, hogy senki sem sziiletett a szokénapon, azaz februar 29-én.) Ha valaki
egymas utan feljegyzi, hogy a k megkérdezett személy az év melyik napjan sziiletett, és
arra vagyunk kivancsiak, hany kiilonboz6 feljegyzés lehetséges, akkor a D) kérdést kell
megvalaszolnunk. Ha feljegyezziik novekvd sorrendben azokat a napokat, amelyeken
a megkérdezett emberek valamelyikének sziiletésnapja van, és minden napot annyiszor
jegyziink fel, ahanyszor valamelyik megkérdezett ezt, mint sziiletésnapot megadta, akkor
a lehetséges szamsorozatok szamanak megadasa a C) kérdéshez vezet.

A D) kérdésre a vélasz egyszerii; n* valasztas lehetséges, mert k alkalommal n elem
valamelyikét valaszthatjuk.

A C) kérdés megvialaszolasa nehezebb. Az A) feladat megoldasaban hasznélt
moddszer ebben az esetben nem alkalmazhaté. (Gondoljuk meg példdul, hogy hany
kiilonboz6 harom hossziusagu sorozat adhaté meg, ha megmondjuk, hogy melyik szdm-
jegy hanyszor jelenhet meg. Egy csupa 1-esbol allé sorozat csak egyféleképp adhato
meg, gy mint 1,1,1. Egy két 1-esbol és egy 2-esbol allé sorozat harom kiillonb6z6 mo-
don adhaté meg: 1,1,2, 1,2,1, 2,1,1. Egy egy 1-es egy 2-es és egy 3-asbol all6 sorozat hat
kiilonb6z6 modon adhaté meg: 1,2,3, 1,3,2, 2,1,3, 2,3,1, 3,1,2, 3,2,1. Azaz, kiilonb6z6
tipusi sorozatok sorbarendezéseinek a szama kiilonb6z6.) A C) feladat megolddsa mas
gondolatok alkalmazéasat igényli.

A C) kérdésre a valasz ("+,’: _1). Ennek megértése érdekében vegyiik észre, hogy a kérdés
ekvivelens a kovetkezé probléméval. Hany k hosszisdgi monoton (nem feltétleniil

4



szigorian monoton) sorozat van, amelynek elemei az {1,2,...,n} halmaz elemei? Ezen
ekvivalencia megértésének érdekében érdemes az n elemi halmazt az {1,2,...,n} hal-
maznak valasztani. Ebben az esetben egy lehetséges halmaz kivalasztidsa megegyezik
egy olyan (nem feltétleniil szigorian) névekvé k hosszisigi szamsorozat megadasaval,
amelynek elemei 1 és n kozotti egész értékeket vesznek fel.

Az ilyen sorozatok Osszeszamolasa érdekében alkalmazzuk a kovetkezd gondolat-
menetet. Minden egyes ilyen tulajdonsdgi sorozatnak feleltessiik meg a kovetkezo
sorozatot. Az els6 szamhoz adjunk 0-t a masodikhoz 1-et, a harmadikhoz 2-t, ...,
a k-ikhoz k — 1-et. Ilyen médon egy szigorian névekvé k hosszisagu sorozatot kapunk,

amelynek elemei az 1,2,...,n+ k — 1 szamok valamelyikét veszik fel. Sot, ilyen mddon
kolesonosen egyértelmii megfeleltetést adunk a k hossziségi (nem feltétleniil szigorian)
novekvo értékeit az {1,...,n} halmazban felvevd, illetve a k hosszisigi, (szigorian)
novekvo és értékeit az {1,2,...,n+k—1} halmazban felvevé sorozatok kozott. Ezért a
keresett tulajdonsagi sorozatok szama megegyezik a k hosszisagu szigorian novekvo,
értékeit az {1,2,...,n+k—1} halmazban felvevé sorozatok szaméaval. Az ilyen sorozatok
¢ n+k—1
szama, ( . )

Megjegyzés: A C) kérdés feladat megoldasaban felhasznédltuk azt a tényt, hogy két
halmaz, amelyek elemei kozott kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés 1étesithetoé ugyan-
annyi elembol all. Ez az észrevétel érvényes végtelen halmazokra is. S6t, végtelen hal-
mazok esetén ezen tulajdonsag segitségével definialjak azt, hogy két halmaznak mikor
ugyanakkora a szamossaga. Ez a tény megjelenik a megszamldlhato szamossiagu halma-
zok definicidéjaban is, amelynek megértésére a késébbiekben sziikségiink lesz.

Feladat:

Egy kiegészitésben targyalni fogok néhany a most targyalt kombinatorikai kérdé-
sekkel kapcsolatos feladatot.



A valészintliségszamitas Kolmogorov-féle modellje.

Két természetes elvardsunk van a valészinliségszamitas egy jo modelljével szemben.

(i) Elvarjuk, hogy minden természetes véletlennel kapcsolatos feladat targyalhato le-
gyen benne.

(ii) Elvéarjuk, hogy azok a hasznos gondolatok, érvek, amelyek lehet&vé teszik konkrét
feladatok megoldasat, alkalmazhatéak legyenek benne.

Kolmogorov modellje mind a két kivanalmat kielégiti. E modell ismertetése fontos
része lesz ennek az el6adassorozatnak. Mielott ennek ismertetésére ratérnék tekintek
néhany egyszerli feladatot, amelyek vizsgdlata segit megérteni e modellt. Ezeket a
feladatokat megoldjuk néhdny természetes érv segitségével. A valdszinliségszamitds egy
preciz targyalasaban ezen érvek jogossagat kiilon meg kell indokolni. Viszont latni
fogjuk, hogy Kolmogorov elmélete gy van felépitve, hogy abban kozvetleniil lathaté az
itt alkalmazott modszerek jogossaga.

1.) Egy pénzdarabot feldobunk kétszer. Mi annak a valészintisége, hogy pontosan egy
fejdobas lesz? Mi annak a valdszinlisége, hogy legaldbb egy fejdobés lesz?

Megoldds: A dobésok lehetséges kimenete, (F,F), (F,I), (I,F) és (I,I). Ezen
lehetséges kimenetelek mindegyikének a valészintisége i. Ezért annak a valdszinii-
sége, hogy pontosan egy fejdobdas, azaz az (F, I) vagy (I, F') dobédssorozat kovetkezik
be % Annak a valdsziniisége, hogy legalabb egy fejdobés, azaz az (F, F'), (F, I) vagy
(I, F) dobéssorozatok eredménye kovetkezik be, 3.

2.) Feldobunk két szabélyos dobokockat. Mi annak a valésziniisége, hogy a dobasered-
mények Osszege pontosan 9 illetve pontosan 107 Hany kiilonb6z6 moédon fordulhat
elo, hogy a dobasok Osszege 9 és hany kiilonb6z6 médon lehet a dobasok Gsszege
107

Megoldas: A dobasok Osszegének eredménye akkor 9, ha a (3,6), (4,5), (5,4) vagy
(6,3) dobésparok valamelyike kovetkezik be. Ezen dobéssorozatok mindegyikének
valoszinlisége %, ezért % = % annak a valdszinilisége, hogy az 0sszeg pontosan 9.
Hasonléan, az 6sszeg akkor 10, ha a (4,6), (5,5) vagy (6,4) dobasparok valame-
lyike jelenik meg, és ennek a valdsziniisége 3—36 = 1—12 Jegyezziik meg, hogy a fenti
targyalasban az egyes kimenetelek felsorolasaban nemcsak azt vettiik figyelembe,
hogy milyen dobaseredmények jelentek meg, hanem azt is, hogy melyik kockan

jelentek meg ezek a dobaseredmények.

3.) Egy urndban 20 piros és 30 fehér golyé van. Kihdzunk 25 golyot visszatevéssel.
Mi a valdszinlisége annak, hogy az elsé huzas eredménye piros? Annak, hogy az
els6 huzas eredménye piros és a masodiké fehér? Annak, hogy az 6todik hizas
eredménye piros? Annak, hogy az 6todik hiizas eredménye piros és a tizenhatodik
htzas eredménye fehér?

Megoldds: Annak a valdsziniisége, hogy az els6 hiizés piros % = %, mert 50 golyébol

hizzuk ki a 20 piros goly6 valamelyikét, és minden golyot egyforma valdszintiséggel
hizunk ki. Annak a valdszintisége, hogy az els6 htuzas piros, a masodik fehér,
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2 . % = 265, mert eloszor 50 golyd koziil valasztjuk ki a hisz piros golyé valame-
lylket majd 50 goly6 valamelyikébol a 30 fehér goly6 valamelyikét, és minden hizas
egyforma valészinli. Hasonléan, annak valészintisége, hogy az 5. huzasban piros
goly6t hizunk ki %, és annak valdsziniisége, hogy az 5. huzas soréan piros és a 16.
hizas soran fehér golyét hiuzunk % . % = 2%.

Jegyezziik meg, hogy a kovetkez6 feladat megoldasa egy olyan érvet tartalmaz, ame-
lyik ebben az esetben is alkalmazhaté, és megmutatja, hogy annak valdszintisége,
hogy az 5. huzas piros és a 16. hizas fehér megegyezik annak valdszintiségével,
hogy az els6 hizéas piros és a masodik hiizas fehér. Erdemes ezeket az érveléseket
mégegyszer végiggondolni azutan, hogy megtargyaltuk a valészintiségi mez6 pontos
definiciéjat.

Egy urndban 20 piros és 30 fehér golyé van. Kihuzunk 25 golyot visszatevés nélkil.
Mi annak a valészinlisége annak, hogy az elsé htizas eredménye piros? Annak, hogy
az els6 hizas eredménye piros és a méasodiké fehér? Annak, hogy az 6todik hizas
eredménye piros? Annak, hogy az 6todik huzas eredménye piros és a tizenhatodik
htzas eredménye fehér?

Megoldas: Annak a valdészintisége, hogy az els6 hizas piros gg 2 =, mert 50 goly6bol

hizzuk ki a 20 piros golyé valamelyikét, és minden golyot egyforma valoszintiséggel

huzunk ki. Annak a valdsziniisége, hogy az els6 hiizas piros, a masodik fehér, g 28 =
2 45, mert el6szor 50 golyd koziil valasztjuk ki a hisz piros golyd valamelyikét, majd

49 golyé valamelyikébol a 30 fehér golyd valamelyikét, és minden hizéds egyforma
valészinti. Belatjuk, hogy annak valészintlisége, hogy az 5. htuzasban piros golyot
hizunk ki, megegyezik annak a valészintiségével, hogy az els6 htuzas piros, azaz
%. Tovabba annak a valdszinlisége, hogy az 5. huzas soran piros és a 16. huzas
soran fehér goly6t hizunk megegyezik annak a valészintiségével, hogy az els6 hizas

eredménye piros és a méasodik hizas eredménye fehér. Ezért ez a valdsziniliség is
2 30 _ 60

549 — 245"

Tekintsiik ugyanis az 0sszes 25 hosszisagu huizassorozatot. Ekkor annak valdszint-
sége, hogy az 5. hiuzas eredménye piros a 16. huzas eredménye fehér megegyezik az
Osszes olyan 25 hosszisdgu huzassorozat valdszinliségének az Osszegével, amelyek
5. helyén piros és a 16. helyén fehér jegy all. Hasonléan szamithaté ki annak a
valoszinlisége, hogy az els6 huzas piros és a masodik htizas eredménye fehér, azzal a
kiilonbséggel, hogy az 5. hely helyett az elso és a 16. hely helyett a masodik helyet
kell tekinteni. Be fogjuk latni, hogy ugyanaz a képlet fejezi ki ezt a két kiilonboz6
valészintliséget, ezért azok megegyeznek. Ezt az érvelést kissé dltalanosabban fogjuk
kifejteni egy mas alkalmazasokban is hasznos egyszerii lemma segitségével.

Annak érdekében, hogy a fent jelzett érvelést végrehajthassuk, vegyiik el6szor észre
a kovetkezd tényt. Annak a valészinlisége, hogy egy el6irt konkrét 25 hosszisagu
sorozat jelenik meg csak attél fiigg, hogy ez a sorozat hany piros és hany fehér
golyo6t tartalmaz, de nem fiigg a fehér és piros hizasok sorrendjétél. Valéban, ha

egy huzdssorozat s piros és 25 — s fehér golyot tartalmaz, akkor e sorozat megje-
20-19---(20—s+1)-30-29--- (30— (25—s)+1) .
50-49---26 . Ugyanis egy

lenésének a valdszinlisége P(s) =



1)

25
el6irt huzdssorozat valészintisége || ahol [(j) az a j — 1-ik hizés utdn az
L

urndban maradt piros golyok szama, ha a j-ik hizés piros, és a j — 1-ik huzéas utan

az urnaban maradt fehér golyok szama, ha a j-ik hizas fehér. Ez a kifejezés meg-
25

egyezik a megadott formuldval, mert [] {(j) =20-19---(20—s+1)-30-29--- (30—
j=1

(25 — s) + 1). Ugyanis az azonossdg két oldalan felirt szorzatokban ugyanazok a

tényezok szerepelnek, csak mas sorrendben.

A 4. feladatot a fenti tulajdonsag és az aldbbi lemma segitségével lehet megoldani.
Ennek a lemmanak tovabbi hasznos kovetkezményei is vannak.

Lemma bizonyos hitizassorozatok valdszintiiségérol. Legyen adva n piros vagy
fehér golyo egy olyan egymds utdni véletlen kivdlasztdsa, amelyben egy eldirt n hosszi-
sagu k piros és n — k fehér golyot tartalmazo sorozat kivdlasztisdnak a valdsziniisége
csak a k szamtdl fiigg. (Azaz két olyan huzdssorozat valdszinisége, amelyekben ugyan-
annyi piros €és fehér golyot hiztunk ki, csak mds sorrendben megegyezik.) Rogzitsink
p kilonbozé 1 < I < lp < --- < I, < n iddpontot és egy p hosszisdgu piros—fehér
jelsorozatot. Jelolje r, 0 < r < p, a piros-fehér jelek eme részsorozatiban szerepld piros
jelek szamadt. Tekintsik annak a valdsziniiségét, hogy az l; idépontban kihizott golyo
szine megegyezik a rogzitett p hosszusdgu piros—fehér jelsorozat j-ik elemével minden
1 < j <pindexre. Ez a valosziniség megegyezik annak a valdsziniségével, hogy az elsé
r huzdasban piros és az utdna kovetkezé p — r huzdsban fehér golyot huztunk.

1. Megjegyzés. A fenti lemma segitségével konnyen befejezhetjik a 4. feladat meg-
oldasat. Lattuk ugyanis, hogy a tekintett modellben teljesiilnek a lemma feltételei.
Ezért annak a valdszintisége, hogy az o0todik hiuzas eredménye piros megegyezik an-
nak a valdsziniiségével, hogy az els6é hizéas piros. Annak a valdszinlisége, hogy az
otodik hiuzas eredménye piros és a tizenhatodik huzas eredménye fehér egyenld an-
nak a valdsziniiségével, hogy az elsé huzas piros, a masodik pedig fehér. Ez utobbi
valoszinliségeket pedig mar kiszamoltuk.

2. Megjegyzés. Létezik a fenti lemmanak egy hasznos és természetes altalanositasa agy-
nevezett felcserélheto valdszintiségi valtozokrdl, amely hasonléan, sot kissé egyszeriib-
ben bizonyithatd. Ezt az allitast is megfogalmazom késébb egy rovid kiegészitésben.
Ezt az &ltalanosabb eredményt érdemes néhany késébb bevezetend6 fontos fogalom
ismeretében megfogalmazni, és ez az oka a halasztasnak.

A lemma bizonyitdsa. Elég belatni, hogy tetszéleges r < s < n — p + r szamra a
kovetkez6 A) és B) esemény valdszintisége megegyezik:
A) esemény: Olyan (n hosszisagi) hizdssorozatot valasztunk, amelyben az [;-
ik helyen levé elemnek a szine megegyezik a rogzitett p hossziusagu piros—fehér
jelsorozat j-ik elemével minden 1 < j < p indexre, és amely pontosan s darab piros
goly6t tartalmaz.

B) esemény: Olyan n hosszisdgu hizassorozatot valasztunk, amelynek az elsé r
eleme piros, az utana kovetkezd p — r eleme fehér, és amely pontosan s darab piros
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goly6t tartalmaz.

Ugyanis Osszegezve ezeket az azonossigokat minden r < s < [ — p + r indexre
megkapjuk a kivant allitast.

Viszont ezeket az azonossagokat konnyen ellenérizhetjiik. Valéban, jelélje P(s) egy
olyan (n hosszisagi) sorozat valdsziniliségét, amely pontosan s piros golyét tartalmaz.
Ekkor az A) esemény valdszintisége ("~F) P(s). Ugyanis (Z:f) olyan sorozat van, amely
teljesiti az A) esemény definicidjaban szerepld feltételeket, (ez azért igaz, mert p helyen,
a ji,...,Jp idépontokban a kihtzott golydk szine eldirt, és ezek kozott r darab piros
szin(i goly6 van, igy a maradék n — p helyen pontosan s — r piros golyénak kell lennie,)
és minden ilyen sorozat megjelenésének a valészintisége P(s). Hasonléan a B) esemény
valészintisége is (7_P) P(s).

Az el6z6 példak, illetve azok megolddsai mutatjak, hogy érdemes a valdszintiségi fel-
adatok egy halmazelméleti modelljét tekinteni, és azokat jobban megérteni. A formalis
definicié megadasa el6tt tekintsiink néhany hasonlé problémat, ahol azonban a részletek
kidolgozéasa sziikségessé teszi nehezebb matematikai kérdések tisztazasat.

Elsé példa: Ledobunk a [0,1] egységintervallumra egymadstol fiiggetlentil elészor egy
r majd egy y pontot, azaz annak valdszinlisége, hogy az x vagy y pont az egység-
intervallum valamely [a,b] C [0, 1] részintervalluméba esik megegyezik ezen intervallum
|b — a| hosszaval, annak valészinlisége pedig, hogy az egységnégyzet belsejében 1év6 az
(x,y) pontpar altal meghatdrozott pont egy az egységnégyzetben levé [a,b] X [e,d] C
[0,1]x[0, 1] téglalapba esik megegyezik ennek a téglalapnak (b—a)(c—d) teriiletével. Azt
varjuk, hogy annak valésziniisége, hogy az (x,y) pont egy az egységnégyzet belsejében
1évé 1 sugard korbe esik megegyezik ennek a kornek r27 teriiletével. Altaldnosabban, azt
varjuk, hogy annak valdszintisége, hogy az (z,y) pont egy az egységnégyzet belsejében
1évé A halmazba esik egyenlé ennek a halmaznak a teriiletével.

Helyes-e ez a természetes elképzelés? Alapjaban véve helyes, de felmeriil egy komoly
elvi probléma. Nevezetesen a kovetkezo: Annak az allitdsnak, hogy a véletlen (z,y)
pont akkora valdszintiséggel esik egy A halmazba, mint amennyi ennek az A halmaznak
a teriilete csak akkor van értelme, ha beszélhetiink az A halmaz teriiletérél. Tudjuk-e
értelmezni tetszoleges halmaz tertiletét? Gondoljuk meg, hogy mar egy kor tertiletének
a meghatarozasa sem egyszert. Altalémosabban, a kérdéskor (bizonyos mély elméleti
eredmények felhasznalasiaval) megmutathatd, hogy komoly elvi okok miatt nem tudjuk
minden halmaz teriiletét definialni. De azoknak a halmazoknak, amelyek konkrét fel-
adatokban megjelennek mindig definialhaté a teriiletiik. Annak igazolasa viszont, hogy
ez valéban igy van komoly elméleti eredmények bizonyitasat és felhasznalasat igényli.
Ennek alaposabb vizsgalata nem ennek az eléadasnak a témaja.

Masodik példa: Feldobunk egy szabdlyos pénzdarabot végtelen sokszor egymas utan

egymastdl fliggetleniil. Jelolje k(n) a fejdobédsok szamét az elsé n dobdsban. Azt varjuk,
hogy a @ szamoknak van lim @ hatarértékiik, és ez a hatdrérték az % szédm 1

n—oo 2

valoszintiséggel. Latni fogjuk, hogy ez az allitas igaz. Ezt az allitast hivjdk a nagy
szdmok erds torvényének (ebben a speciélis esetben). De ahhoz, hogy ezt az allitdst be-
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bizonyitsuk elészor azt kell tisztdaznunk, hogy a megfogalmazott allitasnak van értelme.

Mint latni fogjuk, nem minden lehetséges eseménynek definialjuk a valészintiségét. Meg

kell mutatnunk, hogy annak az eseménynek, hogy a lim @ hatarérték létezik, és ez
n—oo

a hatarérték % valéban van valdszintisége. Annak érdekében, hogy ezt megtehessiik,
eloszor meg kell fogalmaznunk a valdsziniiségszamitas pontos elméletét, és meg kell
ismerniink annak néhany alapvet6 fogalmat.

Kolmogorov elméletének néhany fontos fogalma.

El6szor bevezetek néhany Kolmogorov elméletében fontos fogalmat. Késébb ezek szem-
léletes tartalméval is foglalkozni fogunk.

Valésziniiségi mez6 definiciéja. Azt mondjuk, hogy egy (2, A, P) rendszer valdszi-
niségi mezo, ha 2, amelyet biztos eseménynek is nevezink, bizonyos dltaldban w-val
jelolt elemekbdl (pontokbdl) dll, amelyeket elemi eseményeknek is neveznek. Ezenkiviil
kiyeloltik az Q) halmaz bizonyos kitintetett részhalmazait, amelyek igynevezett o-algebradt
alkotnak, és a kijelolt halmazokbol allo o-algebrat A-val jeloltik. Az A € A halmazoknak
(eseményeknek) van P(A) wvaldsziniségiik, és ezek a valdsziniségek nem-negativ egyre
normdlt o-additiv halmazfigguényt, igynevezett valdsziniiségi mértéket alkotnak.

Annak érdekében, hogy a fenti definicidt teljessé tegyiik, tisztdznunk kell a o-
algebra illetve a nem-negativ egyre normalt o-additiv halmazfiiggvény fogalmét. Azutan
meg kell érteni, hogy példaul a kordbban vizsgalt feladatokat hogyan targyalhatjuk a
fenti definiciét kielégité modellek segitségével.

Algebra és o-algebra definiciéja. Legyen adva egy 2 halmaz, és azoknak bizonyos
A C Q részhalmazainak A rendszere. Azt mondjuk, hogy A algebra, ha tetszdleges A € A
halmazra ennek komplementere, az Q\ A halmaz is eleme a A halmazrendszernek, azaz
O\ A e A és az D dres halmaz is eleme az A algebrdnak, azaz ) € A. Tovdbbd, ha
A e Aés B e A elemei az A halmazrendszernek, akkor e halmazok metszete illetve
unidja is teljesiti az AN B € A és AU B € A feltételeket.

Az A algebra akkor o-algebra, ha ezen kivil a kovetkezd feltételeket is teljesiti:

Ha Ai, A, ..., megszdmldlhato sok halmaz, amelyek az A algebra elemei, azaz A, €
A minden n = 1,2,... szdmra, akkor ezek metszete és unidja is benne van az A o-
oo oo
algebraban, azaz (| A, € A, és |J A, € A.
n=1 n=1

Additiv és o-additiv halmazfiiggvény definicidja. Legyen adva egy 2 halmaz
részhalmazaibol alld A o-algebra. Azt mondjuk, hogy eqy u(A), A € A, halmazfiggvény
additiv, ha barmely diszjunkt A € A és B € A halmazra p(AU B) = pu(A) + pu(B). Azt
mondjuk, hogy ez a p halmazfiiggvény nemcsak additiv, hanem o-additiv is, ha minden

diszjunkt A, € A, n = 1,2,..., halmazsorozatra ( U An> = > w4,). Ezao-
n=1 n=1

additiv halmazfiigguény nem-negativ, ha minden A € A halmazra pu(A) > 0, és egyre
normdlt, ha p(2) = 1.
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Megjegyzés: A jelolésrendszer az irodalomban nem egységes. Van ahol két A és B
halmaz uniéjat és metszetét A U B illetve A N B-vel és van ahol A + B illetve AB-
vel jelolik. Hasonléan megszamlalhaté sok halmaz uniéjat illetve metszetét szokas bi-

oo o.@] o o
zonyos helyeken | J A,, illetve a (] A, jeloléssel, masutt pedig a > A, illetve [] A,

n=1 n=1 n=1 n=1
jeloléssel megadni. Végiil két halmaz kiilonbségét szokds bizonyos helyeken A\ B-vel
masutt A — B-vel jelolni.

Lassunk néhény példat arra, hogyan tudunk valészintiségi problémat a valészintiségi
mez6 Kolmogorov féle definiciéja alapjan megfogalmazni.

a.) Adjuk meg egy szabdlyos pénz tiz egymdasutani (fliggetlen) dobds eredményeinek
egy modelljét.

A természetes hozzadllas a kovetkezo: Vegyiik az Osszes lehetséges 10 hosszisagu
fej-iras sorozatot. Ezek lesznek az w = (F,...,1,...) elemi események. Az ) biztos
esemény az Osszes lehetséges el6bb definidlt w elemi eseményekbdl all6 halmaz. Az
A o-algebra az ) Osszes lehetséges részhalmazabdl &ll.) Ilyen médon valéban o-
algebrat definidltunk. Definidlnunk kell még a P(A) valdsziniiségeket minden A € A

halmazra. Ezt a kévetkezOképp tessziik: Minden w elemi eseményre P({w}) =

(%)10, mert egy szabalyos pénzdarab feldobasakor minden dobéssorozatnak ennyi

a valészintisége. Végil P(A) = > P({w}) minden A € A halmazra.
w€eA

b.) Egy pénzdarabot, mely % valoszintiséggel esik a fej és % valdszintliséggel az iras
oldalara feldobunk (egymastdl fiiggetleniil) 10-szer egymdas utdn. Adjunk erre

valészintiségi modellt.

Megoldas: Legyen w egy elemi esemény egy 10 hosszisagu fej-irds sorozat. Te-
kintsiik az Osszes ilyen sorozatbdl allé6 halmazt, ez legyen (), a biztos esemény.
Legyenek a A o-algebra elemei az ) halmaz részhalmazai. (Az Gsszes lehetséges
részhalmazt tekintjiik.) Definidlnunk kell még egy A € A halmaz (esemény) va-
16sziniiségét P(A) is. Ezt a kovetkez6 mdédon tesszitk: P(A) = > P({w}), és
weA

P{w}) = (%)k . (%)mfk, ha az w elemi esemény olyan sorozat, amelyik k fej és
10—k irasjelbol all. (Ugyanis minden fej-dobés esetén % és minden iras-dobés esetén
%-dal, a fej, illetve irdsdobds valdsziniiségével kell megszorozni a valészintliséget.)

c.) Egy urndban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Kihtuzunk 25 golyé6t

a.) visszatevéssel,

b.) visszatevés nélkiil.

Adjunk erre valdsziniiségi modellt mind a két esetben.

Megoldas: Az el6z6 feladat megoldasahoz hasonlé konstrukeiét adhatunk. Legyenek
az w elemi események a 25 hosszisagi P, F' (piros, fehér) jelekbél all6 sorozatok,
az ) biztos esemény az 6sszes ilyen sorozatbdl 4116 halmaz, A az ) részhalmazaibdl

allé halmaz, P(A) = >  P({w}), minden A € A halmazra, és definidlnunk kell
w€eA
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még a P({w}) valdszinliségeket. Eddig a pontig az a.) és b.) esetet kielégit6 kon-
strukcié nem kiilénbozott. A kiilonbség az lesz, hogy a két esetben masképp fogjuk
definidlni a P({w}) valésziniiségeket. Az a.) esetben, amikor visszatevéssel hizzuk
ki a golydkat, egy olyan w valdsziniisége, amelyik k P és 25 — k F' jelet tartal-

k 25—k . . . .. P
maz (%) (%) , mert minden piros huzasnak % és minden fehér huzasnak % a

val6szintlisége, (a hizas el6tt az urnaban levé piros illetve fehér golyok szdma osztva
az urnaban levé golydk szaméval.) A b.) eseben, amikor visszatevés nélkiil hizzuk

a golyokat, egy olyan w valdszintisége, amelyik k& P és 25 — k F' jelet tartalmaz
25-24--(25—k+1)-30-29--- (30— (25—k)+1)
50-49---26 :

Ugyanis egy el6irt huzassorozat valészinlisége

25 :
I 5Ol_(?j)+1, ahol I(j) az a j — 1-ik hizds utdn az urndban maradt piros goly6k
j=1

szama, ha a j-ik huzas piros, és a j — 1-ik hizas utan az urnaban maradt fehér
golydk szama, ha a j-ik huzés fehér. Gondoljuk meg, hogy ez a kifejezés megegyezik
a megadott formulaval, ha k fehér és 25 — k piros hizés tortént.

Hazi feladat:

Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 10-szer egymas utan. Adjunk erre valdszini-
ségi modellt.

Néhany a targyalt kombinatorikus kérdésekkel kapcsolatos eredmény

Annak a ténynek, hogy egy n elemii halmazbdl (Z) modon lehet k elemet kivalasztani
visszatevés nélkiil, ha nem szamit a sorrend tobb érdekes kévetkezménye és atfogalmaza-
sa van. Tovabba megfogalmazhatdak ezen eredmények bizonyos érdekes altaldnositasai.
Ilyen allitasokat fogok targyalni feladatok, illetve azok megoldasanak formajaban. Elo-
szor megfogalmazom a feladatokat, és utdana lefrom azok egy lehetséges megoldésat.
(Egyes feladatoknal lehetne mas, esetleg érdekesebb megoldasokat is megadni.

1.)

Egy n elemi halmazt (Z)—féle modon lehet két diszjunkt k£ és n — k elemii halmaz

uniéjara bontani. (Ha n péros szdm, k = 4, akkor k = n—k, és amennyiben A1, A,
egy a feladat feltételeit teljesito felbontas, akkkor As, A; is az. Ebben a feladatban
két ilyen felbontést kiilénb6zének tekintiink.)

Legyen adva egy n elemi halmaz és r > 2 pozitiv egész szam, valamint kq,..., k.
nem negativ egész szamok, amelyekre k1 + --- + k., = n. Ezt az n elem{i halmazt
kl'n—'kr' féleképp lehet r darab diszjunkt ki, k2, ... , k- elemi halmaz unidjara bon-
tani. (Ha adva van az n elem{i halmaz két olyan By, ..., B, és By, ..., B, felbontésa
r diszjunkt részhalmazra, amelyek ugyanazokat a részhalmazokat tartalmazzdk,
de mas sorrendben, akkor ezeket kiillonbozéeknek tekintjiik. Ilyen felbontasparok
létezhetnek, ha a ki, ..., k, szdmok nem mind kiilénb6znek.)

Egy n elemii A halmaznak 2" részhalmaza van. (Az iires halmazt és magat az A
halmazt is a részhalmazok kozé szamitjuk.)

Legyen adva r urna, és dobjunk be egymas utan n golyot ezen r urna valamelyikébe.
T

Roégzitsiink r nem-negativ ki, ..., k, egész szamot gy, hogy > k; = n. Ekkor
j=1
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kl,”—'k, olyan dobdssorozat van, amelyben a j-ik urndba k; goly6 esik minden 1 <
J < r szamra.

5.) Igaz a binomidlis tétel, azaz

(a+b)" = Zn: (n) alb" I,

=0 N

6.) Igaz a binomidlis tétel kovetkez6 polinomidlis tételnek nevezett altalanositasa. Le-

gyenek adva azy,...,a, valés (vagy komplex) szdmok és egy n pozitiv egész szam.
Ekkor
n n! J1 :
(a1 4+ +a)" = Z ﬁal---aff.
(o)t G020, 1<usy 17T
]1++J'r:n

7.) Minden nem negativ egész n, m és k szamokra igaz az

()= @) O (G) - ()6

azonossag. (Tegyiik fel, hogy n +m > k.)

A kovetkezo eredmény, — amely a binomialis tétel altalanositasanak is tekintheté —
az (14 x)* fiiggvény Taylor sorfejtése, ahol « tetszbleges (nem feltétleniil egész és nem
feltétleniil pozitiv) szdm.

8.) Minden a, —oo < a < 00, és x, —1 < x < 1, valds szdmra

(1+2)* = i (j‘)x]

J=0

ahol (‘;) = a(a_l)"f!(a_j+1), ha j > 1, (azaz igy adtuk meg az (7;) binomiélis
egylutthato definiciéjanak formalis kiterjesztését abban az esetben, ha az n szamnak
megfelelé a szdm nem feltétleniil pozitiv egész szam), és (‘8‘) =1.

9.) A 7.) feladatban megfogalmazott azonossdg érvényes nem egész n és m szamokra
is, ha a binomidlis egyiitthatékat tgy definialjuk, mint azt a 8. feladatban tettiik.

Megoldasok:

1.) Egy ilyen felbontds megadéasdhoz elég megadni a k elem@i halmazt. Ezt viszont
()-féleképp vélaszthatjuk ki. (A k-elem{i halmaz megaddsakor k elemet kell kiva-
lasztani n elemb6l, és nem szamit, hogy milyen sorrendben vélasztjuk ki azokat.)

2.) Valasszuk ki el6szor az n elemi ky elemi részhalmazat. Ezt (,?1 ) modon tehetjiik

meg. Ezutdn marad egy n — ki elemli halmaz, ahonnan ko elemet (”;kl) modon

valaszthatunk ki. A k3 elemii halmazt a maradék n — k1 — ko elemi 2halmazbél
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(n— k1—ko
’ ks
Szama

) modon valaszthatjuk ki. Az 6sszes halmaz lehetséges kivalasztasanak a

e
(")

s=1
ks—1
B | Tk
e k! k! - k!
ks—1
ahol (n—kl_k'/'s‘_kS—l) = (]?1), ha s =1, és hasonléan [[ (n—ky — - —ks—1 —u) =

u=0
n(n—1)---(n—k1+1) az s = 1 esetben a masodik sorban. Ilyen médon megkapjuk

a feladat egy lehetséges megoldésat.

Soroljuk fel az n elem halmaz elemeit egymas utan. Egy részhalmazt megadhatunk
ugy, hogy minden felsorolt elemrdl eldontjiik, hogy belevessziik-e a részhalmazba
vagy nem. fly modon n alkalommal kell igen vagy nem dontést hozni. Az Gsszes
lehetséges dontéssorozat szama 2.

Tekintsiik az A = {1,2,...,n} n-elemii halmazt, és minden dobéssorozatnak fe-
leltessiik meg az A halmaznak azt az r diszjunkt Bi,..., B, halmazbdl all6 fel-
bontasat, amelyben Bg, 1 < s < r, azon idépontok halmaza, amikor a golyot az
s-ik urnaba dobtuk. Ilyen moédon a tekintett urnakba torténd golyodobéasok kozott
és egy n elemil halmaz r diszjunkt halmazra valé felbontésai kozott kolecsonosen
egyértelmii megfeleltetést létesitettiink. Ezért a 4. feladat megoldéasa kovetkezik a
masodikébal.

Végezziik el az (a +b)" = (a+b)---(a+ b) szorzatban a tagonkénti szorzasokat.

.

~~
n-szer

Ekkor n-hosszisagui a és b jegyekbol allé szorzatok Osszegét kapjuk. A binomialis
tétel bizonyitasahoz elég megmutatni azt, hogy ebben az 6sszeghben (Z) olyan szor-
zat van, amely k& darab a és n — k darab b jelet tartalmaz. Viszont minden ilyen
szorzatnak megfeleltethetjiik az n elem C = {1,2,...,n} halmaznak a felbontését
két diszjunkt A és B halmazra tgy, hogy A tartalmazza azokat a helyeket, ahol a
és B azokat a helyeket, ahol b jel all. Mivel az elso feladat szerint a C' halmaznak
(Z) olyan felbontdsa van, amelyben A k és B n — k elemi halmaz, innen kovetkezik
a feladat allitasa.

Végezziik el az (a1 + -+ +a,)" = (a1 +---+a,) -+ (a1 + -+ + a,) szorzatban a

(. J
v~

n-szer
tagonkénti szorzasokat. Olyan n hosszisigu szorzatok Osszegét kapjuk, amelyek

mindegyik tagja az aq,...,a, szamok valamelyike. Azt kell megmutatni, hogy az
igy keletkezett szorzatok kozott minden olyan jq,..., 7, nem negativ egészekbdl

”

211 2 . . . , !

allé sorozatra, amelyre teljesiil a Y js = n azonossig # olyan tag van, amely
= RN

71 darab aq-et, jo darab as-t, és igy tovabb j,. darab a,-et tartalmaz. Viszont felel-
tessiink meg minden egyes ilyen szorzatnak egy olyan n hosszisidgu dobéassorozatot
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r urndba, ahol az s.-ik golyét, 1 < s < n, akkor dobjuk a p.-ik urnaba, 1 < p <r,
ha a szorzat s.-ik tagja a,. Ilyen mddon kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést
létesitiink az igy keletkezett szorzatok és a 4. feladatban szereplé urnamodell
lehetséges kimenetelei kozott. Ezért a felirt azonossidg kovetkezik a 4. feladat
eredményébdl.

7.) A kovetkez6 kombinatorikai meggondolds megadja a bizonyitast. Szamoljuk ki
két kiilénb6z6 médon, hogy egy urnabdl, amelyben n + m (megkiillénboztethetd)
goly6 van, hanyféleképp valaszthatunk ki k& goly6t. Kz egyrészt (nzm), ami a
baloldali kifejezéssel egyenlo. Masrészt, fessiink n golyét piros és m golydt fehér
szinfire. Ekkor (7)(,",) féle médon vélaszthatunk ki k golyét gy, hogy ezek
koziil s piros és k — s fehér. Ezeket a kifejezéseket Gsszegezve minden 0 < s < k
szamra egyrészt megkapjuk az azonossag jobboldalan szerepld kifejezést, mésrészt

a baloldalon szereplo kifejezést szamoltuk ki mas modon.
8.) E feladat megolddsaban felhasznédljuk a matematikai analizis néhany fontos ered-
ményét. Ezen eredmények szerint egy elég sima f(x) fiiggvény egy a pont koriili

értékeire érvényes az f(z) = > %(z — a)’ azonossag, ahol fU)(a) az f(x)
§=0

fliggvény j-ik derivaltjat jeloli az x = a pontban. Ez az azonossag érvényes min-
den olyan z pontban, amelyre |z — a| < liminf|fU)(a)['/7. A fenti azonossig
j—00

jobboldaldn megjelend hatvanysort nevezik az f(z) fiiggvény Taylor soranak.

Az f(x) = (1 + z)* fliggvényre a = 0 valasztassal alkalmazhaté ez az eredmény,

azaz ebben az esetben teljesiilnek a kivant feltételek. Az f(z) = (1 + 2)* esetben
fO0) = f(0)=1, f90) =ala—1)--- (o —j+1), ha j > 1, ezért w = (‘;‘)

Nem nehéz beldtni, hogy minden ¢ > 0 szamra létezik olyan C'(¢) > 0 szdm, amelyre
‘(‘;‘)‘ < C(e)(1 +¢) minden j = 1,2,... szémra, ahonnan liminf | () (0)['/7 < 1.
j—o0

Innen kovetkezik a feladat allitdsa.

Megjegyzés: Ha a = n pozitiv egész szam, akkor (C;) = 0 minden j > n szadmra, mert
ebben az esetben az n(n—1)---(n — j + 1) szorzat tartalmazza a nulla tényezot. Ezért
ebben az esetben a megadott Taylor sorfejtés (1 + x)" = > (?)xﬂ alakban irhato,

j=0
és ez az azonossag ¢érvényes minden x valds szamra. Kz az azonossig ekvivalens a
binomidlis tétellel. Az ot = —1 esetben azt kapjuk, hogy (;1) = (’1)(732# = (—1)7,
S . . d
ahonnan (1 +2)7! = -1 = Y (=1)%27, ha |z| < 1. Irjuk &t ezt az azonossigot
j=0

S .
y = —x helyettesitéssel. Azt kapjuk, hogy 1i—y = > ¢/, ha |y| < 1. Ez utébbi képlet
j=0
megegyezik a geometriai sor 0sszegezési formulajaval.
9.) Ennek a feladatnak a megolddsaban is felhasznaljuk a matematikai analizis néhany
S .
eredményét. Egyrészt felhasznaljuk azt a tényt, hogy egy f(x) = > a;z7 hatvany-
j=0
sor a; egyiitthatdit egyértelmiien meghatarozzék az f(x) fliggvény értékei nulla egy
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kis kornyezetében. (Ezek az egyiitthaték megegyeznek az f(x) fiiggvény Taylor
sorfejtésében megjelend egytitthatékkal.) Masrészt, hatvanysorok szorzasakor a
szorzatot ugyanugy szamolhatjuk ki, mint polinomok esetén.

Irjuk at az (142)"(1+ )" = (1+z)"T™ azonosségot az itt megjelend fiiggvények
hatvanysora segitségével. Azt kapjuk, hogy

>N 00) - (2077)7)

J=0 J=0 J=0

ha |z| < 1. Végezziik el a beszorzést a baloldalon, és szdmoljuk ki 2* egyiitthatéjat.
k
Azt kapjuk, hogy ez > (Zn) (kfj) Ez egyenld az =¥ tag egyiitthatéjaval az azo-
j=0
nossag jobboldaldn szereplé hatvanysorban, azaz a (
belatni.

n+m

" ) szammal, és ezt kellett

De Méré lovag két problémaja

1. probléma. Ha egy kockat 4-szer feldobunk, akkor mi annak a valdszintlisége,
hogy legaldbb egy hatos dobas lesz? Ha két kockat 24-szer feldobunk, mi annak a
valoszinlisége, hogy legalabb egy dupla hatos lesz?

2. probléma. Két jatékos egy igazsagos jatékot jatszik, amelynek mindegyik for-
duldjaban az egyes jatékosok % valészintiséggel nyernek, illetve veszitenek. Meg-
allapodnak, hogy az a jatékos nyeri el a tétet, aki el0szor ér el hat nyerést. De
a jatékot félbe kell szakitaniuk akkor, amikor az egyikiiknek harom a masikuknak
pedig 6t nyerése volt. Hogyan kell igazsdgosan osztozkodniuk?

Az 1. probléma megolddsa:

Annak a valészinlisége, hogy egy dobés eredménye nem hatos %, annak pedig, hogy

7z ’ . ’ . . 4 /7 /. ’” /7
4 egymas utani dobasban nem jelenik meg a hatos (%) . Annak a valésziniisége,

hogy négy dobasban megjelenik egy hatos P, = 1 — (%)4. Hasonléan, annak a
35

valészintisége, hogy két kocka dobdsaban nem jelenik meg a dupla hatos 52, annak

I , . . 24 Lo
a valdszintlisége, hogy ez 24 dobasban nem jelenik meg (%) . Annak a valdészini-

sége, hogy 24 dobasban megjelenik egy dupla hatos P, =1 — (%)24.

Erdemes megérteni, hogy a P; és P, valdszinliségek miért vannak olyan kozel
egymashoz. Vezessiik be az a, = (1 — %)n, n = 1,2,..., szamokat. Ekkor

1-P = aé/g, 1-P, = a§é3. Viszont tanultuk az analizisben, hogy lim a, = e~ !,
n—oo

e=2.71.... Tovabba ez az a,, sorozat elég gyorsan tart a hatarértékéhez, ezért az
ag ~ e~ és asg ~ e~ ! elég jé kozelités. Ezért mind a P; mind a P, valészintiség jél
kozelithetd az 1 — e~ 2/3 szdmmal. Tovabbg ismeretes, hogy az a,, sorozat monoton
né, és innen adédik, hogy P; > P,. Toérténetesen az 1 — e~2/3 ~ 0.49 szdm kozel
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van %—hez, és a P; és Py valészintiségek az + szamot kozrefogjak. A P; szam értéke

2
1 23
142 ~0.52.

A 2. probléma megolddsa.

Tekintsiik azt az dltalanosabb problémat, amikor n nyerés kell a tét megszerzéséhez,
és az elso jatékos k, a masodik jatékos pedig [ alkalommal nyert. Tekintsiik a
kovetkez6 (n — k) + (n—1) —1=2n —k — 1 — 1 fordul6t. Az els6 jatékos akkor és
csak akkor nyerné el a tétet, ha ezekben a fordulékban legaldbb n — k alkalommal
2n—k—1—1
nyer. Ennek valészindsége P = 2F+i+i=2n  $~ (2”_1‘;_l_1). Jelen esetben az
j=n—k
els6 jatékos %, a masodik jatékos
tehat a 7 : 1 ardnyu osztozkodés.

1

s valdszintiséggel nyeri el a tétet. Az igazsdgos

Torténeti megjeqyzés.

Matematika-torténészek kideritették, hogy mindkét most targyalt feladat joval kordbban
ismert volt, miel6tt de Méré lovag kitiizte 6ket. Az a) feladat eredeti megfogalmazéasaban
azt kérdezziik, hogy hanyszor kell feldobni két kockat ahhoz, hogy annak a valdszi-
niisége, hogy legalabb egyszer 2 hatost dobunk nagyobb legyen, mint 1/2. De Méré
maga is megoldotta ezt a feladatot, de sajnos, ... két modszerrel, amelyek kiilonb6z6
eredményre vezettek: 24 és 25 dobas. De Méré biztos volt abban, hogy a két mddszer
egyforman megbizhatd, és a két megoldas kiillonb6z6 eredménye miatt a matematika
,ingatagsagat” tette felelossé. Pascal, miutan meggy6zodott arrdl, hogy a helyes valasz
25, le sem irta a megoldast. (De Méré lovag tigy gondolta, hogy ha négy dobds elegendé
ahhoz, hogy egy kockaval legalabb % valoszintiséggel hatost dobjunk, akkor minthogy
annak a valészintiisége, hogy két kocka mindegyikével hatost dobunk %—SZOI" kisebb mint
annak, hogy egy kockaval dobunk hatost, ezért (szerinte) 6-szor tobb, tehat 4 x 6 = 24
dobés kell ahhoz, hogy legaldbb % valésziniiséggel kovetkezzék be két hatos dobés.)

Nem kotelezd hazi feladat:

Léssuk be, hogy az a,, = (1 — %)n sorozat valoban monoton novekszik.

Segitség: Lassuk be, hogy az a,, sorozat ,,folytonos kiterjesztése” a valds szamokra,
az a(z) = (1— %)w fiiggvény, illetve annak logaritmusa az f(z) = zlog (1 — 1)
fliggvény monoton né az x > 1 félegyenesen. Ennek érdekében mutassuk meg,
hogy f(x) konkav fiiggvény, amelynek derivaltja a végtelenben nulldhoz tart.)
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Kiegészités. A Taylor sorfejtésrol.

Attekintem a Taylor sorfejtés szamunkra legérdekesebb eredményeit. FEzt érdemes a
kovetkez6 Lagrange-tol szarmazo eredménnyel kezdeni.

Lagrange tétele fiiggvények alkalmas polinom ko6zelitésér6l. Legyen f(x) egy
k+1-szer, k > 0, differencialhatd fiigguény valamely [a—h, a+ h] intervallumban. Ekkor
érvényes az

"(a ®) (q (k+1)
Flatu) = fla) + Flayu+ DDz g Ty f(,:f)?uk“, ha [u] < h,

azonossdg, ahol fU)(z) az f figguény j-ik derivdltja az x pontban, & egy alkalmas pont
az (a,a + u) intervallumban, ha uw > 0, és az (a — u, a) intervallumban, ha u < 0.

Megfogalmazom e tétel egy fontos kovetkezményét.

Lagrange tételének a kovetkezménye. Legyen f(x) végtelen sokszor differencidlhatd
fliggvény valamely [a — h,a + h] intervallumban, amelyre teljesil a

hk

lim — sup ®)(z)] =0
k—oo k! a—h<x<a—|—h|f ( )‘

feltétel. Ekkor

. f(k)(a) uk

fla+u) = 1 minden |u| < h szdmra.
£ !

=0
(A fenti képletben f©)(a) = f(a).)

A fenti eredmény azt sugallja, hogy ha adva van egy az a pontban végtelen sokszor
differencialhaté f fiiggvény, akkor érdemes bevezetni e fiiggvénynek a

= f(k)(a) k
T

k=0

Taylor sorat. Ezt a végtelen sort nevezik az f(x) fiiggvény a pont koriili hatvénysora-
nak. Ezenkiviil, ha adva van egy Ax, k = 0,1,2,... szdmsorozat, akkor definialhatjuk

az
o
E Akuk
k=0

(formalis) hatvanysort. FEzutén vizsgalhatjuk hatvanysorok és végtelen sokszor dif-
ferencialhato fliggvények kapcsolatat. Igaz-e, hogy minden hatvanysor végtelen sok-
szor differencialhat6? Igaz-e, hogy minden végtelen sokszor differencidlhatéd fiiggvény
hatvénysorba fejtheté? Az els6 kérdésre a vélasz igenlé. (Ez gy értendd, hogy csupan
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annyi feltételt kell tenni a hatvanysor egytitthatéira, ami biztositja a hatvanysor konver-
gencigjat egy alkalmas intervallumban.) Ezt mondja ki az aldbbi tétel. Ahhoz viszont,
hogy egy végtelen sokszor differencidlhaté fiiggvény hatvanysorba fejthet6 legyen, némi
extra feltételt még fel kell tenni.

Tétel hatvanysorok tulajdonsagairol. Tekintsiunk egy
oo
g(u) = Z ApuF
k=0

alaki hatvdanysort, és vezessiik be az A = lim sup Ai/ ¥ szdmot. Ekkor a g(u) hatvdanysor

k— o0

konvergens minden |u| < & és divergens minden |u| > % szdmra. (Az u = +£5 eset

nehezebb. Ez kiilon vizsgdlatokat igényel. Ezzel a kérdéssel azonban itt nem foglalkozom.)
A g(u) hatvinysor tagonként differencidlhaté az |u| < % intervallumban, azaz

1

"(u) =) kA" b =.
g'(u) ; Rl alul <~

Nem nehéz beldtni, hogy a fenti tételt lehet alkalmazni a ¢'(u) majd rekurzive a g(u)
fiiggvény k-ik derivaltjara, a g*)(u) fiiggvényre minden k = 1,2,... indexre az |u| < +
intervallumban, és ez azt jelenti, hogy a g(-) fiiggvény végtelen sokszor differencidlhaté
ebben az intervallumban. Részletesebben kifejtve,

, > , 1
g9 (u) = Zk(kz —1)---(k—j+ 1A’ minden j =1,2,... szdmra, ha |u| < 1
k=j

Erdemes kimondani az aldbbi lemmat, amely valéjaban az utols6 tétel egyszerii
kovetkezménye.

oo
Lemma hatvanysorok egyértelmiiségérsl. Egyezzen meg két g(u) = . Apu® és
k=0

h(u) = Y. Bpu® hatvdnysor valamely |u| < o intervallumban. Akkor Ay = By minden
k=0
k=0,1,2,... indexre.

A Lagrange tétel kovetkezménye alapjan minden olyan végtelen sokszor differen-
cidlhat6 fliggvény, amelynek a (t6bbszoros) derivaltjai nem nének tilsdgosan gyorsan
megadhaté hatvanysor alakban, és ez a hatvanysor eléallitds az elozd lemma szerint
egyértelmi. A Lagrange tétel kovetkezményében szerepld feltétel gyengithetd, de tel-
jesen el nem hagyhaté. Van olyan végtelen sokszor differencialhato fiiggvény, amely
nem allithaté el6 hatvanysor alakban. Ilyen fiiggvényre mutat példat a kovetkezo hires
példa.
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Példa végtelen sokszor differencialhaté, de hatvanysorba nem fejtheto fiigg-
vényre. Legyen f(x) = 6_1/1’2, hax >0, és f(x) =0, hax < 0. Ezaz f(x) fliggvény az
x = 0 pontban s végtelen sokszor differencidlhato, és f(l‘“)(()) =0 minden k =0,1,2,...
szamra. (Az f(x) figgvény az x # 0 pontokban is végtelen sokszor differencidlhatd.) Ez
a végtelen sokszor differencidlhato figgvény az x = 0 pont kornyezetében nem fejthetd
hatvdnysorba.

Azokat a (végtelen sokszor differencidlhatd) fiiggvényeket, amelyek hatvanysorba
fejthet6ek analitikusnak nevezik. Az analitikus fiiggvények (illetve azoknak a komplex
szamsikra valé kiterjesztésének) a vizsgédlata a komplex fiiggvénytan rendkiviil fontos
témaja. Sok olyan analitikus fiiggvény van, amelyek hatvanysorat illik ismerni. A
legfontosabb hatvanysorok:

ok
e’ = Z % —o<r <0
k=0 "
o0 2k+1
ng =Y (~1)F1 1 —co< <
sin kz_o( ) k1) 00 <z <00
cosx = » (—1) —00<x <00
|
pars (2k)!
log(l—l—x):Z(—l)kH? -l<z<1
k=1
= (o) 2F
(1+x)°‘:Z(k)? —1<z<1l ha —o<a<a.
k=0
, , ay _ ala—1)--(a—k+1) 2 . .
Az utolsé azonossagban (k) = o . Erdemes megjegyezni, hogy ez az
azonossag az o = —1 esetben a H%m = > (=1)F1zk geometriai sordsszeget kifejezd

k=0
n

azonosség. Ha a = n pozitiv egész szdm, akkor ez az azonossdg az (1+z)" = Y (})z"
binomidlis azonossaggal egyezik meg. =

Egy fiiggvény hatvanysoranak az elsé néhény tagjanak az osszege jé kozelitést ad a
fiiggvényre. Az, hogy milyen j6 ez a kozelités megbecsiilhet6 a Taylor sor alakjabdl, vagy
Lagrange tételébdl fiiggvények alkalmas polinom kozelitésérdl. Ilyen jellegii becslések
fontos szerepet jatszanak sok vizsgalatban. Hatvanysorokkal jol lehet szamolni. Kissé
informélisan azt mondhatjuk, hogy hatvanysorokkal igy szamolhatunk, mint (véges)
polinomokkal. Ezt az allitast nem fejtem ki részletesen. Taldan érdemes megjegyezni,
hogy ide tartozik a hatvanysorok tagonkénti differencidlhatésagardl szolé tétel. Ez a
hatvanysorok egy fontos tulajdonsiaga, mert altalanos esetben egy fiiggvénysor tagon-
kénti differencialhatésaganak biztositasahoz bizonyos extra feltételeket kell tenni.
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Kiegészités 2. Egy népszeru feladat targyalasa a tanultak alapjan.

Tanulsdgos és népszerti az alabbi feladat.

A kévetkezd lehetdséget ajanljdk fel nekink. Egy épiiletben hdrom gardzs van, és mind-
eqyiknek az ajtaja be van zdrva. Az eqyik gardzsban eqy autd van. Megkérhetjiik, hogy
nyissak ki az eqyik gardzsajtot. Ha annak a gardzsnak az ajtajdat nyittatjuk ki, amelyik-
ben az auto van, akkor ezt az autot hazavihetjuk, de ha eqy mdsikat nyittatunk ki, akkor
tres kézzel kell hazamennink.

Rdamutatunk az egyik gardzsajtora. Ezutdn kinyitnak egy mdsik gardzsajtot, amelyik
mogott nincs auto. FEzutdn kinyittathatjuk vagy azt a gardzsajtot, amelyikre eredetileg
ramutattunk, vagy megudltoztathatjuk a véleményiinket, és a masik még ki nem nyitott
garazsajtot nyittathatjuk ki. Erdemes-e megudltoztatni a véleményiinket, és a mdsik még
ki mem nyitott gardzsajtot kinyittatni vagy mindegy, hogy melyik ajtot nyittatjuk ki?
(Célunk természetesen az, hogy minél nagyobb valdsziniséggel hazavihessik az autdt.)

A valasz az, hogy érdemes a masik ajtot kinyittatni, mert akkor %, mig az eredetileg

kijelolt ajto kinyittatasa esetén csak % valészintiséggel vihetjiik haza az autét. Annak
érdekében, hogy ezt jol megértsiik, és teljes biztonsaggal a szamunkra elényos megoldast
valasszuk, érdemes megfogalmazni pontosan azt a valdésziniiségi modellt, amely leirja a
feladatban megadott procedurat. Ezt teszem az alabbi magyarazatban.

Magyardzat: Nevezziik el azt az ajtot, amelyre ramutattunk az 1-es, a masik két ajtéd
kozul a baloldalit a 2-es, a jobboldalit a 3-as ajtéonak. Mindhdrom ajté mogott %
valészintiiséggel van az autd. Leirok egy olyan valésziniiségi modellt, amely a feladatban

leirt eljarasnak egy lehetséges megvaldsitasat adja meg.

Tegyiik fel, hogy feldobnak egy szabélyos pénzdarabot, amelyik % valoszintliséggel
esik a fej vagy iras oldaldra, és ennek a segitségével dontik el, hogy melyik ajtot nyitjak
ki. Vezessiik be az (1, F), (1,1), (2,F), (2,1), (3, F) és (3,I) eseményeket, ahol az 1,
2 illetve 3 szam azt jeloli, hogy az auté az l-es, 2-es vagy 3-as ajté mogott van az F'
és I jel pedig, hogy a pénzdobas eredménye fej vagy irds. Ezen események diszjunktak,
és mindegyikiik valdszintisége %. Ha az (1,1) esemény kovetkezik be akkor a 2-es,
ha az (1, F) esemény kovetkezik be, akkor a 3-as ajtét nyitjak ki. (Ha az 1-es esemény
kovetkezik be, akkor a masik két ajté barmelyikét kinyithatjak, és a pénzfeldobas szolgal
arra, hogy vélasszunk.) Ha a (2, F') vagy (2, I) esemény kovetkezik be, akkor a harmas,
ha a (3, F) vagy (3,1) esemény kovetkezik be, akkor a 2-es ajtét nyitjak ki. (Ezekben
az esetekben kotelez6 igy eljarni.) Ha azt az ajtét nyittatjuk ki, amelyre eredetileg
ramutattunk, akkor az (1, F') vagy (1,1) esemény bekovetkezte esetén nyerjiikk meg az
autot, és ennek valdszintlisége % Ha a maésik ajtét nyittatjuk ki, akkor az autot a
(2,F), (2,I), (3,F) vagy (3,I) kimenetelek valamelyike esetén nyerjiik meg. Ennek
valészintisége pedig % Vegytik észre, hogy annak valdsziniisége, hogy az az eredetileg
kivélsztott 1-es ajto kinyittatdsa esetén hazavihetjik az autét P({(1, F)})+P({1,i)}) =
P{1}) = %, és ez nem fiigg attdl, hogy milyen valdszintliséggel esett az érme a fej vagy

irds oldalra. Hasonléan, annak a valdsziniisége, hogy a masik ajté kinyitasa esetén
vihetjiik haza az autét P({(2, F)}) + P({2,9)}) + P({(3, F)}) + P({3,4)}) = P({2}) +
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P({3}) = % fiiggetleniil attdl, hogy milyen valésziniiséggel esett az érme a fej vagy iras
oldalra.

Az elobb tekintett modell csak latszolag specidlis. Az altaldnos esetben is hasonld
modell irja le a feladatban tekintett procedurat. Az egyetlen kiilonbség az, hogy a
pénzdobés helyett egy masik (két kimenetelil) véletlen kisérletet kell elvégezni annak
eldontésére, hogy melyik ajtot nyissuk ki abban az esetben, ha ez nem egyértelmii.
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