A Valészintiségszamitas I1. eldadassorozat elsé témaja.

A VALOSZINUSEGSZAMITAS MEGALAPOZASA

Ezen el6adéssorozat elso témdéja a valdsziniliségszamitdas megalapozasa. Felidézem a
valoszinliségszamitasnak a bevezetd valdsziniiségszamitas eléadassorozatban ismertetett
Kolmogorov-féle modelljét, illetve az ehhez kapcsolédé legfontosabb fogalmakat. Felme-
riil a kérdés, hogy ez a modell megfelel-e céljainknak. A f6 probléma az, hogy minden
természetes, véletlen jellegli jelenség vizsgalhato-e ebben a modellben. Erre a kérdésre
a valészinliségszamitas Kolmogorov-féle alaptétele alapjan tudunk pozitiv valaszt adni.
Ismertetem ezt az eredményt bizonyitasaval egyiitt. Ezelott felelevenitek néhany fontos
fogalmat.

A valésziniiségszamitas (Kolmogorov-féle) modelljének az alapvets fogalma a valo-
szinliségi mez6. Felidézem ennek definicidjat.

Valésziniiségi mez6 modellje. Egy (€2, A, P) hdarmas valdsziniségi mezd, ha ) egy
halmaz, amelyet a biztos eseménynek neveziink, A egy az ) bizonyos részhalmazaibol
allé o-algebra, P az A o-algebrdn értelmezett eqyre normdlt nem negativ o-additiv hal-
mazfigguény. Az ilyen halmazfigggvényeket (egyre normdlt vagy valészindségi) mérték-
nek is szoktdk hivni az A o-algebrdn.

Felidézek néhany az el6bbi definiciéban hasznalt fogalmat is.

Algebra és o-algebra definicidéja. Legyen adva egy 2 halmaz, és az ) halmaz bi-
zonyos A C Q) részhalmazainak A rendszere. Azt mondjuk, hogy A algebra, ha tetszdleges
A € A halmazra ennek komplementere, az Q\ A halmaz is eleme a A halmazrendszernek,
azaz Q\ A € A, és az () ires halmaz is eleme az A algebrdnak, azaz ) € A, tovdbbd, ha
A€ A és Be A elemei az A halmazrendszernek, akkor e halmazok metszete és unicja
is teljesiti az AN B € A valamint AU B € A feltételeket.

Az A algebra akkor o-algebra, ha ezen kivil teljesiti a kiovetkezd feltételeket is:

Ha Ay, As, ..., megszamldlhato sok halmaz, melyek az A algebra elemei, azaz A, €

A minden n = 1,2,... szamra, akkor ezek metszete és unidja is benne van az A o-
o

algebrdban, azaz (| A, € A, és | A, € A.
n=1 n=1

Additiv és o-additiv halmazfiiggvény definicidja. Legyen adva egy 2 halmaz
részhalmazaibol allo A algebra vagy o-algebra. Azt mondjuk, hogy eqy u(A), A € A,
halmazfiigguény additiv, ha barmely diszjunkt A € A és B € A halmazra n(AU B) =
u(A) + p(B). Tekintsik eldszor azt az esetet, amikor A o-algebra. Azt mondjuk,
hogy ez a p halmazfiggvény nemcsak additiv, hanem o-additiv is, ha minden diszjunkt

A, € A, n=1,2,..., halmazokbdl dllo sorozatra p ( U An) = > w(A,). Ezao-
n=1 n=1

additiv halmazfiigguény nem-negativ, ha minden A € A halmazra pu(A) > 0, és egyre
normdlt, ha 1(2) = 1. Nem negativ halmazfigguényt mértéknek, egyre normdlt mértéket
valosziniségi mértéknek hivunk.



Hasonloan definidlhatjuk a o-additiv halmazfiggvény fogalmdt akkor, ha A algebra,
de nem feltétleniil o-algebra. Azt mondjuk, hogy u(A), A € A, o-additiv halmazfiggvény

az A algebrdn, ha minden diszjunkt A, € A, n =1,2,..., |J A, € A, halmazokbdl
n=1
allo sorozatra ( U An) = > w(Ay,). (A kilénbség a o-algebrdn és algebrdn definidlt
n=1 n=1

o-additiv halmazfiiggvény ké2itt az, hogy az utobbi esetben a kivant egyenlotlenségek
oo

teljestiléséhez fel kell tenni a |J A, € A feltételt is.)

n=1

Mar a bevezetd valészinliségszamitas eloadasban lattuk, hogyan alkalmazzuk ezt a
modellt valészintiségszamitasi feladatok megolddsara. Az w € ) elemeket (pontokat)
neveztiik elemi eseménynek, az Osszes elemi esemény uniéjat, 2-t a biztos eseménynek,
és kijeloltiikk az 2 biztos esemény bizonyos részhalmazait, melyek egy A o-algebrat
alkotnak. Az A € A halmazoknak (eseményeknek) definidltuk a valésziniiségét, de az A
o-algebraba nem tartalmazé halmazoknak nem beszéltiink a valdszintiségérol. Véges sok
diszjunkt halmaz unidjanak a valészintisége megegyezik az egyes halmazok (események)
valoszinliségének az Osszegével, azaz a valdszinliség additiv, sot ennek az &llitasnak
igaz egy erOsebb forméaja. Megszamlalhatéan végtelen sok diszjunkt esemény unidjanak
a valoszinlisége is megegyezik az egyes események valdszintiségének az Osszegével, a
valoszinliség o-additiv. Mar a bevezeto valdszintiségszamitas eloadassorozat bizonyos
szamolésaiban kihasznaltuk, hogy a valdszintiség nemcsak additiv, hanem o-additiv is.
Ez biztositja azt, hogy végtelen sok diszjunkt esemény valdszintiségeinek az Osszegével
gy szamolhatunk, mint ahogy azt az analizisben megszoktuk.

Amikor olyan valésziniiségi mez6t akarunk konstrudlni, amelyben a minket érdekld
véletlen jelenségeket tanulmanyozni tudjuk a f6 matematikai nehézséget annak bizonyi-
tasa okozza, hogy a valdszinliségi mezon definidlt valésziniiségi mérték valéban mérték,
tehat nemcsak additiv, hanem o-additiv is. Az A o-algebra bevezetése az (€2, A, P)
valészintiségi mezok definicigjaban azért volt hasznos, mert a P valdszintiségi mérték o-
additivitasa a minket érdekld esetekben bizonyithato egy elég gazdag o-algebran, de ez a
o-additivitds sokszor nem maradna érvényben, ha a P mértéket az €2 (biztos) esemény
Osszes részhalmazara is megprobalnank kiterjeszteni. Ugyanakkor az a megszoritas,
hogy bizonyos halmazoknak nincs valészintisége nem okoz valédi problémat. Gyakorlati
alkalmazasokban mindig a kovetkezo jellegli problémaval taldlkoznunk. Bizonyos szép
halmazoknak tudjuk a valdszintiségét, és csak olyan halmazok valdszinliségére vagyunk
kivancsiak, amelyeket explicit “rekurziv’ médon (Ugy is mondhatjuk, hogy egy jdl
megirt program segitségével) tudunk definidlni ezen szép halmazok segitségével. Az
igy definidlhaté halmazok viszont benne vannak a “szép halmazok” éltal generalt (azaz
az Oket tartalmazo legsziikebb) o-algebraban. Ezért elég a valdszintliségi mértéket ezen a
o-algebran megadni. A valészintiségi mérték konstrukciéjaban nagy segitséget nyuijt az
alabb megfogalmazott Carathéodory-féle kiterjesztési tétel. Ezt az eredményt, amelynek
targyalasa a mértékelmélet tantargy anyaga, bizonyitas nélkiil ismertetem.

Carathéodory-féle kiterjesztési tétel. Legyen adva egy (0, A, 1) hdrmas, ahol A
algebra (ennek definicidjat felidéztem az elébbiekben). Tegyiik fel tovdbbd, hogy p o-
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additiv az A algebrdn, azaz amennyiben Cj, j =1,2,..., diszjunkt halmazok C; € A, és
oo o0

ezenkivil C = |J C; € A, akkor u(C) = > u(C;). Legyen tovdbbd () < co. Ekkor
j=1 Jj=1

létezik eqy A-t tartalmazo legszikebb o(A) o-algebra, (ezt nevezzik az A algebra dltal

generdlt o-algebrdnak), és a p mérték egyértelmiien kiterjeszthetd a o(A) o-algebrdn

definialt mértékke.

A Carathéodory-féle kiterjesztési tétel redukalja a minket érdekl6 problémat egy
egyszerlibb, konnyebben vizsgdlhato kérdésre. Nevezetesen, elég a keresett valdszintiségi
mértéket egy algebran megadni, és akkor az mar kiterjeszthet6 az algebra altal generalt
o-algebrara is. Fontos a Carathéodory-féle tétel azon allitasa is, hogy a mérték kiter-
jesztése az algebrardl az algebra altal generalt o-algebrara egyértelmii. Ez biztositja,
hogy a minket érdeklé események valdszintiségét egyértelmiien tudjuk definialni.

A Carathéodory-féle kiterjesztési tétel segit valoszinliségi mértékek konstrukcio-
jaban, de onmagédban nem elegendé a minket érdeklé problémak megoldasahoz. Ah-
hoz ugyanis, hogy ezt az eredményt alkalmazni tudjuk, tudnunk kell, hogy a u hal-
mazfiiggvény a kiindulé A algebran o-additiv. Ennek bizonyitdsa sok esetben nem-
trividlis érvelést igényel.

Példa: Tekintsiik az egységnégyzetban levo véges sok téglalap unidjaként eldallithato
halmazok rendszerét. Nem nehéz belatni, hogy az ilyen alakd halmazok algebrat alkot-
nak. Tovabba, ha ezen halmazok mértékét tigy definidljuk, mint azok teriiletét, akkor
additiv halmazfiiggvényt kapunk ezen az algebran. Ha ezt a halmazfiiggvényt ki sze-
retnénk terjeszteni az ezen halmazok altal generdlt o-algebran definidlt (o-additiv)
mértékké a Carathéodory-féle kiterjesztési tétel segitségével, akkor el6szor meg kell mu-
tatnunk, hogy a teriilet nemcsak additiv, hanem o-additiv halmazfiiggvény. Ez egy igaz,
de nem magatol értet6do allitas.

Megjegyzés. A Carathéodory tétel eredeti alakja altaldnosabb, ugynevezett (halmaz)
gytiriikre (vagy kissé még altalanosabban félgytiriikre) vonatkozik. Egy A halmazrend-
szer akkor gylir(i, ha egyrészt zart (véges) metszet és unidképzésre, ) € A, ésha A € A,
B € A, akkor A\ B € A. Viszont nem koveteljiilk meg, hogy egy A € A halmaz
komplementere is benne legyen a A gylirtiben. Szamunkra elegend¢ csak az algebrékra
korlatoznunk a figyelmiinket. Lényeges, hogy amennyiben A algebra, akkor abbdl, hogy
A, € A, n=1,2,..., halmazok egy sorozatara, nem feltétleniil kovetkezik, hogy ezek

U A, unidja is eleme A-nak. Ezt figyelembe kellett venni az A algebran definialt
n=1

o-additiv mértékek definiciéjaban.
Nem kotelezd feladat:

Tekintsiik az r-dimenziés euklidészi térnek azon halmazait, melyek eléallnak, mint
véges sok olyan téglatest unidja, melyek a koordinatatengelyekkel parhuzamos balrdl
zart jobbrdl nyilt intervallumok direkt szorzatai. (Ezek az intervallumok lehetnek
félegyenesek vagy egyenesek is.) Mutassuk meg, hogy az ilyen halmazok algebrét alkot-
nak, de nem alkotnak o-algebrat.



A bevezetd valdsziniliségszamitas eléadasban a valészinliségi mezok definicigjanak
ismertetése utan konkrét feladatokban sohasem azt tettiik, hogy egy valdszintiségi mezot
definialtunk, és annak tulajdonsagait vizsgaltuk. Ehelyett azt mondtuk, hogy tekint-
sitk események egy olyan rendszerét, amelyek egyiittes valdoszintliségét bizonyos képletek
adjak meg, illetve tekintsiink bizonyos valdszintiségi valtozdkat, amelyek eloszlasat bi-
zonyos eloszlasfliggvények hatarozzak meg. Ezutan azt vizsgéltuk, hogy események ilyen
rendszerérdl illetve ilyen valdsziniiségi valtozokrol mit tudunk mondani. Ahhoz viszont,
hogy jogunk legyen bizonyos egyiittes valdoszintiséggel megadott események rendszerérol,
illetve bizonyos eloszlasu valdszinliségi valtozékrdl beszélniink, meg kell mutatnunk,
hogy azok valéban léteznek. Kissé pontosabban fogalmazva azt kell megmutatni, hogy
létezik egy valdszinliségi mezd és azon események olyan rendszere, amelyek egyiittes
valoszinliségét az altalunk el6irt képletek adjak meg, illetve olyan valdszintiségi valtozok,
amelyeknek az eloszlasat az altalunk felirt eloszlasfiiggvények adjak meg.

Példa olyan esetre, amikor ilyen jellegii nem trividlis probléma felmerul: Tobb feladat-
ban mondtuk, hogy tekintsiik egy szabdlyos pénzdarab végtelen sok fliggetlen egymas
utani feldobésat, és az ilyen dobéssorozat tulajdonsagait vizsgaltuk. Ez azt jelentette,
hogy tekintettiik minden n = 1,2,... szamra az Osszes olyan eseményt, amely egy n-
hosszusagu fej-iras sorozat, és azt mondtuk, hogy egy ilyen sorozat valdszintisége legyen
27", Felmeriilhet a kérdés: Honnan tudjuk, hogy létezik olyan valdszintliségi mezo,
ahol ezeket az eseményeket definidlni tudjuk az altalunk el6irt valészintiségekkel? Be
lehet 1atni, hogy ez lehetséges, de a bizonyitas nem-trividlis mértékelméleti eredmények
alkalmazasat igényli.

A fent jelzett problémak vizsgalata érdekében felidézek néhany korabban bevezetett
fogalmat.

Valészintiségi valtozé fogalma: Legyen adva egy (92, A, P) valdszintiségi mezd. Egy
ezen a téren értelmezett valds értéki; (mérhetd) &(w) fiiggvényt valdszinidségi valtozénak
fogunk nevezni. Azaz € eqy Q — R leképezés. Az a megkétés, hogy a fiigguény legyen
mérhetd, azt jelenti, hogy minden x valds szdmra teljesil az {w: {(w) < x} € A feltétel.

Azt mondjuk, hogy &{(w) = (§&1(w),..., & (w)) n-dimenzios valdsziniiségi vdltozo
eqy (0, A, P) valdsziniségi mezén, ha {(w) mérhetd leképezése az (2, A, P) térnek az
(R",B") térre, azaz minden (z1,...,z,) € R™ pontra {w: & (w) < z1,...,& (w) <
xn} € A

Megjegyzés. Az elébbi definiciéban csak specidlis, {w: &1 (w) < x1,...,&(w) < x,}
alaki halmazokra koveteltiik meg, hogy azok legyenek az A o-algebrdban, és igy be-
szélhesstink a valdszintiségiikrél. De valdjaban ebbol mar minden ,,értelmes esemény”
mérhetosége is kovetkezik. Ezért beszélhetiink minden ilyen eseménynek a valdsziniisé-
gérol. Ezt a tényt fogalmazza meg az alabbi mértékelméleti eredmény.

Tétel. Legyen & = (&1,...,&,) n-dimenzids valdsziniségi vdltozo egqy (2, A, P) wva-
loszintiségi mezon. Ekkor az n-dimenzios tér tetszoleges B Borel mérhetd halmazdra

{w: (fl(w)w"afn(w)) € B} €A



Megjegyzés. A teljesség kedvéért felidézem a Borel mérheté halmaz definicidjat. A
mi szamunkra elegendo annyit tudni, hogy az n-dimenziés tér minden ,,szép” hal-
maza, melyekkel kiillonboz6 feladatok megoldasa soran taldlkozunk, Borel-mérhet. A
formalis definicié a kovetkezd. Tekintsiik az euklidészi tér részhalmazait, ezen beliil
az A(z1,...,2n) = {(u1,...,up): w1 < 21,...,u, < x,} alakd halmazokat minden
(z1,...,2y,) szdm-n-esre. Létezik az R™ tér részhalmazaibdl &ll6 legsziikebb o-algebra,
amely tartalmazza ezeket a halmazokat, és ezt nevezziik az n-dimenzids tér Borel o-
algebrajanak. E Borel o-algebra elemeit, azaz az ebben a g-algebraban 1évé halmazokat,
nevezzilk Borel mérheté halmazoknak.

Tovabbi megjeqyzés. A fentiekben valds, illetve vektorértékii valdsziniiségi valtozdok
definicigjat ismertettem. A valdsziniiségi valtozo definiciéja utan szereplé tételben
megadtuk a valdszintiségi valtozok kissé kiillonbo6zo, de ekvivalens definicidjat. Ezt a
definiciét lehet dltaldnositani. Ha adva van egy tetszéleges (Y,)) mértéktér, akkor
definialhatjuk az Y-térbeli értékeket felvevd valdszintiségi valtozdk fogalmat is. Azt
mondjuk, hogy ¢ egy az (€2, A, P) val6szinliségi mezon definialt, értékeit az (Y, Y)-térben
felvevé valdsziniiségi véltozd, ha az & Q — Y az (2, A, P) tér mérhet6 leképezése az
(Y,Y) térre, azaz {w: &{(w) € B} € A minden B € ) halmazra. Erre az altaldnos
definiciéra azonban nem lesz sziikségiink.

Valgjaban a valészintiségszamitasban nem kozvetleniil a valdszinliségi valtozokkal
dolgozunk, hanem azok eloszlasaval. Felidézem ennek a definiciéjat.

Valé6szintiségi valtozé eloszlasfiiggvényének a definicidja. Legyen adva egy &(w)
(valds értékid) valdszindségi vdltozo egy (S, A, P) valdszintiségi mezén. Ennek F(x) el-
oszldsfiigguényén az F(x) = P ({w: £(w) < z}), —00 <z < 00, fligguényt értjiik.

Tobbdimenzids eloszlasfiiggvény definicidja. Legyen adva n valds értéki &1, ..., &,
valdszinidségi vdltozo egy (U, A, P) valdsziniiségi mezén. Ezek (egyiittes) eloszldsfiggué-
nye az

F('rl? cee 7xn) = P<{w él(w) < Z1,... 7€k<w) < xn})a

n vdltozds fliggvény, ahol —oo < x; < 0o minden 1 < j < n indexre.

Ismerve egy (egy vagy tobb-dimenzids) valészinliségi valtozé eloszlasfiiggvényét,
mas események valdszintiségét is ki lehet szamitani. Ezt a tényt fejezi ki az alabbi
mértékelméleti eredmény.

Tétel eloszlasok meghatarozasarol az eloszlasfiiggvény segitségével. Legyen
egy n-dimenzios (€1, ..., &) valdszinidségi vdltozo eloszldasfiggvénye F(xq,...,xy,). Az F
eloszlasfigguény egyértelmien meghatdrozza a P ({w: ({1(w),...,&n(w)) € B}) valdszi-
niséget minden ,,szép” halmazra, azaz az n-dimenzios tér minden Borel mérheto B hal-
mazdra. Részletesebben kifejtve létezik olyan az F eloszldsfiigguény dltal meghatdrozott
wr valoszintiségi mérték az R™ tér B, Borel o-algebrdjan gy, hogy pr((—oo,x1) X

- X (—00,xp)) = F(x1,...,2,), és az F eloszldsfiigguény egyértelmiien meghatdrozza
ezt a pp mértéket. Tovabbd P ({w: (&1(w),...,&n(w)) € B}) = pup(B) minden B € B
halmazra.



Ismertetem, hogy hogyan kovetkezik a fenti eredmény a Carathéodory-féle tétel
azon viszonylag egyszeriibb allitasabol, amely szerint egy algebran definialt mérték kiter-
jesztése az algebra altal generdlt o-algebrara egyértelmiien meg van hatarozva.

Nem nehéz beldtni, hogy a (&1,...,&,) véletlen vektor F(zq,...,x,) eloszlasfligg-
vénye meghatarozza a P((&1,...,&,) € B) alaki valdszintiségeket a B = [a1,b1) X - -+ X
lan, by,) alaki halmazokon, azaz a koordinatatengelyekkel parhuzamos oldalu téglates-
teken az R"™ Euklideszi térben. (Megengedett az a; = —oo és b; = 00, 1 < j < n,
vélasztés is a B halmaz definicidjaban.) Az F(xq,...,x,) eloszlasfiiggvény a up(B) =
P((&1,-..,€,) € B) alaki valdszintiségeket akkor is meghatarozza, ha B véges sok
diszjunkt téglatest unidja. Az Osszes ilyen alaki halmaz egy By algebrat alkot, és ezen
algebra generalja a Borel halmazok B Borel o-algebrijat. Tovabba a valdszinliségi
mérték o-additivitdsa (és az eloszlasfiiggvény definicidja) implikédlja, hogy ez a pup(B)
halmazfiiggvény o-additiv ezen a By algebran. Ezért a Carathéodory-féle tétel idézett
része szerint az eloszldsfliggvény egyértelmiien meghatéroz egy olyan up(A), A € B,
valészintiségi mértéket az n-dimenziés Euklideszi tér B Borel o-algebrdjan, amelyre
teljesiil a pp(B) = P((&1,...,&) € B) azonossag minden B € By halmazra. Mésrészt
aip(A) = P((&,...,&) € A), A € B, szintén valdszintiségi mérték a B o-algebran, és
ur(B) = pp(B) a By algebra halmazaira. Ezért a mérték algebrardl o-algebréra vald
kiterjesztésének egyértelmiiségébol kovetkezik, hogy pr(A) = pp(A) = P((&1,...,&,) €
A) minden A € B Borel mérhet6 halmazra.

Valészintliségi valtozok eloszlasfiiggvényéhez hasonléan bevezethetjiik valoszintiségi
valtozok eloszlasanak a fogalmat is.

Valészintiliségi valtozok eloszlasanak a definiciéja. Legyen adva n darab &4, ...,&,
valdszinidségi valtozo egy (2, A, P) valdsziniségi mezén, amit dgy is tekinthetink mint
egy n-vdltozos (&1, .. .,&n) véletlen vektort. Ennek eloszlisin a pu(B) = P((&1,...,&,) €
B)), B € B™), figguényt értjiik, ahol B™ az n-dimenzids Euklideszi tér Borel halma-
zainak a o-algebrdja.

A fent definialt p eloszlds egy valdszintliségi mérték az R™ n-dimenziés Euklideszi
tér B Borel o-algebrajan. Az eléz6 tétel azt mondja ki, hogy egy (£1,...,&,) véletlen
vektor eloszlasanak megadasahoz elég definialni annak eloszlasfiiggvényét. De felmeriil
a kérdés, hogy mely fiiggvények tekinthetéek eloszlasfiiggvénynek. Részletesen fogal-
mazva a kovetkezo kérdések jelennek meg.

Problémak:

a) Mely egyvaltozds F(x) fiiggvények tekinthetSek eloszlasfiiggvénynek, azaz mely
F(x) fiiggvényekhez létezik olyan (2, A, P) valészintliségi mez6 és azon £ valészini-
ségi véaltozo, amelyre P(¢ < x) = F(z) minden —oo < z < 0o szamra?

b) Mely n-valtozés F(z1,...,x,) fliggvények tekinthetdk eloszlasfiiggvénynek, azaz

mely F(z1,...,x,) figgvényekhez létezik olyan (2,4, P) valésziniiségi mez6 és
azon &1, ...,&, valészinliségi valtozdk rendszere, amelyekre P(&; < z1,...,&, <
xn) = F(z1,...,2,) minden —oo < z; < 00, 1 < j < n szam n-esre?

Erdekel minket a fenti problémak kovetkezd végtelen dimenziés megfelelGje is.
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c) Legyen adva egy T = {t1,t2, ..., } megszamlalhaté halmaz és annak minden véges
{tj1,--.,tj,} C T részhalmazan egy az R", n-dimenzids tér B Borel o-algebrajin
definialt I{t;, otin } eloszlas. Milyen feltételt kell teljesiteni ennek a rendszernek
ahhoz, hogy létezzen egy (02, A, P) val6szintiségi mez6, és azon &, &, , ... valdszi-
niiségi valtozok sorozata gy, hogy a 1" halmaz minden {t;,,...,t;, } véges részhal-
mazara a (§;; ,---,&,, ) véletlen vektor eloszldsa a [{t;, ... t;, ) eloszlds legyen?

A ¢) kérdés természetesen dltaldnosithaté arra az esetre, amikor a 7' halmaz tet-
szOleges végtelen, és nem feltétleniil megszamlalhatéan végtelen halmaz. De mint latni
fogjuk, ennek az dltaldnosabb probléménak a megolddsa kénnyen visszavezetheté a c)
kérdés megoldasara. Ezért egyelore csak ezzel fogunk foglalkozni.

Elészor megfogalmazom az a), b) és ¢) probléméban megfogalmazott kérdésekre
a vélaszt. A c) probléméara adott vélasz a valdszintiségszamitdas Kolmogorov altal bi-
zonyitott alaptétele. Azutan ismertetni fogom az eredmények bizonyitasat az analizis
néhany fontos, itt ismertetett eredményének a segitségével. Az a) probléma megolddsat
a Tétel A1, a b) probléma megoldédsét a Tétel A2 tartalmazza. A c) probléma megol-
dasat tartalmazé eredmény megfogalmazasahoz el6bb be kell vezetni eloszlasok konzisz-
tencidjanak a definiciéjat.

Tétel Al. Egy F(z) fligguény akkor és csak akkor eloszlasfiigguénye egy alkalmas &
valdszinidségi vdltozonak valamely (0, A, P) valdsziniségi mezdén, ha teljesiti az aldbbi
a)—d) tulajdonsdgokat.

a) F(xz) monoton névekvd fiigguény.

b) F(x) balrél folytonos figguény, azaz , l(i)r% OF(I —h) = F(x) minden —o0 < z <
—0, h>

00 szdmra.
¢) lim F(z)=1.
d) lim F(x)=0.

r——00

Tétel A2. Egy F(x1,...,x,) figguény akkor és csak akkor (egyiittes) eloszldsfigguénye
alkalmas &1, . . ., &, valdsziniségi vdaltozoknak valamely (2, A, P) valdsziniségi mezén, ha
ez az F' fligguény teljesiti a kévetkezd (1)—(iv) tulajdonsdgokat.

(i) F(x1,...,x,) minden vdltozdjinak balrdl folytonos fliggvénye.
(1) mjhinoO F(xy,...,2,) = 1.
minden j=1,...,k szdmra
(117) lim F(z1,...,z,) = 0. (Ez dgy értendd, hogy az dsszes xs,
Tj——00

valamely 1<j<n szdmrra

1 <s<n, s#j koordindtdt régzitjik, és x; — —00.)

Végiil definidljuk egy az R™ téren definidlt F(xq,...,x,) fligguényre és eqy
K =[a1,b1) X -+ X [an, by) téglatestre a

WK) = pe(K) = S (XTI F(ey L)

r;= a; vagy bj
j=1,...,n
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mennyiséget, ahol x(z1,...,xy,) jeloli az a;-k szamdt az x1, ..., x, sorozatban.
Ekkor

() pr(K) >0 minden K téglatestre.

Feladat:

A Tétel A2 (iv) feltételének jobb megértése érdekében ldssuk be a kovetkezo allitast.
Legyen (&1 (w), £2(w)) két-véltozds valdszintiségi valtozo F(xq,xo) eloszlasfiiggvény-
nyel. Ekkor

P((&1(w),&2(w)) € [a1,b1) X [az,b2)) = F(b1,ba) — F(b1,a2) — F(a1,b2) + F(a1, az)

minden —oo < a1 < by < 00, —00 < as < by < 00 esetben.

Adva egy mérheté A C R? halmaz, jeldlje I4(w) a kdvetkezd valdsziniiségi valtozot.
I4(w) =1, ha (§&(w),&(w)) € A, és Ta(w) =0, ha (& (w),&2(w)) ¢ A. Mutassuk
meg, hogy

T{a1 b1)x[az,b2) (W) = L(—00,b1) x (—00,b2) (W) = L(—00,b1)x (—00,a2) (W)
— I(—oo,a1)x (—00,b2) (W) + I(Zo0,a1)x (—00,a2) (W),

és vezessiik le a fenti azonossagot ebbdl az 6sszefiiggésbol. Altaldnositsuk a feladat
allitasat tetszoleges n-valtozos véletlen vektorra.

Annak érdekében, hogy megfogalmazzam a c) probléma megolddsit bevezetem
mértékek konzisztencidjanak a fogalmat. E fogalom bevezetése el6tt definidlom el-
oszlasok vetiiletét (projekcidjat), illetve kényelmi okokbd6l megadom Euklideszi terek
reprezentacidjat véges halmazokon definialt fiiggvények tereként.

Euklideszi terek megadasa véges halmazon értelmezett fliggvények tereként.
Legyen S = {s1,...,8,} eqy (véges) n elemi halmaz. Definidljuk az S halmazzal in-
dexelt Rs Fuklideszi teret, mint azt a teret, amelynek pontjai az S halmazon definidlt
valds értéki xz; = X (s;), 1 < j < n, fiigguények, és két X (s;), 1 < j < n, illetve X(s;),
1 < j <n, fiigguény (pont) tavolsiga az Rg térben

1/2

n

PUX (1), X (80))s (X (s1)s- -, X (s0))) = | D_(X(s5) — X(s5))?

j=1
Legyen a Bg Borel o-algebra az Rg téren az
{(X(s1),- X (s0)): a5 < X(s5) <bj, 1 <j<n}

alaki halmazok dltal generdlt legsziikebb o-algebra. A tovdbbiakban, ha Rg téren definidlt
mértékrol beszélunk, akkor az Rg tér Bs Borel o-algebrdjan definialt mértékre fogunk
gondolni. Egyébként a Bs o-algebra elemei az

{(X(s1),...,X(s0)): (X(51),...,X(sn)) € BY, BeB™,
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alaki halmazok, ahol B az R™ n-dimenzids Fuklideszi tér o-algebrdja, és az Rg téren
definidlhato p mértékek megadhatoak

(X (1), X(50)): (X(50),..., Xa(s0)) € BY) = i(B)
alakban, ahol [i egy az (R™, B™) téren definidlt mérték.

Megjegyzés. Az R™ Euklideszi tér felfoghaté gy is, mint a szamegyenes énmagaval vett
n-szeres direkt szorzata. Terek direkt szorzatat gyakran szoktak ugy reprezentalni, mint
egy alaphalmazon értelmezett fiiggvények terét. A fenti definiciéban mi is ezt tettik,
mert bizonyos meggondolasok egyszeriibben kifejezhetéek ilyen modon.

Euklideszi téren definialt valésziniliségi mérték vetiiletének a definicidja. Le-
gyen adva egy véges S1 = {s1,...,sn} halmaz, és annak egy So = {S;,,Sjps---,8j,,} C
S1, m < n, részhalmaza. Ha adva van egqy p (valdsziniiségi) mérték az Rg, Euklideszi
téren, akkor annak pp vetiletét az Rs, Euklideszi térbe a

MP({(X(Sj1)7X(Sj2)7‘"7X(Sjm): (X(Sj1)7X(sj2)7‘“7X(Sjm)) S B})
= U({(X(51>7X<52)7'"7X(Sn)): (X(Sj1)>X(5j2)7" . 7X(Sjm)) € B,
X(s1) € RY, hal ¢ {jr,- - jm}})

képlet adja meg, ahol B € B"™) . Széban elmagyardzva, az Rg, téren levd p valosziniségi
mérték vetilete egy olyan mérték az Rg, téren, amely szerint annak a valdszinisége, hogy
eqgy az Sy téren vett fligguény (mint m-dimenzids vektor), értékét az R™ tér valamely
B € B halmazdban veszi fel, megegyezik annak az eseménynek a p mérték szerinti
valdszintségével, hogy eqy az S1 halmazon értelmezett fligguény megszoritisa az So hal-
mazra ebbe a B halmazba esik.

Valészintliségi mértékek konzisztencidjanak a definicidja. Legyen adva egy meg-
szamldlhato T = {t1,t2,...,} halmaz, és annak minden véges {t;,,...,t; } C T rész-
halmazdhoz rendeljik hozzd az Ry, . ; } Euklideszi teret. Legyen adva mindegyik R,
téren, ahol Ty C T, és Ty véges halmaz, egy pr, valdszinidségi mérték. Azt mondjuk,
hogy ezek a mértékek konzisztensek, ha minden Ty C Ty C T, halmazpdrra, amelyre Ty,
Ty véges halmazok, a pr, mérték a pr, mérték vetilete.

Ismertetem a valészintiségszamitas Kolmogorov-féle alaptételének nevezett ered-
ményt. Valéjaban e tétel egy valtozatat ismertetem, ahol véges dimenziés eloszldsokkal
dolgozunk, mig az eredmény eredeti (valdjaban természetesebb) formajaban eloszlds-
fliggvények nyelvén fogalmazza meg az allitast. Késébb ezt az eredményt is ismertetem.

A valészintliségszamitas Kolmogorov-féle alaptétele. Legyen adva egy megszdm-
lalhato T = {t1,ta, ..., } halmaz, és annak minden véges {t;,,...,t;, } C T részhalmazd-
hoz rendeljink hozzd eqy Pty vt} valosziniiségi mértéket az Ry, 5} téren. Akkor
és csak akkor létezik eqy (2, A, P) valdsziniségi mezd, és azon &, &, - .. valdsziniiségi

vdltozok sorozata gy, hogy a T halmaz minden {t;,,...,t; } véges részhalmazdra a
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(&jl voos &ty )y J1 < g2 < - < in, véletlen vektor eloszldsa a Pty ooty 3 VOlOSZINGSEGL

meérték, ha a pg;. 1 wvaloszintségi mértékek konzisztensek.
’ {tjl""7t.7n}

Tovabba, ha a P{ts,otin } valosziniiségi mértékek konzisztensek, akkor azok megha-
tarozzdk a P((&y,&t,, ... ) € B) valdszintiségeket az R>® ‘végtelen dimenzids Fuklideszi
tér’ B € B Borel-mérhetd részhalmazain. Itt R™ a valds szdmokbdl dllé végtelen
(z1,22,...) sorozatok terét jeloli, B> pedig az R> halmaz

A={(z1,22,...,): (x1,22,...,2,) € B}, BeB™
alakban eléallithato részhalmazai (hengerhalmazai) dltal generdlt legsziikebb o-algebrdt,
ahol n tetszbleges pozitiv egész szim, B pedig az R™ n-dimenzids Eukideszi tér Borel
o-algebrdjat jeloli.

Az, hogy a Tétel Al-ban, Tétel A2-ben és a valdszinliségszamitas Kolmogorov-féle
alaptételében megfogalmazott feltételek sziikséges feltételei a tételekben megkovetelt
tulajdonsagu valdszintiségi mezok létezésének viszonylag konnyen lathato. Erdemes
megjegyezni, hogy e feltételek sziikségességének ellendérzésekor fel kell hasznélni, hogy
a valészinliség nem csak additiv, hanem o-additiv is. fgy példaul a b) feltétel ellen-
6rzésénél a Tétel Al-ban azt kell megmutatni, hogy a P(§{ < x — hy,) = F(x — hy)
valészintiségek konvergalnak a P(§ < x) = F(x) val6szintiséghez minden valés x szamra,

o0
és h,, > 0 szamok olyan monoton sorozatéra, amelyre lim h, = 0. Mivel | {w: £(w) <
n—oo n=1

T —hyp}t ={w: {(w) < x} ez az éllitas kovetkezik a valdszintiségi mérték folytonossédgi
tulajdonsagabol. De ennek a tulajdonsagnak a teljestiléséhez nem elég a valdsziniiség
additivitasa, annak o-additivitasa is sziikséges. (Lasd a bevezetd valdsziniiségszamitas
el6adassorozat 2. eléaddsdban a Tétel A eredményt.)

A Tétel A2 feltételeinek sziikségessége hasonléan bizonyithatd, mint az analdg
allitas a Tétel Al-ben. Azt kell még megmutatni, hogy ha F'(x1,...,z,) egy (&1,---,&n)
véletlen vektor eloszlasa, akkor a (iv) tulajdonsag megfogalmazdsa elétt bevezetett pu(K)
mennyiség teljesiti a P((&1,...,&,) € K) = p(K) relaciét. Az, hogy Kolmogorov
tételében a valdszinliségi mértékek konzisztencidjat fel kell tenni nyilvanvalo.

Annak bizonyitasa, hogy a fenti tételekben megfogalmazott feltételek elégségesek
is, 1ényegesen nehezebb. Ismertetem, bizonyos részletek elhagyasaval ezeket a bizonyi-
tasokat is. ElOszor az elégségesség igazolasat visszavezetem az alabb megfogalmazott
Tétel B1, Tétel B2 és egy ebben a jegyzetben Kolmogorov tételnek nevezett eredmény
bizonyitasara. Ez a visszavezetés egyben azt is mutatni fogja, hogy a bizonyitas 6
nehézsége annak igazolasa, hogy bizonyos additiv halmazfiiggvények o-additivak is.

Tétel B1l. Teljesitse eqy F(x) figguény a Tétel Al a)-d) feltételeit. Akkor létezik
a szamegyenes Borel mérhetd halmazain olyan p = pp valdsziniségi mérték, amelyre
w((—o0,x)) = F(x) minden x valds szamra.

Tétel B2. Teljesitse eqy F(x1,...,x,) figguény a Tétel A2 (i)—(iv) feltételeit. Akkor
létezik az R™ n-dimenzios tér Borel mérheto halmazain olyan p = pp valdszinidségi
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mérték, amelyre pp((—oo,x1) X -+ X (00, 2y)) = F(z1,...,2,) minden (z1,...,T,)
valds szdm n-esre.

Feladat:

Mutassuk meg a Tétel B2 segitségével, hogy az n-dimenziés [0, 1]™ egységkocka
Borel-mérheté részhalmazain létezik Lebesgue mérték, azaz olyan A(-) o-additiv
n
halmazfiiggvény, amelyre A([a1,b1) X -+ X [an, b)) = [] (bj —a;) minden [aq,bq) X
j=1
- X [an, by) C [0,1]™ téglatestre.

Az alabb megfogalmazott eredményt, amelybdl kovetkezik a valdszintiségszamitas
Kolmogorov-féle alaptétele Kolmogorov tétele néven ismertetem.

Kolmogorov tétele. Legyen adva egy megszamlalhato T = {ti,ta,...,} halmaz és
annak minden véges {t;,,...,t;, } C T részhalmazdhoz rendeljink hozzd egy Pty ot}
valosziniiségi mértéket az Ree, 5} téren. Legyenek ezek a mértékek konzisztensek.
Jelolje Ry az (X (t1), X (t2),...) végtelen valds szamsorozatokbdl dllo teret, azaz a T
halmazon definidlt valds értéki fiigguények terét. Jeldlje CI az sszes

C(tj,-..tj,,Bn)
= {(X(tl)aX(tQ)w"): (X(tji)a cee 7X(tjn)) € By, X(tl) S Rla hal ¢ {jla s 7jn}}

alaki hengerhalmazbol allo halmazrendszert az Ry téren, ahol
n=1,2,..., {tj,ti.- t;, }CT, j1<jo<---<jn, BneB™,

és B az n-dimenzids Euklideszi tér Borel o-algebrdjdt jelli.
Az elébb definidlt CI' halmazrendszer algebra, és legyen Br a CI halmazrendszer
dltal generdlt o-algebra. Létezik olyan p valdszintiségi mérték az (Rr, Br) téren, amelyre

(Ctgys -5t Bn)) = pigtyy oy, y { (X E510), - X (85,)): (X (#5), -5 X(25,)) € Bn})

(1)
minden C(tj,,...,t;, ,Bn)) € Cd halmazra. Tovdbbd az (1) feltételt teljesitd p mértéket
egyértelmien meghatdrozzak a fige; .. +; y meértékek.

A Tétel B1-b6l konnyen kovetkezik, hogy amennyiben az F'(x) fiiggvény teljesiti a
Tétel Al a)-d) feltételeit, akkor létezik egy (2,.A, P) val6sziniiségi mez6 és azon egy &
val6szintiségi valtozd gy, hogy & eloszlasfiiggvénye az F'(x) fliggvény. Valéban, legyen
(Q, A, P) = (R',BY, up), ahol R' az egydimenziés Euklideszi tér, azaz a szdmegyenes,
BM) a Borel o-algebra a szdmegyenesen, és pup a Tétel Bl-ben szereplé mérték. Az w
elemi események ebben a valésziniiségi mez6ben a valés szamok. Definidljuk a &(w) =
&(x), (ha w = z), valészinliségi véltozét a &(x) = x képlettel. Ekkor a Tétel B1 szerint
a & valoszinliségi valtozé eloszlasfliggvénye az F'(z) fiiggvény.

Hasonléan lathatjuk be a Tétel B2 segitségével, hogy amennyiben egy F'(x1,...,z,)
fiiggvény teljesiti a Tétel A2 (i)—(iv) feltételeit, akkor létezik (€2, A, P) valdsziniiségi
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mez0, és azon (&1,...,&,) véletlen vektor, amelynek F'(z1,...,x,) az eloszldsfliiggvénye.
Valéban, legyen (9, A, P) = (R™,B"™ ur), ahol R" az n-dimenziés Euklideszi tér,
B(™) a Borel o-algebra R"-en, és up a Tétel Bl-ben szerepld pup mérték. Definidljuk a
&1, .., &, valészinliségi valtozdkat az w = (z1,...,x,) pontban a & (w) = z1, {(w) =
zg, ... &n(w) = x, formuldkkal. Ekkor a (&i,...,&,) véletlen vektor eloszldsa az
F(xy,...,x,) fuggvény.

Hasonléan kovetkezik a valdsziniiségszamitas Kolmogorov-féle alaptétele a Kol-
mogorov tételbdl. Legyen (2, A, P) = (Rp, Br, 1) a Kolmogorov tételben szereplé Ry,
Br és p mennyiségekkel. Legyen & (w) = X (t;),j = 1,2,...,azw = (X(t1), X(t2),...)
pontban. Ekkor ezen valésziniliségi valtozdknak a kivant eloszlasuk van a Kolmogorov
tétel alapjan. A Kolmogorov-féle alaptételben szerepld valészinliségek egyértelmiisége
konnyen kovetkezik a Carathéodory-féle kiterjesztési tételben, az ott tekintett, a kiin-
dul6 algebra &altal generdlt o-algebran definidlt mérték egyértelmiiségébol.

Feladat: Lassuk be, hogy megforditva a Tétel B1 kovetkezik a Tétel A1-bél, a Tétel
B2, a Tétel A2-bdl és a Kolmogorov tétel a valdszintiségszamitas Kolmogorov-féle alap-
tételébol.

Segitség: Ha léteznek a kivant tulajdonsagu valdsziniiségi valtozok valamely valdszini-
ségi mezén, akkor vezessiik be a pup(B) = P(€ € B), B € BM), mértéket a Tétel B,
aup(B) = P((&,...,&,) € B), B € B", mértéket a Tétel B2 igazoldsdban. Végiil a
Kolmogorov tétel esetében legyen u(B) = P((&4,,&:,,...) € B), B € BT.

Be kivanjuk latni a Tétel B1-t, Tétel B2-t és a Kolmogorov tételt. A bizonyitasban
felhaszndlunk néhany a matematikai analizisben tanult eredményt a kompakt halma-
zokrél. Felidézem az ott tanult legfontosabb fogalmakat és eredményeket.

Kompakt halmazok definiciéja metrikus terekben. FEgy (X,p) (szeparadbilis)
metrikus térben akkor nevezink eqy K halmazt kompaktnak, ha tetszoleges x,, n =

1,2,..., sorozatnak, amelyre v, € K, n=1,2,... létezik x,, konvergens részsorozata,
és e konvergens részsorozal oo = lim x,; hatdrértéke mindig teljesiti az xoo € K
j—o0

relaciot. Szavakban megfogalmazva: Tetszoleges a K halmazban levd sorozatnak van
konvergens részsorozata, és minden K halmazbeli értékeket felvevs konvergens sorozat
hatarértéke a K halmazban van.

Tétel Euklideszi tér kompakt halmazainak jellemzésérsl. Az R™ n-dimenzios
Euklideszi tér kompakt halmazai (a szokdsos metrikaval) megegyeznek az R™ tér zdrt és
korldtos halmazaival.

Heine—Borel-féle befedési tétel. Fedjen be nyilt halmazok unidja eqy kompakt hal-
mazt. Ekkor kivdlaszthato ezen nyilt halmazok kozil véges sok, amely szintén befedi ezt

a kompakt halmazt.

Szamunkra elsésorban a kovetkezo eredmény lesz hasznos. Ezért ennek bizonyitasat
megadom.
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Tétel egymasba skatulyazott kompakt halmazok metszetérol. Legyen K D

Ky D -+ egymasba skatulyazott kompakt halmazok végtelen sorozata egy metrikus tér-

ben. (Specidlisan az Euklideszi térben korldtos, zdrt halmazokat tekintink.) Ha teljestil
oo

a () K, =0 tulajdonsdg, akkor létezik olyan N < oo szdm, amelyre a Ky = () reldcid

n=1
18 teljestil.

Bizonyitds: Azt létjuk be, hogy amennyiben K, # () minden n = 1,2,... szamra, akkor
létezik egy x € ﬂ K,, pont. Valéban, ebben az esetben kivalaszthatunk mindegyik K,

halmazbdl egy xn E K,, pontot. Ekkor x,, € K is teljestiil minden n =1,2,... indexre,

ezért létezik e sorozatnak egy konvergens T, részsorozata, és ro, = lim T, € Ki. Sot,
j—o0

Too € K minden n =1,2,... indexre, mert az x,, sorozat pontjai véges sok kivétellel
benne vannak a K, halmazban, és a K, halmaz is kompakt. Innen kovetkezik a tétel
allitasa, mert xo, € [ Kp.
n=1
Felidézem és bebizonyitom a kdvetkezé (egyszerii) eredményt mértékek folytonos-
sagarol. (Ez szerepelt a bevezetd valészintiségi eléaddssorozat 2. eléadasanak a Tétel A
eredményében.)

Tétel additiv halmazfiiggvény c-additivitasanak biztositasardl folytonossagi
tulajdonsag alapjan. Legyen adva egy i véges, nem-negativ, additiv halmazfigguény
eqy X halmaz bizonyos részhalmazaibol dallo A algebrdn. A p halmazfigguény mérték
(azaz o-additiv), ha teljesiti a kévetkezd folytonossagi tulajdonsdgot:

Ha Ay D Ay D A3 D ..., A, € A, n = 1,2,... olyan egymdsba skatulydzott
oo
A mérhetd halmazok sorozata, amelyre (| A, =0, akkor lim p(A,) =0.
n—oo

n=1
Bizonyitds: Azt kell belatni, hogy ha B,,, n 1,2,. diszjunkt halmazok olyan sorozata
az X téren, amelyekre B,, € A, és C' = U B,, € A, akkor Z w(By) = u(0).

n=1
Vezessiik be az Ay = C'\ ( U Bn) = | B, halmazokat, N =1,2,.... Ekkor
n=1 n=N+1
Ay € Aminden N = 1,2,... szdmra, A1 D Ay D A3 D ---, (| A, = 0. Ezért a
n=1
tétel feltételei szerint Nlim w(Ayn) = 0. Tovédbba a By, Bs, ..., By és az Ay halmazok

N N
diszjunktak, < U Bn) UAx = C minden N = 1,2,... indexre. Ezért > u(B,)+
n=1

n—
u(An) = u(C). Végrehajtva az N — oo hataratmenetet az utolsé azonossdgban, és
felhasznalva a A}im u(An) = 0 reldciét megkapjuk a tétel allitasat.
— 00

Szemléletesen vilagos, hogy a fenti tételben megfogalmazott folytonossigi tulaj-
donsag teljesiilésének az ellendrzésében hasznos lehet az el6tte megfogalmazott egymas-

ba skatulyazott kompakt halmazok metszetérdl szolo tétel. A Tétel B1, Tétel B2 és
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Kolmogorov tétel bizonyitasaban sziikség van olyan eredményre is, amely azt biztositja,
hogy az Euklideszi tér mérhet6 halmazai jél approximalhatéoak kompakt halmazokkal.
Megmutatom, hogyan lehet a fenti tételeket egy ilyen gondolatmenet segitségével bebi-
zonyitani.

N
A Tétel Bl bizonyitdsa. Jelolje A az |J [aj,b;) alakban el6éllithaté halmazokbdl all6
j=1
halmazrendszert, ahol az uniéban véges sok diszjunkt [a;,b;) intervallum van. Az
a; = —o00, b; = oo vélasztds is megengedett. Definidljuk egy az A halmazrendszer-

j=1 j=1
ahol definici6 szerint F'(—oo) = 0, F(c0) = 1.

N N
ben levé halmaz mértékét a p | |J [aj,bj)) = > [F(bj) — F(a;)] képlet segitségével,

Nem nehéz belatni, hogy A algebra, a p halmazfiiggvény egyértelmiien van defi-
nidlva az A algebran, és az additiv, nem-negativ, valamint pu((—oc0,00)) = 1. (A u
halmazfiggvény egyértelmiisége igazolasakor azt kell ellendrizni, hogy bar egy A-beli
halmaz el6éllitdsa nem egyértelmi, hiszen példaul egy [a,b) intervallum elSallithaté
la,b) = [a,c)U[e,b), a < ¢ < b, alakban is, egy A-beli halmaz p mértékét igy definidltuk,
hogy az nem fiigg ennek a halmaznak az el6éllitasatol.)

Azt allitom, hogy a p halmazfliggvény nem csak additiv, hanem o-additiv is. Ehhez
N(n)

elegendé belatni azt, hogy amennyiben A,, = ) [ag-n), bgn)) e A n=12,...,olyan az
j=1

A halmazrendszer halmazaibdl ll6 sorozat, amelyre Ay D Ay D -+, [ A, = 0, akkor
n=1

lim u(A,) =0. -
n—oo
Ezen allitas bizonyitasa érdekében rogzitsiink egy kis € > 0 szamot, és valasszunk

N(n) _

minden A,, halmazhoz olyan K,, = () [dg.n), bg.n)) € A, halmazt, amelyre ag.n) < ag.") <
j=1

Bgn) < bgn) —00 < dg-n) < Bgn) < 00, és u(K,) > pu(A,)—2""e. Ilyen vélasztas lehetséges

az F(-) fuggvény baloldali folytonossiaga miatt, azaz a Tétel Al b) feltétele miatt, és

a Tétel Al c) és d) feltétele miatt. Ilyen vélasztdssal nemcsak a K, C A,, hanem a

K, C A, tulajdonségot is biztositjuk, ahol K, a K, halmaz lezdrtjit jelenti. Ezenkiviil

K, korlatos, zart, ezért kompakt halmaz.

N _ N _ _
Vezessiik be a K3 = (| Ky, és Ky = () K, halmazokat. Ekkor K7 D Kj D ---

n=1 n=1
egymasba skatulyazott kompakt halmazok sorozata, amelyek metszete tires. Ezért az

egymasba skatulyazott kompakt halmazok metszetérol szolo tétel alapjan létezik olyan
N index, amelyre a K3, igy a KA halmaz is tires. Innen kapjuk, hogy Axy = Ay \ Ky C

N N
N (A\Ko), & u(Ax) < 3 (u(An)—u(K)) < e. Badrt u(Ay) < 2, han > N = N(e).
n=1 n=1

Mivel ez az allitds minden € > 0 szadmra igaz, innen kévetkezik, hogy lim u(A,) =0,

és a u halmazfiiggvény mérték a A algebran.
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A Carathéodory-féle kiterjesztési tétel alapjan a pu mértéket ki lehet terjeszteni
az A algebra altal generalt o-algebrara, amely megegyezik a szdamegyenes Borel o-
algebrdjaval. Tovabba u((—oo,x)) = F(x) minden z valdés szédmra. A Tétel Bl-t
bebizonyitottuk.

A Tétel B2-t is be lehet bizonyitani a Tétel B1 bizonyitasanak természetes fi-
nomitasaval. Azt kell kihasznalni, hogy a tobb-valtozos eloszlasfiiggvények Tétel A2-
ben megfogalmazott (iv) tulajdonsiga a monotonitas tulajdonsdganak természetes tobb-
véaltozos megfelel6je. Vegyiik észre, hogy az emlitett (iv) feltételbdl kovetkezik, hogy a

Fj(x) = Fj( o0,...,00 ,x, 00,...,00 ) fliggvény monoton és balrdl folytonos, és
—— ——
j—1 argumentum n—j argumentum
Fj(bj) = Fjaz) = pr(lar, b1) x -+ X [aj—1,bj-1) X [aj, bj) X [aj11,0541), % - - [an, bn))
minden olyan a,...,ay, és by, ..., b, szdmsorozatra, amelyre a; < b;, 1 < j <n. A Té-
tel B2 bizonyitasdban a 1 mértéket eloszor K = [a1,b1)x- - - [a;,b;) diszjunkt téglatestek
véges unidjara definidljuk. (Az a; = —oo és b; = oo valasztas is megengedett.) A p

mértéket a (iv) formula el6tt téglatestekre bevezetett pu(K) = pp(K) képlet segitségével
definidljuk. A Tétel B1 érveléséhez hasonléan bebizonyithatjuk, hogy ilyen médon egy
mértéket definidlunk egy olyan algebran, amely generalja a B(™) Borel o-algebrat az R™
Euklideszi téren. E mérték Carathéodory-féle kiterjesztése a B(™) g-algebrara megadja
a Tétel Bl feltételeit teljesitd p mértéket a B(™ o-algebran. A bizonyitds részleteinek
kidolgozasat elhagyom.

Megfogalmazok és bebizonyitok két tételt, amelyeket a Kolmogorov tétel bizonyita-
saban fogok felhaszndalni. Az els6 tétel azt mondja ki, hogy egy Euklideszi térben min-
den mérhet6é halmaz jol approximalhaté kompakt halmazokkal, a masodik tétel pedig
azt, hogy kompakt halmazokra tamaszkodé hengerhalmazok metszete a végtelen di-
menziés térben hasonld tulajdonsagokkal rendelkezik, mint kompakt halmazok metszete
egy metrikus térben.

Tétel mérhet6 halmazok approximalasarol kompakt halmazokkal Euklideszi
terekben. Legyen p véges mérték az R™ n-dimenzids Fuklideszi tér B™ Borel o-
algebrdjdn, azaz legyen p(R™) < oo. Ekkor minden B € B™ halmazhoz és e > 0
szdmhoz létezik olyan K kompakt halmaz, amelyre K C B, és u(K) > u(B) — ¢.

Bizonyitds. Jelolje B azon B € B(™ mérheté halmazok osztélyat, amelyekre igaz, hogy
minden € > 0 szdmhoz taldlhaté olyan K = K (e, B) kompakt és G = G(e, B) nyilt
halmaz, amelyekre K C B, és u(K) > u(B) — ¢, valamint B C G, és u(B) > u(G) — €.
A tétel bizonyitasahoz elég a kovetkezo két allitdast igazolni.

a) Minden S = [a1,b1) X -+ X [an, b,) alakid téglatest eleme a B halmazosztalynak.
b) B o-algebra.

Az a) allitas bizonyitdsa érdekében definidljuk minden S = [a1,b1) X - -+ X [an, by)

téglatesthez az Ky = [al,bl—%]x- . -x[an,bn—%] kompakt és Gy = (al—%,bl)x- CeX
(an — %,bn) nyilt halmazokat, N = 1,2,.... Ekkor K1 C Ko C ---,és S = |J K.
N=1
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Ezért minden ¢ > 0 szamra u(Ky) > u(S) —e, ha N = N(e) elég nagy, és Ky C S.

Hasonléan, S = () Gn, és G1 D G D ---, ezért minden ¢ > 0 szdmra létezik olyan
N=1
nyilt Gy O S halmaz, amelyre u(Gy) < p(S)+e. A B halmazrendszer a) tulajdonsagat

belattuk.

Léssuk be, hogy ha B € B, akkor R™ \ B € B. Minden ¢ > 0-hoz létezik olyan
K C B kompakt halmaz, amelyre u(K) > u(B) —e. Egy ilyen K kompakt halmazt
valasztva azt kapjuk, hogy a G = R™ \ K halmaz nyilt, R" \ B C G, és u(R" \ B) >
1(G) — €. Masrészt vélasszunk olyan nyilt G O B halmazt, amelyre u(G) < u(B) + 5.
Ekkor az FF = R"™ \ G halmaz zart, de nem feltétleniil kompakt, FF C R™ \ B, és
pu(R™\ B) < u(F)+ 5. Vélasszunk olyan nagy T > 0 szdmot, amelyre u(R"™\ ([T, T x
x [-T,T])) < 5. Ekkor a K = FN([-T,T] x --- x [-T,T]) halmaz korlatos, zart,
ezért kompakt, K C R™\ B, és u(R™ \ B) < u(K) + €. Belattuk, hogy R" \ B € B.

Megmutatom, hogy amennyiben By € B, N = 1,2,..., B, = |J By, akkor
N=1
minden & > 0 szdmra létezik olyan K = K(e) kompakt és G = G(e) nyilt halmaz,

amelyekre K C Boo, p(K) > p(Bo) —€, és Boo C G, 1(Bx) > p(G) —e. Ez azt jelenti,

hogy |J By = B € B.
N=1

Valéban, minden € > 0 szamhoz létezik olyan M = M (¢) index, amelyre
M
H (gl BN) + % > p(B)-
Valasszunk minden N indexre olyan kompakt Ky C By halmazt, amelyre u(Ky) >
w(By) — e27N=2. Ekkor a K = ﬁ Ky halmaz kompakt, K C ﬁ By C By

N=1 N=1
M M
Tovabba u( U BN) —pu(K) < > [u(Bn) — u(Kn)] < §, ahonnan
N=1 N=1
M
<U )——>u(B)—5.
N=
Masrészt mindene > 0és N = 1,2, ... szamhoz valasszunk olyan G y nyilt halmazt,
amelyre By C Gy, és u(Gy) < (BN) + 27771 Ekkor G = |J Gn nyilt halmaz,
N=1

Ba C G, és u(G) < u(Bo) + Niijl (G \ By) < u(Bo) + .

Végiil vegyiik észre, hogy amennyiben By € B minden N = 1,2,... indexre,
akkor () By € B, mert ekkor By = R"\ By € B minden N = 1,2,... indexre, és
N=1

(| By =R"\ ( U B N) € B. Ezzel a B halmazrendszer b) tulajdonsdgat is belattuk,
N=1 N=

és a tétel bizonyftasat befejeztiik.
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Feladat:

Léassuk be kozvetleniil, a fenti tétel felhaszndldsa nélkiil, hogy a [0,1] interval-
lum irraciondlis szamaibdl allé6 halmaznak minden € > 0 szamra van olyan zart
részhalmaza, amelynek a Lebesgue mértéke nagyobb, mint 1 — €.

A kovetkezo tétel megfogalmazéasa el6tt bevezetek néhany jelolést. Jelolje R, a
‘végtelen dimenzids Euklideszi tér’ a valds szamokbdl 4116 végtelen (x1, x2, . .. ) sorozatok
terét, és alljon B(()OO) az R® halmaz B = {(x1,22,...,): (z1,22,...,2,) € C}, C € B,
valamilyen n pozitiv egész szamra, alaku részhalmazaibdl. A B(()OO) halmazrendszer ele-
meit az R> tér hengerhalmazainak fogom nevezni, mert az ilyen halmazok felirhatéak
B = Byx R alakban, By C R™ alakban. A B halmaz B = Byx R alaku eléallitasaban
szereplé By halmazt az B hengerhalmaz tartéjanak fogjuk nevezni. Ha By kompakt hal-
maz az (R", B™) Euklideszi térben, akkor azt mondjuk, hogy a B halmaz egy kompakt
tartoju hengerhalmaz. Ha ennek a kompakt By halmaznak a dimenzidja n, akkor azt
mondjuk, hogy n = r(B) a B halmaz tartéjanak a dimenzidja. Megjegyzem, hogy egy B
hengerhalmaz B = By x R alaku eloallitdsa nem egyértelmii. Valéban, az eloallitasban
szerepld By halmazt helyettesithetjiik példdul a By x R! halmazzal. Viszont, ha B kom-
pakt tartoja hengerhalmaz, akkor annak A = By x R alaku el6allitasa egy Bg kompakt
halmaz segitségével egyértelmii. Ezért egy B kompakt tartéjui hengerhalmaz tartéjanak
r(B) dimenzidja értelmes fogalom.

Tétel egymasba skatulyazott kompakt tart6ji hengerhalmazok metszetének

tulajdonsagairdl. Legyen A1 D Ay D A3 D -+, A; = K; x R™, ahol K; kompakt hal-

maz az (R",B")) Euklideszi térben valamely n; paraméterrel, j =1,2,..., eqymdsba

skatulydzott kompakt tartéju hengerhalmazok sorozata az R™>™ ‘végtelen dimenzios Euk-
oo

lideszi tér’-ben. Ha () A, =0, akkor létezik olyan N < oo index, amelyre Anx = 0.

n=1

A tétel bizonyitdsa. Azt kell beldtni, hogy amennyiben A, # () minden n = 1,2,...
indexre, akkor létezik egy = (z1,2,...) € [) A, pont. Ha A = K x R® C A =

K x R>® két K és K alapti kompakt tart6ji hengerhalmazra, akkor r(A4) < r(A4),
azaz a K kompakt halmaz dimenziéja kisebb vagy egyenld, mint a K halmazé. Innen
kévetkezik, hogy az r(A;) szamok sorozata monoton né, ezért vagy lim r(A,) = oo

vagy r(Ay,) = N valamely fix N pozitiv egész szammal minden elég nagy n indexre. Az
utobbi esetben a Tétel allitasa kovetkezik az egymésba skatulyazott kompakt halmazok
metszetérol szol6 tételbdl. Ezért feltehetjiik, hogy lim r(A,) = oc.

n—oo

Legyen lim 7(A,) = oco. Ekkor minden A, = K,, x R* halmazbdl kivilasztha-

tunk egy z(™ = (x&"),xg”), ...) € A, pontot. Megmutatom az igynevezett &tlds eljaras

segitségével, hogy a pozitiv egész szamok n = 1,2, ... sorozatanak van olyan N1, N, - - -

részsorozata, amelyre 1étezik az T = lim x,iNj ) (véges) hatarérték minden k = 1,2, ...
j—00

indexre.
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Valéban, mivel az A, halmazok kompakt tartéji hengerhalmazok az R* térben
N

van olyan V. 1(1), NQ(I), ... sorozat, amelyre létezik az ; = lim x, ’  hatarérték. Mivel
j—00
r(A,) > 2 véges sok n index kivételével, ennek alkalmas
2 2 1 2
(VP NPy e i )
(N®
részsorozatara létezik az o = lim z, ’ ° hatarérték. Hasonléan ldthat6, hogy mivel
j—00
r(Ay,) > k véges sok n index kivételével minden k szamra, ezért induktiv médon megkon-
strualhatjuk az egész szamok sorozatanak olyan egymasba skatulyéazott { IV 1(k), Nz(k), o}
részsorozatait minden k£ = 1,2,... indexre, amelyekre

k+1 k+1 k k
{Nl( +)7N2( " )7}C{N1( )7N2( )7"'}7

N
és az T = lim x, ’ ~ hatdrérték létezik minden k = 1,2,... indexre. Definidljuk az
j—o0
N; = N ;J ), J =1,2,... sorozatot. E sorozat elemeit esetleg véges sok tag kivételével
tartalmazza az {Nl(k), Nl(k), ...} sorozat minden k = 1,2,... indexre. Ezért létezik az
Tr = lim xliNj ) hatérérték minden k = 1,2,... indexre.
j—o0
Azt allitom, hogy = = (Z1,%2,...) € A, minden n = 1,2,... szdmra, ahonnan
oo
kovetkezik a bizonyitand6 z € (] A, relacié. Valéban, legyen r(A,) = ky,, azaz legyen
n=1
A, = K,, X R® egy k,, dimenziés kompakt K, halmazzal. Ekkor (Z1,...,Z, ) € K,,
mert (Zy,...,Tx,) a hatdrértéke az (ff[ﬂ . ,fff”) sorozatnak, ha 7 — oo, tovdbbi e

sorozatnak esetleg véges sok tag kivételével minden eleme benne van a K,, halmazban, és
a K, halmaz kompakt. Innen viszont kovetkezik, hogy = € A,,, és ezt kellett bizonyitani.

Megjegyzés. A fenti tétel konnyen levezetheté a topoldgia néhany klasszikus eredmé-
nyébdl is. A Tyihonov tételt érdemes alkalmazni, amely szerint kompakt topoldgikus
terek direkt szorzata is kompakt. Jelen esetben ez az eredmény kozvetleniil nem al-
kalmazhaté, mert a szamegyenes nem kompakt. Viszont a topoldgia egy masik fontos
eredménye szerint a szamegyenesnek 1étezik igynevezett egy-pontos kompaktifikaciéja.
Ennek segitségével a tétel levezetheté a Tyihonov tételbdl, és a kompakt halmazok tu-
lajdonsagaibol. A részletek kidolgozasat elhagyom.

A Kolmogorov tétel bizonyitdsa. Definidljuk minden n pozitiv egész szamra és B €
B Borel-mérhet6 halmazra az n-dimenziés Euklideszi tér Borel o-algebrajaban a
C(n,B) = {(X(t1),..., X (tn)): (X(t1),...,X(tn) € B} € By, . +,} halmazt, ahol
By, ...ty jeloli az Ry, 1 Euklideszi téren bevezetett Borel o-algebrat. Jelolje Bép
az Osszes ilyen halmazbdél 4116 halmazrendszert, és definialjuk minden C(n, B) € BY hal-
maz mértékét a u(C(n, B)) = g, 4.y ({(X (1), ..., X(t0)): (X(t1),...,X(tn) € B})
képlet segitségével. Kiilonbozé (n, B) parok definidlhatjik ugyanazt a C(n, B) hal-
mazt, hiszen példaul C(n,B) = C(n + k, B x R¥) tetszéleges k > 1 szémra, de a
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Kty ...ty mértékek konzisztencidjdbol kovetkezik, hogy egy C(n,B) € Bl halmaz-
nak el6bb bevezetett u(C(n, B)) mértékét megadé képlet nem fiigg a C'(n, B) halmaz
reprezentaciojatol.

Azt 4llitom, hogy BI algebra, és p additiv halmazfiiggvény ezen az algebran.
Valéban, ha adott két C(ny, By) € BY és C(n1,B;) € B% halmaz, akkor ezen hal-
mazok megfelel§ reprezentacidjaval feltehetjiik, hogy n1 = no = n (az n = max(ny, ns)
véalasztassal). Innen adédik, hogy teljesiilnek a C'(n, B1) U C'(n, Bg) = C(n,B1 U Bs) €
BY és C(n, B1) N C(n, By) = C(n, By N By) € BY. reldcidk, és

u(C(n, B1) U C(n, By)) = p(C(n, BLU By)) = u(C(n, B1)) + p(C(n, Ba)),
ha C(n,B1) € Bl és C(n,By) € Bl diszjunkt halmazok. Az, hogy Ry \ C(n,B) =
C(n,R"\ B) € B}, ha C(n, B) € Bl nyilvanvalé.

Be akarjuk latni, hogy u nemcsak additfv, hanem o-additiv is a BI algebran.
Ehhez elég megmutatni, hogy egymadsba skatulyézott C,, = C(k(n), By(n)), Cn € Bg,

[o.¢]
n=12,..., C; D Cy D C3 D, halmazok olyan sorozatira, amelyre (| C, = 0
n=1
teljesiil a lim u(C,) = 0 reldcié. Ezen allitds bizonyitdsa érdekében rogzitsiink egy
n—oo

e > 0 szdmot, és vdlasszunk mindegyik C), halmazhoz olyan A}, = C(k(n), Ky(,))
halmazt, amelyre Ky ,) kompakt halmaz az RF(™) Euklideszi térben, K k(n) C Brn)
és M{tl,...,tk(n)}(Kk(n)) > U{tl,...,tk<n>}(3k(n)> — 27", Ilyen A] halmazok léteznek az
FEuklideszi terekben mérheté halmazok approximdldsdrol szolo tétel alapjan. Legyen

n

A, =N A;-. Ezek olyan egymasba skatulydzott kompakt tartéjui hengerhalmazok az
=1

Ry ‘végtelen dimenziés Euklideszi tér’-ben, amelyek metszete iires. Ezért az egyméasba

skatulyazott kompakt alapi hengerhalmazok metszetének tulajdonsagairdl szold tétel
alapjdn létezik olyan ng index, amelyre A,, = (. Innen kovetkezik, hogy u(C,,) =

no o

H(Coy \ A) < 32005\ 4) = S5(C) — uld))] < e Eatre (C,) < e ha
i= j=

n > ng = np(e). Mivel ez az dllitds minden € > 0 szadmra érvényes, ezért lim u(C),) = 0.

Innen kévetkezik, hogy a fent definidlt 1 halmazfiiggvény valésziniiségi mérték a BE al-
gebran.

A Carathéodory-féle kiterjesztési tétel szerint a p valdszinliségi mértéket ki lehet
terjeszteni a B altal generdlt o-algebrara, amely megegyezik a Kolmogorov tételben
definialt BT o-algebraval. Meg kell még mutatni, hogy

M(C(tju <. 7tjn>Bn>) = By, tjn}({(X(tj1)7 s 7X(tjn)): (X(th)? s 7X(tjn)) S Bn})

a Kolmogorov tételben bevezetett C{" halmazrendszer minden elemére.

Ezen allitas bizonyitasa érdekében vélasszunk olyan nagy N egész szamot, amelyre
{tjr, ...t} C{t1,...,tn}, és definidljuk a

By = Bn(By)
={(z1,...,xNn): (Tjy,...,xj,) € Bn, és ceR'hale {1,...,N}\ {j1,---,dn}}
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és O(N, By) = C(t1,...,tn, By) halmazokat. Ekkor egyrészt,

N{tjl,...,tjn}({(X(th)?'"7X(tjn)): (X(tj1)>"'7X(tjn)) S Bn})
= :u{thm,tzv}({(X(tl)a s 7X(tN)): (X(tl)a ce vX(tN)) € BN})

a tekintett mértékek konzisztencidja alapjan. Masrészt,

fge, ey ({(X (0, X () (X (B), -+, X (tw)) € B}
- M(C(N7 BN)) - “(C(th U BN))

a p mérték definicioja alapjan, és
w(C(t1,...,tn,BN)) = u(Cty,---,tj,, Bn)),

mert C(t1,...,tn,Bn) = C(tj,,-..,t;,,Bn). Innen kovetkezik a bizonyitani kivént
aZoNossag.

Végiil megjegyzem, hogy az a tény, hogy a u mértéket az (Rp,Br) téren egyértel-
milen meghatarozzak a pg, ..+, y mértékek kovetkezik az el6bb bizonyitott azonos-
sagbdl és a Carathéodory tétel egyértelmiiségi részébdl.

Mivel véges dimenzids Euklideszi terekben valészintiségi mértékeket nem kozvetle-
niil adunk meg, hanem eloszlasfiiggvények segitségével, ezért érdemes a Kolmogorov-féle
alaptétel olyan valtozatat bizonyitani, amelyben a keresett valészintiségi valtozok rend-
szerének nem a véges dimenzids eloszlasait, hanem véges dimenzids eloszlasfliiggvényeit
adjuk meg. Egy ilyen eredmény bizonyitasa a mar bizonyitott Kolmogorov tétel segitsé-
gével egyszer(i, mivel minden véges dimenziés F(x1,...,x,) eloszldsihoz tudunk (egy-
értelmtien) olyan pp mértéket definidlni az R™ téren, amelyre pp({(ug,...,up): u; <
T1yenoyly < Tp}) = F(x1,...,2,). Ez az éllitds a Tétel B1 eredménye. Megforditva
minden g mérték az R™ n-dimenziés Euklideszi tér B Borel g-algebrdjan eloallithaté
ilyen médon az F(x1,...,2,) = p({(v1,...,un): w1 < T1,...,u, < T,}) eloszlds-
fliggvény segitségével. Ahhoz, hogy a kivant eredményt megfogalmazzam el6bb be kell
vezetnem eloszlasfiiggvények konzisztencidjanak a definiciéjat.

Eloszlasfiiggvények konzisztencidjanak a definicidja. Legyen adva egy T végtelen

(nem feltétleniil megszamldlhatd) halmaz, és legyen hozzdrendelve minden véges tq, ... ,
tn, t; €T, 1< 75 <n, véges T'" halmazbeli értékeket felvevd sorozathoz egy

Ftl,...,tn (zlv e 7ajn)
eloszlasfigguény. Ezek az eloszldsfiigguények konzisztensek, ha

a) Fiy.. o1, (z1,...,2,) = By vty oy (T (15 - -  Tr(n)) 0z {1,...,n} halmaz tet-
széleges (mp(1),...,mn(n)) permutdcidjira.
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b) Haty, ... tn,tnt1s--stntm €9y ty, ..., ty sorozat folytatdsa, t; € T, 1 < j < n+m,
akkor Fy, oo (T1,. . Tp, 00,...,00 )=Fy 4 (21,...,2,), ahol
N—_—— —

m multiplicitassal

Fyootpom (@1, y, 00,...,00 )
———
m multiplicitassal
= xn}.legoo Ftl,...,tn+m (xla sy Tny L1 - - 7xn+m)~
1<j<m

Eloszlasfiiggvények és valdszintiségi mértékek konzisztenciajat hasonléan definial-
tuk. A legjelentOsebb kiilonbség a két definicié kozott az, hogy az eloszlasfiiggvények

konzisztencidjanak a definicidjaban az eloszlasokat t1,...,t, sorozatokkal, mig valdszi-
niiségek konzisztencidjanak a definiciéjaban a valészintiségi mértékeket {tq, ..., ¢, } hal-

mazokkal indexeltiik. Ha ugyanannak a halmaznak az elemeit méas sorrendben soroljuk
fel, és mindegyik sorozathoz hozzarendeliink egy eloszlasfliiggvényt, akkor ezt konzisztens
modon kell tenni. Ezt a kovetelményt fogalmazza meg az eloszlasfiiggvények konzisz-
tencigjat megadd definicié a) feltétele. Igaz a kovetkezd egyszerii lemma.

Eloszlasfiiggvények és valésziniiségi mértékek konzisztencidjanak kapcsola-
tardl szoldé lemma. Legyen adva eqy T megszamldlhatoan végtelen halmaz és azon
a T halmazbeli értékeket felvevd véges sorozatokkal indexelt Fy, . 4 (x1,...,zy) elosz-
lasfiugguények eqy konzisztens rendszere. Jelolje Rp a T halmazon értelmezett valos
fugguények terét, és definidljuk az Rs Fuklideszi teret a hozzdtartozo Bs o-algebraval
minden véges S C T halmazra gy, mint ahogy azt az Euklideszi terek megadasa véges
halmazokon értelmezett fiiggvények tereként definicioban tettiik. Rendeljik hozzd min-
degyik Fy, ..+, eloszldsfigguényhez azt a jigy, .. .y mértéket az Ry, . 41 Buklideszi tér
Biiy,...t,y o-algebrdjdan, amelyre g, 3 ({(u1, . un): w1 < T1,.00,un < Tp)) =
Fi ot (21, .., 2,) minden 1, ..., 2, értékre. A pugy, 1.y mértékek konzisztensek.

Bizonyitds. Az eloszlasok konzisztenciajardl szolo definicié a) feltétele szerint

[ty ({(0rs o un) un <1, up <an})

alaki mennyiségeket egyértelmiien definidltuk. Innen kovetkezik, hogy az Fy, . 4.
eloszlasfiiggvények egyértelmiien meghatarozzak a

M{tl,...,tn}({(ula s 7un): ap < up < bla cey @ S Up < bn})

alaku valészintiségeket, illetve véges sok diszjunkt téglatest unidjdnak a py, . 4.y valo-
szinliségét is. Mivel az ilyen halmazok algebrat alkotnak, a Carathéodory tétel alapjan
a diszjunkt téglatestek véges unidinak a mértékei a pigy, . ;1 mértékeket egyértelmiien
meghatarozzédk. Hasonléan lathatd, hogy a b) feltétel e mértékek konzisztencidjat is
biztositja.
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Ezutan meg tudjuk fogalmazni és be tudjuk bizonyitani a Kolmogorov-féle alapté-
telnek azt az (eredeti) valtozatét, ahol véges dimenzids eloszlasok helyett eloszlasfiigg-
vényekkel dolgozunk.

A Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozata. Legyen adva eqy T' = {t1,ta,...}
megszamlalhatdan végtelen halmaz, és minden véges t;, ,...,t; T-beli értékeket felvevd
sorozathoz legyen hozzdrendelve egy Fy, |+ (1,...,2y,) eloszlasfiggvény. Legyenek
ezek az eloszlasfiugguények konzisztensek. Jelolje Rp a T halmazon definidlt valos értéki
fuggvények halmazadt, és definidljuk a Bt o-algebrdt az Ry téren a kévetkezd mddon. A

Br o-algebra elemei az
{(X(t1), X (t2),...): (X(t1),X(t2),...) € B}, B € B>,

alaki halmazok, ahol B> a wvégtelen sorozatok R°° terén kordbban definidlt B> o-
algebra. FEkkor létezik pontosan egy olyan p valdsziniiségi mérték az (Rp,Br) téren,
amelyre

p({(X (1), X(t2), ... ): X(tj,) <@1,..., X(t5,) <zn}) = Fiy oty (T, T0)

minden n = 1,2,..., pozitiv egész szdmra, t;,,...,t; T halmazbeli elemekre és x1, ...,
T, valos szamokra.

Kovetkezmény: Teljesiiljenek a Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozatinak a fel-
tételei. Tekintsik az (Q, A, P) = (Ry,Br, 1) valdsziniségi mezét a tételben szerepld
W valdsziniségi mértékkel, és definidljuk a & wvaldszinidségi vdltozdkat az (Rrp,Br, )
valoszintiségi mezén minden t € T indexre a §(w) = X (t) képlettel azw = (X (t),t € T)
elemi eseményen. Ekkor a & valosziniiségi valtozokra igaz, hogy a (ftjl yoo s &, ) véletlen

vektor eloszldsa az thl et (x1,...,%y) eloszldsfiggvény minden t;,, ..., t;, T halmaz-
beli véges sorozatra.

A Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozatanak a bizonyitasa. Vezessiik
be minden {ti,...,t,} C T halmazra azt a pg, . ¢,y mértéket az Ry, ;1 Buk-

lideszi tér By, .. +,1 o-algebrdjdn, amelyre pigy, ¢ ({(ur, ... un): w1 < o1,...,u, <
rn}) = Fy 4, (21,...,2,) minden xq,...,2, értékre. Ezek a pg, . 4.3 mértékek

konzisztensek, ezért alkalmazhatjuk rajuk a Kolmogorov tételt. Tekintsiik a Kolmogorov
tételben szerepl6 p mértéket. Nem nehéz belatni, hogy ez teljesiti a Kolmogorov tételben
eloirt tulajdonsagokat. A p mérték egyértelmiisége konnyen kovetkezik a Carathéodory-
féle kiterjesztési tételbol.

A kovetkezmény konnyen levezetheté a Kolmogorov-féle alaptétel eredeti véltoza-
tabol.

Példa. Legyen adva Fj(x), j = 1,2,..., eloszlasfiiggvények végtelen sorozata. Ekkor
a Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozatabol egyszertien kovetkezik, hogy 1étezik
valészintiségi mez6 és azon fiiggetlen valdszintségi valtozdk olyan £1,&s,... sorozata,
amelyre a &; valdszintiségi valtozo eloszldasa Fj(z) minden j = 1,2,... indexre. Valéban,
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n
nem nehéz ellendrizni, hogy az Fj, . j (z1,...,2,) = [[ Fj,(z;) fiiggvények tobbval-
=1

tozos eloszlasfiiggvények, (azaz teljesitik a Tétel B1 feltételeit), és ezek az eloszlasfiigg-
vények konzisztensek. (Jelen esetben a T' = {1,2,...} halmazt vdlasztunk indexhal-
maznak.) Ezutdn a Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozatanak kévetkezménye biz-
tositja, hogy létezik a kivant tulajdonsagu valoszinliségi valtozok sorozata. Hasonléan
lathatd, hogy ha adva van tobbvéltozés Fj(-), j = 1,2,..., eloszlasfiiggvények végtelen
sorozata, akkor létezik fiiggetlen vektor értékii &;, 7 = 1,2,... valdszinliségi valtozok
olyan sorozata, amelyre §; F) eloszlasu.

Legyen adva egy T (nem feltétleniil megszamldlhat6an) végtelen indexhalmaz, és
legyen minden véges t1,...,t, halmazbeli sorozathoz hozzarendelve egy Fy, . ., elosz-
lasfliiggvény ugy, hogy ezek az eloszlasfiiggvények konzisztensek. Bizonyos vizsgédlatok-
ban hasznos tudni, hogy minden ilyen esetben létezik egy valdszintiségi mez6 és azon
olyan &, t € T, valdszinliségi valtozok, amelyek véges dimenziés eloszlasfiiggvényei
ezek az Fy, . (x1,...,2,) fliggvények. Ezt az allitdst nem nehéz visszavezetni a
Kolmogorov-féle alaptétel eredeti véltozatara az aldabbi egyszerii lemma segitségével.
Ezen lemma tulajdonképpen annak a ténynek a kovetkezménye, hogy megszamlalhaté
sok megszamlalhato szamossagi halmaz unidja szintén megszamlalhato szamossagu.

Lemma végtelen halmazokon definialt fiiggvények terén definialt o-algeb-
rakrél. Legyen T egy (nem feltétlenil megszamlalhatdan) végtelen halmaz, és jeldlje
Ry az osszes T halmazon definidlt valds szdm értéki fuggvénybdl dllo halmazt. Jeldlje
U a T halmaz osszes megszamldalhato részhalmazdbdl dllo halmazrendszert, és minden
U= {tuq)tu@),-- -} €U halmazra definidljuk a kovetkez6 By o-algebrdt az Rt halmaz
részhalmazain. A By o-algebra elemei az

{(X<t>7 te T): (X(tu(1)>7X(tu(2))7 : ) S B}

alakd halmazok, ahol {t,),ty@),...} = U, B € B>, és B> a végtelen x1, xo,...
valds szdmokbdl dallo sorozatokat tartalmazo R térben kordbban definidlt B> o-algebra.
Definialjuk az Ry részhalmazaibol dllo

Br = U By
Ueld

halmazrendszert. A Br halmazrendszer o-algebra az Rt téren.

A lemma bizonyitdsa. Nem nehéz ellen¢rizni, hogy a By, U € U, halmazrendszerek

valéban o-algebrak. Tekintsiink egy B; € Br, j = 1,2,..., megszdmlalhaté halmaz-

sorozatot. Ekkor léteznek olyan U; € U, j = 1,2,..., halmazok, amelyekre B; € By,.

Legyen U* = |J U,. Ekkor U* € U, és Bj € By~ minden j = 1,2,... szdmra. Ezért
j=1

U Bj € By~ C Br, (\ B; € By C Br, és R"'\ B; € By, mivel By~ o-algebra. A
j=1 j=1
lemmat bebizonyitottuk.
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Ezutan be tudjuk bizonyitani a Kolmogov-féle alaptétel minket érdeklo dltalanos
alakjat.

A Kolmogorov-féle alaptétel altalanos alakja. Legyen adva eqy T (nem feltétleniil
megszdmldalhatéan) végtelen halmaz, és minden véges ty, ..., t, T-beli értékeket felvevd
sorozathoz legyen hozzdrendelve eqy Fy, . 4+, (T1,...,%y) eloszldsfiigguény. Legyenek ezek
az eloszlasfigguények konzisztensek. Jelolje Ry a T halmazon definidlt valos értéki
figguények halmazdt, és definidljuk a Br o-algebrdt az Ry téren gy, ahogy azt az elézo
lemmdban tettik. Ekkor létezik pontosan egy olyan u valdsziniiségi mérték az (Rr,Br)
téren, amelyre

W{(X(O), t€T): X(t) <1y, X(tn) < @n}) = Foyop (@1, h2)  (2)

mindenn = 1,2, ..., pozitiv egész szamra, t1,...,t, T halmazbeli értékeket felvevd véges
sorozatra €s xi, ..., Tn valos szamokra.

A fenti tételbol kovetkezik, hogy a Kolmogorov-féle alaptétel eredeti véaltozatanak
kovetkezményeként megfogalmazott eredmény érvényes marad akkor is, ha T tetszoleges
végtelen, nem feltétleniil megszamlalhato halmaz.

A Kolmogorov-féle alaptétel dltalanos alakjanak bizonyitdsa. A bizonyitasban a végtelen
halmazokon definidlt fliggvények terén definidlt o-algebrakrdl szolé lemma jel6lését fo-
gom hasznalni. A Kolmogorov-féle alaptétel eredeti valtozata alapjan minden U =
{tu(1), tu@)s - - - } € U halmazra 1étezik olyan puy mérték a By o-algebran, amelyre

po({(X(1), t € T): X(tugy)) < Z1se s X(tuin) <@nt) = Frytugn, (@15 Tn)

minden fy;,),---,tu(;,) U-halmazbeli véges sorozatra és x1,...,r, szdmokra. Nem
nehéz ellendrizni mértékek algebrarol az algebra altal generalt o-algebrara vald kiter-
jesztésének egyértelmiisége alapjan, hogy amennyiben B € By, és B € By, két kiilon-
b6z6 Uy € U és Uy € U halmazra, akkor uy, (B) = up,(B). (E tulajdonsig ellenérzését
redukdlhatjuk arra az esetre, amikor Uy C Us.) Ez lehet6vé teszi, hogy a u(B) = uy(B),
ha B € By, U € U, képlet segitségével definidljunk egy p halmazfiiggvényt a Br o-
algebran. Felhasznalva, hogy megszamlalhaté sok megszamlalhaté szamossagi halmaz
unigja megszamlalhato, konnyen lathatjuk, hogy p o-additiv halmazfiiggvény. Ugyanis,

ha B; € Br, j = 1,2,..., diszjunkt halmazok, akkor mindegyik B; halmaz eleme a
By, o-algebranak valamely U; € U halmazra. Legyen U* = Ej U;. Ekkor U* € U,
U; € By~ minden U;, j = 1,2,... halmazra. Ezért a pp- rrjlgrlték o-additivitasabol
kévetkezik, hogy fjl (B;) = u ([’jl Bj>.

j= j=

A p mérték definiciéjabol kovetkezik, hogy teljesiti a (2) tulajdonsagot. Az adott
tulajdonsagu p mérték egyértelmiisége egyszertien kovetkezik abbdl, hogy mértékek
kiterjesztése algebrardl az algebra altal generalt o-algebrara egyértelmii. A tételt bebi-
zonyitottuk.
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A Kolmogorov-féle alaptétel altalanos alakja fontos eredmény a sztochasztikus
folyamatok elméletében. Bar ez nem téméja a jelen el6adassorozatnak, mégis tanulsagos
roviden ismertetni néhany problémaéat e témakorben, és megvizsgalni, hogy milyen segit-
séget nyujtanak ezek vizsgalataban a most bizonyitott eredmények. Ennek érdekében
el6szor bevezetem a kovetkezo fogalmakat.

Sztochasztikus folyamat és sztochasztikus folyamat trajektoriajanak a defi-
niciéja. Legyen adva egy T (paraméter)tartomdny. Egy T paraméteri sztochasztikus
folyamaton a T halmaz elemeivel indezelt X;(w) = X (t,w), t € T, valdsziniiségi valtozok
rendszerét értjik egy U, A, P) wvaldszintiségi mezdén. A sztochasztikus folyamat tra-
jektoridin a T paramétertartomdnyon definidlt X (-,w) fligguényeket értjiik régzitett w €
Q elemi eseményekre.

A sztochasztikus folyamatok elméletében a leggyakrabban megjeleno feladatokban
a T paramétertartomany a szamegyenes, a pozitiv szamok halmaza, egy intervallum
vagy a (pozitiv) egész szamok halmaza. A T paraméterhalmaz ¢t € T elemeit ilyen
esetekben altalaban idépontként szoktak interpretalni.

Egy X (t,w) sztochasztikus folyamatot altalaban vigy szoktak definidlni, hogy meg-
adjak véges dimenziés eloszlasait, azaz az (X (t1,w),..., X(tn,w)) véletlen vektor el-
oszlasfiiggvényét minden véges tq,...,t, € T sorozatra. A Kolmogorov-féle alaptétel
altalanos alakja szerint, ha ezek az eloszlasfiiggvények konzisztensek, akkor ilyen médon
mindig egy 1étezd sztochasztikus folyamatot definidlunk.

Valéjaban a probléma nehezebb. Ugyanis, amikor sztochasztikus folyamatokat vizs-
gélnak, akkor fel szoktdk tételezni azt is, hogy annak trajektéridi szépek. igy példdul, ha
a T paramétertartomany a szamegyenes vagy egy intervallum, akkor gyakran felteszik,
hogy a sztochasztikus folyamat trajektériai folytonosak. Felmeriil a kérdés: Mikor van
jogunk ezt feltenni?

A Kolmogorov-féle alaptétel nem nyujt segitséget e kérdés vizsgalataban. Valéban,
legyen adva egy X (t,w), 0 < t < 1, sztochasztikus folyamat a [0, 1] intervallumon.
Vegyiik észre, hogy a Kolmogorov-féle alaptétel csak annyit allit, hogy a sztochasztikus
folyamat véges dimenzids eloszlasai meghatarozzak az

{w: (X(tl,w),X(tg,w), .. ) € B}

alaki halmazok valdszintiségét, ahol tq,ts, ... szdmsorozat a [0, 1] intervallumon, és B
mérhetd halmaz az (R, B*®) téren. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy olyan események
valésziniiségérol beszélhetiink, amelyek az X (¢,w) sztochasztikus folyamat megszamlal-
hatéan végtelen sok t; koordinatdjatél fiiggnek. Ahhoz viszont, hogy egy fliggvényrdl
eldonthessiik, hogy folytonos-e, minden pontban ismerniink kell az értékét. Tehat a
Kolmogorov-féle alaptételben nem definidltuk annak az eseménynek a valdszintliségét,
hogy egy sztochasztikus folyamat trajektoriai folytonosak. Annak eldontése, hogy mikor
van ennek az eseménynek valésziniisége, és az mikor egyenld eggyel kiilon vizsgalatot
igényel. Ez azonban nem témaja a jelen el6adédssorozatnak.

Viszont egy hasonlé probléméval ebben az eldadassorozatban is taldlkozunk. Be
fogom vezetni a Poisson folyamatokat. Ezt ugy fogom tenni, hogy megadom a Pois-
son folyamatok véges dimenzios eloszlasait. De ezenkiviil azt is meg fogom kovetelni,
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hogy a Poisson folyamat trajektoridi bizonyos egymast koveté (véletlen) intervallumokon
konstans (egész) értéket vegyenek fel, és szomszédos intervallumok kozott 1-et ugor-
janak. Az, hogy létezik Poisson folyamat (ilyen trajektéridkkal) szintén nem kovetkezik
a Kolmogorov-féle alaptételbol. A Poisson folyamatok 1étezését specialis konstrukcid
segitségével fogom belatni.

Kiegészités.
Ismertetem a mértékelmélet egyik klasszikus eredményét mértékterek végtelen szorza-
tardl és targyalom ennek kapcsolatat a Kolmogorov-féle alaptétellel.

Tétel mértékterek végtelen szorzatardl. Legyen adva végtelen sok (1, An, tin),
n=12,..., valdszinilségi mezo. Létezik ezeknek

(0, A ) = (Hﬂn, I Hﬁm)
n=1 n=1 n=1

végtelen direkt szorzata. Részletesebben kifejtve ez a direkt szorzat olyan valdsziniségi

o0
mezd, amelyben Q> = [] Q. a végtelen (wy,ws,...) sorozatokbdl dllé tér, A az
n=1

Ay x - Ay X Ay X Qi X oo, Ay € Ay, 1 < j < n, alaki hengerhalmazok dltal
generdlt o-algebra. A s mértéket ugy definidljuk, hogy

p (Ar X oo X Aoy X Ap X Qpr X o) = p(Ar) - p(Ap—1) pn (An)

minden n = 1,2,... szamra és A; € Aj, 1 < j < n, halmazra. Ez a halmazfiggvény
egyértelmien kiterjeszthetd o-additiv halmazfigguénnyé az A o-algebrdra, és igy defi-
nidljuk a keresett u° mértéket.

E tételbdl kovetkezik, hogy ha léteznek (£2;, A;, P;) valdsziniiségi mezdék és azokon
¢, valdsziniiségi valtozok, amelyek értékeiket valamely (altaldnos) (Y;,);) mérheto te-
rekben veszik fel, j = 1,2,..., akkor létezik egy (€, A, P) valészintiségi mezé (az
(Q;, A;, P;) valésziniiségi mez6k direkt szorzata), és azon fiiggetlen éj, j=12 ...,
valészintiségi valtozok sorozata tgy, hogy a &; és éj valoszinliségi valtozok eloszlasa
megegyezik.

Hogy viszonylik ez az allitds a Kolmogorov-féle alaptételhez? Lattuk, hogy a
Kolmogorov-féle alaptételnek is van egy hasonl6 kovetkezménye. Egy lényeges kiilonbség
azonban van az itt targyalt és a Kolmogorov-féle alaptétel kovetkezményeként kapott
allitas kozott. A Kolmogorov-féle alaptételben valés szam értékii, mig itt értékét tetszo-
leges mérheto térben felvevo valdszintiségi valtozokat tekintettiink. Valdjaban a mérték-
terek végtelen szorzatardl szolo tétel kovetkezményeként kapott eredmény nem vezetheto
le a Kolmogorov-féle alaptételbdl.

A Kolmogorov-féle alaptétel bizonyitasa felhasznalja a kompakt tartéja hengerhal-
mazok bizonyos tulajdonsagait, igy topoldgiai jellegii érveket is tartalmaz. Kihasznélja
azt, hogy a valdszinliségi valtozok valds értékiiek, pontosabban azt, hogy egy olyan
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térben veszik fel az értékeiket, amely szép topologiai tulajdonsagokkal rendelkezik. A
mértékterek végtelen szorzatarodl szolé tételben semmilyen feltételt nem kell feltenni a
mértékterek topologiai tulajdonsagairél. Bar szamunkra ennek nincs jelentosége, bi-
zonyos kutatasokban vizsgdljak, hogy mely mértékelméleti allitasok érvényességéhez
kell feltenni, hogy a tekintett mérheto tér bizonyos szép topoldgiai tulajdonsdgokkal
rendelkezik, és mely mértékelméleti allitasok igazak minden topoldgiai megkotés nélkiil.

27



