1.)

FELADATOK

Legyen ¢ standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo, azaz legyen & stri-
2

’ f /n — 1 —X /2

ségfiiggvénye f(x) Words

valészintiségi valtozé Fe's virhaté értékét.

Megoldas:

o ]- 2 > 1 2 2 2
Eet{ :/ etu e U /2 du :/ etu—u /2—t°/2+t%/2 du

_ t2)2 /OO 1 —(t—u)?/2 _ t2)2
= e —¢€ du=-¢e .
—oo V2T

, és legyen t valds szam. Szdmoljuk ki az e'®

Legyenek & és n fiiggetlen, standard normélis eloszlast valdszinliségi valtozok.
Lassuk be, hogy £2 + n? exponencislis eloszldsi valészintiségi valtozé A = % pa-
raméterrel.

Megoldds: P(£2 < z) = ®(y/z) — ®(—/x) = 28(v/z) — 1, ha = > 0. Irjuk fel
€2 stirtiségfiiggvényét és konvolicié segitségével a kivant stiriiségfiiggvényt. A &2

valészintiségi valtozé stirtiségfiiggvénye g(z) = *"i/@ — A—e™/% hax >0, é

g(z) =0, ha x <0, és 2 + n? sfirliségfiiggvénye

* 1
— _ /2 f(xfu)/Qd
X)) = k X)) = e (& u
fla) =gga) = [ — o
1

1 1

_ —:c/2/ - = dv== —x/2 h >0

e v (& y axr ~=U,
0o 2my/v(1 —v) 2

és f(z) =0, hax <0.
Megjeqyzés: Az x paramétertol nem fiiggo fol \/ﬁ dv integral értékét meghata-
v —v

rozza az a tény, hogy a végeredményként kapott fliggvény stiriiségfiiggvény, ezért
integralja a szdmegyenesen eggyel egyenld. De ki is tudjuk szamolni ezt az integralt.
Vagyiik észre, hogy

1 1 B 2
— o) N — —1)2’
Vol —wv) /%_(v_%)Q V1= (2v-1)
ezért u = 2v — 1 helyettesitéssel

du

b - / L
0o 2my/v(l—w) 1 2mV1—w?
1

= — [arcsina]® ! = arcsin(2z — 1) + 3
27 -1 2T

Innen kovetkezik, hogy a tekintett integral értéke x = 1 esetén %, mivel arcsinl =
us
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3.)

Legyen ¢ és n két fiiggetlen standard normélis eloszlasu valdszinliségi valtozo.
Szamitsuk ki az g hanyados eloszlas és stirtiségfliggvényét.

A megoldas kidolgozasa elott tegylink el6szor egy altalanos megjegyzést. Ha adva
van két valdszintliségi valtozo & és n, amelyek (egyiittes) siirliségfiiggvénye egy is-
mert f(u,v) sliriségfiiggvény, akkor az g hanyados eloszlasfiiggvényét a kovetkezo
moédon szamolhatjuk ki: Vezessiik be a g(u,v) = g, (u,v) figgvényt, amely a sikon

az {(u,v): v < x} halmaz indikdtorfiiggvénye, azaz g(u,v) = 1, ha = < =z, és

g(u,v) =0, ha £ > z. Ekkor P (% < x) = Eqg(&n) = [ [g(u,v)f(u,v)dudv =

u

S f{(u 0): v <2} f(u,v) dudv. Latni fogjuk, hogy az ebben a feladatban vizsgaland6
integral viuszonylag egyszerl, konnyebben kezelheto.

Megoldas. A feladatban vizsgdland6 hanyados eloszlasfiiggvénye

1
F(z) =P (g < :1:> = // %6_(“2“’2)/2 du dv
v<TU

1

) arctan x 1 1
— 9 / re” " /Zdrd¢:_/ dp = — + —arctan x.
27 —F<p<arctanz J0 T 2 T

-3
Ebben a szamolasban a felirt integralt atirtuk w = rcosp, v = rsinp transz-
formacioval polarkoordinatarendszerben. E szamolas soran az integrandusban meg-
jelenik az r Jacobian mint szorz6 faktor. Ezutan azt vegyiik észre, hogy a bels6 r
oo
valtozé szerinti integral fooo re="/2 dp = [—e‘”’“Z/z} =1.
0
Kiszamoltuk a keresett valdszintiségi valtozd eloszlasfiiggvényét. E valdszintiségi

véltozo stiriiségfiiggvénye az eloszlasfiiggvény derivéltja, azaz az f(z) = dF(z) _

1 . , dx
m fuggveny.

Mdsodik megoldds. A (&,m) vektor siiriiségfiiggvénye %e_(“’”%yz)/ 2 ami forgatésin-
varians fliggvény. Innen kovetkezik, hogy annak valdszintisége, hogy a (&,7n) vektor
egy origobdl kiindul6 « szogli szogtartomédnyba esik, 5. Ezért

P (g < x) =P ((f, n) € [—g, arctan x) U [g, arctan x + 7T) szégtartoményban)

! 2( tan  + 7T) L Lt
= — — = — — arctan x.
27‘( arctan x 2 2 -

Legyen (&,n) két-dimenzids valdszintliségi valtozd f(z,y) strliségfiiggvénnyel. Lés-
suk be, hogy a % valoszinliségi valtozonak is 1étezik striiségfliiggvénye, és az a
g(t) = ffooo f(x,tx)|x| dz figgvény. Adjunk ennek az eredménynek a segitségével
1j megoldast az el6zo feladatra.

Megoldds: Jelolje G(t) a ¢ tort G(t) = P (g < t) eloszlasfiiggvényét. Ekkor

G(t) = / f(z,y) dz dy.
(z,y): <t
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Szémitsuk ki ezt az integrdlt az (Z,z) = (x,%) helyettesitéssel. Ekkor a G(t)
fiiggvényt kifejezé integrdlban az 1j integraldsi tartomany az {(z,z): —oco < T <
00, —o0 < z < t}, f(z,y) = f(z,2Z), és az integraltranszformécié kiszamitdsdhoz
meg kell hatdroznunk a leképezés Jacobi transzforméciéjat. Ez az & = hq(z,y) = =
z = hy(z,y) = ¥ jeléléssel

@ 8_@) 8h1(1‘,y) 8h1($ay) 1 O
— . oz’ O . 0 ) 15} ) _ ) _
J<”f’z)—'<a_ﬁ = )‘ ‘(8’12(3;79) Ohs (20) >|—’<_i l)’_
oz’ Oy’ Oz ’ O e x

Y

1

és informalisan dzdz = J(z,z)dx dy, ahonnan dxdy = dzdz = |z|dzdz,

J(:c z)
ahonnan

t
G(t) = /(mw: %<tf(:1:,y) drdy = //(%Z):qu(a:,zx)]x\dxdz = /_Oo K(z)dz

:/Oo flx,zz)|z| dx.

Innen lathatd, hogy a keresett stirtiségfliggvény ¢g(t) = K (t), amint allitottuk.
Ha & és n két fiiggetlen standard normahs eloszlasu valoszintliségi valtozo, akkor
(€, m) stirtiségfiiggvénye f(z,y) = 5-e —(@*+y%)/2 , ezért 2 stirtiségfiiggvénye

<1 (@ 2, 2
o) = [ gme I o

oo 27T

|5 ey Ve (VE )| a (V)

ahonnan

1 2,91 ° 1
= —— [—e v /2} = —.
w(t2 + 1) o w(t*+1)

Legyen & standard normalis eloszlasi valdszintliségi valtozo, azaz legyen strliség-
fiiggvénye p(z) = ﬁe‘xzm, —00 < x < 00. Szdmitsuk ki a &2 + £* valészintiségi
valtozé striségfiiggvényét.
Megoldds: Szamitsuk ki el6szor €2 4 &4 G(x) eloszlasfiiggvényét. Ha = < 0,
akkor G(z) = 0, mert &2 + ¢* > 0 egy valészintiséggel. Ha x > 0, akkor a
P(€2 + ¢4 < 1) valdszintiségét kell kiszdmitanunk. Legyen u = u(z) az u? +
u — x = 0 egyenlet nagyobb gyoke, az u = H\/H_‘lx. Nem nehéz belatni, hogy
£2(w) + ¢4 (w) < z akkor és csak akkor, ha 0 < €3 (w) < u(z), ami azt jelenti,

hogy —y/u(xz) < £ < J/u(xz). Innen §2 + &4 eloszlasfiiggvénye > 0 esetén
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G(z) = <1>( 7—1%@) ) (— 7—1%@) = 2@( 7—1%@) — 1, ahol

®(x) a standard normadlis eloszlasfiiggvény. Innen differencidldssal kapjuk, hogy

£2 + ¢4 stirliségfiiggvénye digf), ahonnan ez a stirtiségfiiggvény nulla, ha x < 0, és

JEosp { I 4 LT s

dx 2
Legyen & és n két valdszintiségi véltozd, amelyek egyiittes eloszlasdnak (létezd)
stirliségfiiggvénye f(u,v) = 2u + 2uv? + 2v alakd, ha 0 < u,v < 1, és f(u,v) =0
egyébként. Lassuk be el6szor, hogy f(u,v) valéban stiriiségfiiggvény, majd szamol-
juk ki a & + n valészintliségi valtozé strliségfiiggvényét.
Megoldds: Annak érdekében, hogy ellendrizziik, hogy f(u,v) slirtiségfiiggvény azt
kell megmutatni, hogy f(u,v) > 0 (majdnem) minden (u,v) szdmparra, és

//f(u,v)dudv = 1.

Az nyilvanval6, hogy f(u,v) > 0 minden (u,v) szamparra. Mdasrészt mivel

1 1 1 1
/ / uv2dudv:/ udu/ UQdU:l-lz 17
o Jo 0 0 2 3 6

fol folududv =3 és fol folvdudv = 3, ezért [ [ f(u,v)dudv = 1.
A & 4 n valdszintségi valtozo eloszlasfliggvényét az

G(z) = /_O; (/_:uf(u, v) dv> du

képlet segitségével szamithatuk ki, hasonléan 1-G(z) = [~ ( [ fu,v) dv) du.

oo T—Uu
Miésrészt, a slirtiségfiiggvény g(z) = %Sf) formula segitségével kiszdamithato. Ez a

mi esetiinkben a kovetkez6t jelenti, g(x) = 0, ha = < 0, g(z) = 1, ha > 2, mert
G(z) =0,haz <0, G(z) =1, ha x > 2. Mésrészt

1 r—u 2 2
g(z) = % </0 /o <§u—|—2uv2 + gv) du> dv,

ha 0 <z < 1, g(z) = —L <f01 fl,l_u (2u+ 2uv? + 2v) du) dv, ha 1 < z < 2.
Azért volt érdemes a 0 < z < 1 és 1 < x < 2 eseteket szétvalasztani, mert a
konkrét feladatban a G(x) fiiggvényt tudjuk kényelmesen kiszamitani 0 < x <1 és
az 1 — G(x) fiiggvényt az 1 < z < 2 intervallumban. Ez a szétbontds azonban nem
kotelezo.

A fent vazolt mdédon ki lehet szamolni a striségfiiggvényt, de valdjaban ezt a
szamolast lehet egyszeriisiteni. Ez hasonlé ahhoz, ahogy a konvolucié formulat
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6a.)

vezetik le fliggetlen valdszintiségi valtozok Osszegének a stirliségfiiggvényére. Valo-
ban, a v valtozd z = u + v helyettesitésével felirhatjuk, hogy

G(x):/_o; (/_:uf(u,v)dv) du:/_o; (/_;f(u,z—u)dz) du
:/; (/O;f(u,z—u)du) dz,

ahonnan derivélassal

g(x) = dcjl:(:) = /00 flu,z —u) du.

E képlettel a szamolasokat lehet egyszertlisiteni. Azt kapjuk, hogy jelen esetben
g(z) = 0, ha x < 0 vagy « > 2, (ebben az esetben a g(x) fiiggvényt kifejez6
integralban szereplo integrandus azonosan nulla. Ugyanis z < 0 esetében vagy
u<0vagy r—u<0,é x> 2esetben vagy u >1vagyx —u>1. Ho0 <z <1,
akkor

o(z) = /OH <§u F2ule —u)? + 2 (o - u)) du,

ha 1 <z <2, akkor

g(x) = /:_1 <§u + 2u(x — u)? + ;(m — u)) du.

Mutassuk meg, hogy a fenti feladat megoldasaban kapott részeredmények tartal-
mazzak specidlisan azt az eredményt is, hogy két fiiggetlen valdszintiségi valtozo
osszegének a stirtiségfiiggvényét konvolucié segitségével lehet kiszamolni.
Megoldds. Léttuk, hogy amennyiben egy (£,7n) véletlen vektor siirliségfiiggvénye
f(z,y), akkor a £ +n valészintiségi valtozénak is van stirtiségfiiggvénye, és az g(x) =
ffooo flu,z—u) du. Legyen & és n két fliggetlen valésziniiségi valtozé hi(z) és ha(x)
stirtiségfiiggvénnnyel. Ekkor a (£,n) vektornak is van siiriiségfiiggvénye, és az az
f(z,y) = hi(z)he(y) figgvény. gy a &€ +n Osszegnek is van siirliségfiiggvénye, és
az az idézett eredmény szerint g(z) = [7_ f(u,x —u)du = [ hy(w)he(z — u) du.
Legyen a (&,7n) vektor egyenletes eloszlasu a (0,0), (1,0) és (0,1) pontok altal
meghatarozott haromszogon, azaz legyen strtiségfliiggvénye 2 azon a haromszogon,
amelynek ezek a pontok a cstcspontjai, és legyen nulla ezen a haromszogon kiviil.
Szamitsuk ki a & és n valdszintiségi valtozok kovarianciajat.

Megoldds: Cov (§,n) = Eén — EEEn, és EEn = [ zyf(x,y) dz dy,

E¢ = [xf(x,y)drdy, En = [yf(z,y)dxdy, ahol f(z,y) a (&,n) vektor siirliség-
fliggvénye. Ezért

1 1—z 1 y2 1—x 1
Eén = / (/ 2xy dy> dr = / 2x {?1 dxr = / z(1 — :c)2 dz
0 0 0 0 0

B {xQ 213 x4] ! 1

12’
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1 1—a 1 1
E{z/ (/ 2xdy> dx:/ 2¢(1 —z)dz = =,
o \Jo 0 3
1 1—a 1 1
En:/ (/ 2ydy> da::/ (1—z)*dx = =,
o \Jo 0 3

(Szimmetria meggondolasok alapjan is beldthatd, hogy En = E¢.) Innen

Cov (€1) = & — 5 = —%.

8.) Legyen 11 és ny két fiiggetlen normalis eloszldst valdszintiségi valtozé my illetve
mo varhaté értékkel, o2 és 03 szérasnégyzettel. Lassuk be, hogy az 01 + 1y Osszeg
my +mo varhaté értékii és o2 + o3 szérasnégyzetii normalis eloszlast valészintiségi

valtozo.

és

A feladat megoldasa el6tt érdemes megjegyezni, hogy

/ e_(”’_A)z/B dr = VvV Brr.

Ezt lathatjuk példaul az y = ﬁxjg helyettesitéssel, és abbdl a ténybdl, hogy a
p(y) = \/%e_yQ/ 2 fiiggvény stiriségfiiggvény. Ez az észrevétel azért hasznos, mert
ez lehet6vé teszi, hogy amennyiben olyan integrélt kell kiszamolni, amelyben az inte-
grandus exponensében egy kvadratikus alak szerepel, akkor az inegrandusban szereplo
kifejezést teljes négyzetté alakitva ki tudjuk szamolni az integrdlt. Ez a gondolata a

jelen feladat megoldasanak is.

Megoldas: Az n1 + no valészintliségi valtozo sliriiségfiiggvénye

f(x) = /OO L 6_(u_m1)2/20—fe_(m_u—mQ)Q/Zo'g du

o 2TO109

/°° 1 5 1 4 1 I L L
= expy —u° | =5 + = u| —
oo 20102 P 202 202 o3 o3

mi (@ —my)? } ”

T 9.2 2
207 205

2
1 02 + 02 myos + (z — ms)o?
= Ymoos TP T 9522 \UT )
0o 102 0102 o1+ 03

(m1o3 + (x —ma)o})?  mi  (x—ms)? } du

2 2( 2 2 T 9.2 2
20i05(07 + 03) 207 203

> 1 0% + o3
= / exp {_%22“2 du
oo 2WO102 20705

P 20202(0% + 03) 202 2032
_ 1 {(m10§+(x—m2)0%)2 _omi (l‘—m2)2}
2 (0% 4 o3 20703 (0F + 03) 207 203
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2 (0} + o3 2(07 + 03)

Megjegyzés. A feladatot lehet egyszerilisiteni. Elég példaul arra az esetre koncentralni
a figyelmiinket, amikor m; = 0 és mo = 0. Valéban, vezessiik be az iy = m1 — my
és Mo = Mo — mo valdszintliségi valtozokat. Ekkor 77 és 7y fliggetlen normalis eloszlasu

2

valészintiségi valtozok 0 varhaté értékkel, o és o3 szérasnégyzettel. Masrészt 1 + 12 =
M + 72 +m1 +ma, és ha 7y + 79 stiriségfiiggvénye h(z), akkor 1y + n9 siiriiségfiiggvénye
h(x —mq —mg). Miért? Ez azt jelenti, hogy elég 71 + 75 slirliségfiiggvényét kiszamolni.

9.)

10.)

11.)

Mutassuk meg, a karakterisztikus fliggvények segitségével, hogy amennyiben & és n
két fliggetlen, normaélis eloszlasu valdszinliségi valtozd my és mo varhatéd értékkel,
02 és o3 szérasnégyzettel, akkor & + n normdlis eloszlast valészintiségi valtozd
my + meo varhaté értékkel, és o? + o3 szérasnégyzettel.

Megoldds: Trjuk fel a € valészinfiségi valtozé o1 (t) = Ee''t az n valésziniiségi valtozd
©o(t) = Ee'™ és a ¢ = &+ valdszintiségi valtozd ps(t) = Ee &+ karakterisztikus
fiiggvényét. Azt kapjuk, hogy ¢1(t) = '™ =91/ mert £ = 1€ + my, ahol &
standard normélis eloszlast valészintiségi valtozé, ahonnan ¢4 (t) = Eet(o1é+m) —
eitmi Beilton)€ — gitmio=(101)*/2 Hagonléan, ps(t) = etm2=93t"/2 Ezért o4(t) =
01 (t)pa(t) = eftlmitma)=(oi+0)1/2 ahonnan kévetkezik, hogy ¢ normalis eloszldsd
valészintiségi valtozé my + meo varhaté értékkel és o? + o3 szérasnégyzettel.
Legyen & normalis eloszldsi valészintiségi valtozo 2 varhaté értékkel és 3 széras-
négyzettel. Szamoljuk ki minden valés t szdmra az Fe'¢ varhaté értéket.
Megoldds. A feladatot megoldhatjuk az 1.) feladat megolddsdhoz hasonléan. A
¢ valészintliségi valtozo striségfiiggvényét is fel tudjuk irni, és ezutan az 1.) fela-
dathoz hasonlé integral segitségével fel tudjuk irni a keresett varhaté értéket, és azt
az 1) feladathoz hasonléan ki tudjuk szamolni. De egyszer{ibben is célhoz érhetiink.
A feladatot kozvetleniil visszavezethetjiik az 1. feladatra. Felirhatjuk ugyanis a &
valészintiségi valtozét & = v/3n + 2 alakban, ahol n standard normélis eloszldst
valészintiségi valtozé. Innen kdvetkezik, hogy Ee'€ = Eet(V31+2) — o2t petV3n —
2 Be(V3Dn = o2t43t%/2 5y o1¢6 feladat eredménye alapjan.

Két fiiggetlen standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozé hanyadosa, mint
lattuk, egy olyan valdsziniiségi valtozd, amelynek stiriiségfliggvénye h(x) = %ﬁ,
—00 < = < 00. Az ilyen siirtiségfiiggvénnyel rendelkez6 valészintiségi véaltozokat
Cauchy eloszlasunak nevezik. Létezik-e egy Cauchy eloszlasu valészintiségi valto-
zonak varhato értéke?

Megoldads. A vélasz az, hogy egy Cauchy eloszlasu £ valészintiségi valtozonak nem
létezik varhato értéke. Egy & valészintliségi valtozonak ugyanis akkor és csak akkor
létezik varhaté értéke, ha mind a €T = max(&,0) pozitiv, mind az £~ = min(0, &)
negativ részének a varhato értéke véges. Ez azonban ebben a példdaban nem teljestil,
mert EET = [Caf(z)de = 0o és EE™ = fi)oo rf(z)dr = —co. Az elsd relaciot
példaul tgy lehet latni, hogy észrevessziik, hogy az xf(x) = m integrandus
primitiv fiiggvénye a g(z) = 5 log(1 + z?), és wan;O g(x) = 0o. De egyszeriibben is
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12.)

13.)

14.)

lathatjuk ezt, ha észrevessziik, hogy az x f(x) fiiggvény a végtelenben ugy viselkedik,
mint a const. x ! fiiggvény alkalmas pozitiv konstanssal, ezért a tekintett integral
konvergencidja vagy divergencidja attol fiigg, hogy az faoo 1 dz integral valamely
a > 0 als6 integrdlasi hatarral konvergens-e vagy divergens. De tudjuk, hogy az
faoo x~%dx integral o > 1-re konvergens és a < 1-re divergens.

Legyen £ és n két fiiggetlen, a [—%, %} intervallumban egyenletes eloszlasi valoszi-

niliségi valtozd, azaz legyen £ és n stirliségfiiggvénye f(z) = 1, ha —% <z< %, és
f(x) = 0 egyébként. Szamoljuk ki £ + n slirtiségfliggvényét.

Megoldads: A E+n valoszmusegl véltozo stlirtiségfiiggvénye a g(z) = [ f(y)f(z—y)dy
fiiggvény, ahol f(x) a [ oL QJ mtervallumban egyenletes eloszlas surusegfuggvenye
Ezért f(y)f(r—y) =1, ha—5 <y < < és —= < rx—y < < , azaz —§—|—£L' <y< 2+x,
és nulla egyébként. Ez azt Jelentl hogy af —|— 7 Osszeg g( ) striiségfiiggvénye az x
pontban megegyezik a [—3, 2| N[—3 + =, 3 + z] intervallum hosszéval. Ha |z| > 1,
akkor a fenti metszet iires, ezért ebben az esetben g(x) = 0. Ha 0 < x < 1, akkor
ez a metszet a [—% + x, %] intervallum, és ennek hossza 1 — x, azaz ebben az eset-
ben g(x) =1 —x. Ha —1 < x < 0, akkor ez a metszet a [—— + :L’} intervallum
amelynek hossza 1+ =1—|z|, azaz g(z) =1+ 2z =1 — |z ebben az esetben. Ez

azt jelenti, hogy g(x) =1 — |z|, ha |z| < 1, és g(z) =0, ha |z| > 1.

Megadok egy masik geometriai érvelésen alapulé megoldast.

Szamitsuk ki el6szor a & + n valdszintiségi valtozé G(x) eloszldsfliiggvényét. De-
finidljuk a K = [—%, %] X [—%, %] négyzetet, és jelolje A a Lebesgue mértéket,
azaz a teriiletet a sikon. Ekkor a sik tetszéleges A C R? mérhetd részhalmazara
igaz az, hogy P((&,n) € A) = M(AN K). Specidlisan, G(z) = P({+n < z) =
ME N {(u,v): u+v < x}). Ha z < —1, akkor G(x) = 0, ha —1 < z < 0,
akkor G(x) a ( é, —%), (—%, % + x) ( + x, ——) pontok altal meghatdrozott
haromszog teriilete = (1 +)2. Hasonléan haz > 1, akkor G(z) =1. Ha0 <z <1,
akkor a G(x) eloszlasfuggveny megegyezik annak a poligonnak teriiletével, amelyet
ugy kapunk, hogy a K négyzetbol kihagyjuk a (%, %), (%, —% + 1‘) és (—% + x, %)
pontok dltal meghatérozott hdromszoget. Ezért G(x) = 1—1(1—z)? ebben az eset-
ben. A G(z) figgvényt derivdlva kapjuk, hogy g(z) =0, ha |z| < 1, g(x) = 1 + «,
ha -1 <z <0,ésg(z)=1—2z,ha0 <z <1
Legyen ¢ és n két fiiggetlen valdsziniiségi valtozé f(x) és g(x) stiriségfiiggvénnyel.
Hogyan szamoljuk ki & — n strliségfiiggvényét?
Megoldds. §—n = £+(—n). Ha n slirtiségfiiggvénye g(x) akkor —n stirliségfiiggvénye
*( ) = g( ) Miért? Innen £ —n = £ + (—n) siiriiségfliggvénye f * g~ (x) =
[y —y)dy = [ f(y)g(y —z)dy.
Legyen {' ésn két fiiggetlen egyforma eloszlasi valdszintiségi véaltozo valamely [a, a+
1] illetve [b, b+ 1] intervallumon. Szamitsuk ki a {+n és £ —n valésziniiségi valtozdk
stirtiségfiiggvényét.
Megoldas: A feladatot meg lehet oldani megfelel6 konvolucidk kiszamitdasanak a
segitségével. De mivel ezt a feladatot mar megoldottuk egy specialis esetben a
12. feladatban, ezért egyszeriibb a feladat megoldasat visszavezetni erre a specialis
esetre. Ennek érdekében vezessiink be két fiiggetlen &g és ng a [—%, %] intervallumon
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15.)

16.)

egyenletes eloszlasi valészintiségi valtozoét. Feltehetjiik, hogy & = &g + a + % és
n=mn+b+35 Ekkor {+n==E&+n+a+b+1,&—n=~E—n+a—bh
Ezenkiviil g+ ng és £y — 1o stirtiségfiiggvénye megegyezik, és ez az emlitett feladat
eredménye szerint g(z) = 1 — |z|, ha =1 < 2 < 1, g(z) = 0, ha x < —1 vagy
x > 1. Innen z + n stirliségfiiggvénye g(x —a—b—1)=1—|r —a—b— 1|, ha
lt—a—b—1]<1,9(x—a—b—1)=0,ha|[r—a—b—1| > 1, { —n siirliségfiiggvénye
gx—a+b)=1—|r—a+b,ha|lr—a+b| <1, g9g(xr—a+b)=0,ha|xr—a+0b > 1.
Egy egységnyi oldali négyzet két atellenes oldaldn taldlomra valasztunk egy-egy
pontot. Mekkora annak a valdszinlisége, hogy ezek tavolsiga a-ndal kisebb (1 <
a < V/2)?

Megoldas: Jelolje & a négyzet egyik, n a négyzet atellenes oldalara ledobott pont
értékét. A két ledobott pont tévolsdga (a Pitagorasz-tétel szerint) /(£ —n)2 + 1,
ezért minket a P(1/(§ —n)? +1 < o) = P(|§ — n] < Va2 — 1) valdszintiség értéke
érdekel. £ és n két fiiggetlen a [0, 1 intervallumon egyenletes eloszldst val6szintiségi
valtozo. A feladatot egyrészt megoldhatjuk a geometriai valdosziniiségek mddszeré-
vel. Ekkor azt hasznaljuk, ki, hogy a (§,7n) véletlen vektor az egységnégyzet egy
véletlen pontja, és a keresett valészinliség az {(u,v): 0 < u,v <1, —vVa? -1 <
u—v < va? — 1} halmaz teriilete, ami 1 — (1 — Va2 — 1)2 = 2va2 — 1 — (a? - 1).
Masrészt a minket érdekld valdszintiséget kiszamolhatjuk az el6z6 feladat segitsé-
gével is. E feladat eredménye szerint ugyanis ismerjiik a £ —n valdsziniiségi valtozé
g(z) slirtiségfliggvényét, ahonnan tetszbleges 0 < u < 1 szamra P(|{ —n| < u) =
[ 9(@)de =2 [;'(1 — ) dz = 2u — u? Innen u = Va2 — 1 vélasztdssal a keresett
valészintiség 2a — a? = 2v/a?2 — 1 — (a? — 1).

A [0, 1] intervallumon taldlomra felvesziink két pontot. Mennyi annak a valészin-

sége, hogy a két felvett pont tavolsaga kisebb, mint a 0 pontnak a hozza kozelebb
esO ponttdl vald tavolsaga?

Megoldas: Fzt a feladatot legegyszeriibben a geometriai valészintiségek modszerével
tudjuk megoldani. Egyszeriibb eloszor a feladatban kérdezett esemény komple-
menterének a valdszinliségét kiszamolni. Legyen £ az els6, n a masodik ledobott
pont értéke, és vezessitkk be az A = {w: {(w) > 2n(w)} és B = {w: n(w) > 2&(w)}
eseményeket. Ekkor a minket érdekl6 esemény komplementere az A U B esemény.
Tovébba, az A és B események diszjunktak, P(A) = P(B), ezért P(AUB) = 2P(A).
A (&,n) véletlen vektor egyenletes eloszldst az egységnégyzeten, és az A esemény
azt jelenti, hogy ez a pont az {(u,v): 0 < 2v < u < 1} halmazba esik. Ennek
valészintisége 1. Ezért P(AU B) = 1, és a keresett valészintiség 1 — 3 = 1.
Megjegyzem, hogy az el6bb tekintett P(A) eseményt a kovetkezoképp szamolhatjuk
ki dltaldnos elvek segitségével. A (&, n) véletlen vektor silirtiségfiiggvényét ismerjiik.
Ez a £ és n valészinliségi valtozok fliggetlensége miatt g(u,v) = f(u)f(v), ahol
flw) =1, ha0<u<1, f(u)=0, hau<0vagy u > 1a ¢ és n valésziniiségi
valtozok striiségfiiggvénye. Innen,

P(A) = / gz, y) dedy = / F(2)f(y) de dy
{(z,y): z>2y} {(z,y): z>2y}
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1 x/2 1 291 1
:/ dmdy:/ / dy dx:/ Edmzlx—] = —.
{(.9): 122>2y>0} o \Jo 0 2 41y 4

17.) Ledobunk egymastdl fiiggetleniil 24 000 pontot a [0,2] intervallumra egyenletes
eloszldssal, (azaz annak a valdsziniisége, hogy egy ledobott pont értéke z-nél kisebb
5-vel egyenld, ha 0 < z < 2, eggyel egyenld, ha x > 2, és nulla, ha z < 0.) Orizziik
meg azokat a ledobott pontokat, amelyek értéke 1-nél kisebb, és hagyjuk el azokat,
amelyek értéke nagyobb, mint egy. Mi annak a valdésziniisége, hogy a megorzott
pontok értékeinek az Gsszege 5900 és 6075 kozé esik? Adjunk erre a valdszintiségre
jo kozelité becslést egy normaélis eloszlastablazat segitségével.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &£, 1 < j < 24 000, valészinliségi valtozokat:
§; = z, ha a j-ik ledobott pont értéke z, és 0 < z < 1, és & = 0, ha a j-
ik ledobott pont értéke az (1,2] intervallumba esik. Ekkor a megdrzott pontok

24 000
Osszege S = ) &;, tovabba a §; valdszintiségi véltozok fiiggetlenek és egyforma
=1

eloszlasuak. Ejzért a centralis hatareloszastétel segitségével jo becslést tudunk adni
a minket érdeklé P(5900 < S < 6075) valészintiségre. Ennek érdekében ki kell
szamolnunk a &; valészintiségi valtozo varhaté értékét és szérasnégyzetét.

A & valdszinliségi valtozo varhato értékének és szorasnégyzetének a kiszamolasa
érdekében vezessiikk be az 7; valdszintiségi valtozét, amelyik megegyezik az elso
ledobott pont értékével, és a kovetkezd h(z) figgvényt a [0, 2] intervallumon: Le-
gyen h(z) =z,ha 0 <z § 1, és h(x) =0, ha 1l <z <2 Ekkor & = h(n1), és m

stirtiségfiiggvénye f(r) = 5, ha 0 < z < 2 f(x) =0, ha = < 0, és x > 2. Innen
E& = Eh(&) = [h(z)de = fo T3 da: 1. E& = Eh(m)? fo 23 de = g, és
Varé, = B — (B& )2 =§ — 15 = Ezert ES = 6000, Var S = 2500 Innen

S—FES
P(h900 < S <6075) =P —2< —— < 1.5
( ) ( v/ Var S )

~ B(1.5) — B(—2) = B(1.5) + B(2) — 1.

a feladat mdodositott megolddsa. A & valészintliségi valtozd varhato értékét és szo-
rasnégyzetét ki tudjuk szamolni kozvetleniil, az n valészinliségi valtozd bevezetése
nélkiil is, ha tudjuk, hogyan kell kiszdmolni egy valdszintiségi valtozé varhato
értékét kifejez6 integralt az altaldnos esetben. (Tehdat ki kell tudnunk szamolni
egy eloszlas altal meghatarozott Lebesgue—Stieltjes integralt akkor is, ha az elosz-
lasfiiggvénynek nincs stlirtiségfliggvénye, és nem is diszkrét eloszlds jelenik meg.)
A kovetkezo észrevételt érdemes tenni. Ha adva van két p; és puo mérték és egy
f(zx) fiiggvény a szamegyenesen, akkor f(z)(pi(dx) + po(dz)) = f(z)pi(dx) +
f f(x)p2(dzx). (Valdjdban ez az azonossag tetszéleges téren értelmezett fliggvényre
és mértékparra is érvényes.)

Tekintsiik a & valészintiségi valtozd pp eloszldsasanak a kovetkezo természetes fel-
bontdsat: pp = pi + pe, ahol p1 az a mérték, amelyiknek a stirtiségfiiggvénye 1 a

2
[0, 1] intervallumban, és nulla egyébként, azaz uq(A) = fAm[o 1] %dm, a o mérték
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18.)

19.)

pedig a 0 pontba van koncentrédlva, és a 0 pont o mértéke %, azaz pa(A) =
0 € A, és pp(A) =0, ha 0 §£ A. Ekkor E€ = [api(da) + [zps(dz) = [ a
1+0= %,zés E€? —fl 11 dx5—f—f:r po(de) = [} 1a2de+0 =140 =

Egy nagyvarosban népszavazast tartanak egy kérdésrol. A véros egy folyé két
oldalan fekszik, és a folyé két oldalan lakokndl mas mind a kérdés tamogatottsaga,
mind a szavazasi hajlandésag. A folyé baloldalan 85000 szavazépolgar lakik, az
ottlakok % valészintiséggel tamogatjdk a javaslatot, és % val6sziniiséggel mennek
el szavazni. A foly6 jobbpartjan 50400 szavazopolgar lakik, az ottlakék % valo-
szintiséggel tamgatjak a javaslatot, és % valészintiiséggel mennek el szavazni. Az
egyes lakosok véleménye és szavazasi hajlanddsaga fliggetlen egymastél. Mi annak
a (kozelits) valdsziniisége, hogy a leadott igen szavazatok szdma nagyobb, mint a
leadott nem szavazatok kétszerese plusz 10807

Megoldas. Vezessiikk be a kovetkezd £;, 1 < j < 85000 és n;, 1 < 5 < 50400,

valészintiségi véltozokat. £; = 1, ha a foly¢ j-ik baloldali partjan laké szavazépolgar

)
i

Q‘ N[
®|,_. ||

igennel szavaz, {; = —2, ha nemmel szavaz, és {; = 0, ha nem megy el szavazni,

1 < 7 < 85000. Hasonléan, n; = 1, ha a folyé j-ik jobboldali partjan laké

szavazopolgéar igennel szavaz, n; = —2, ha nemmel szavaz, és n; = 0, ha nem
85000 50400

megy el szavazni, 1 < j < 50400. Legyen S = > &+ >, n;. Vegyik észre,
j=1 j=1

hogy minket a P(S > 1080) valésziniiség nagysdga érdekel. (A £, ésn; valdsziniiségi
valtozdkat hasonléan definidltuk. Azért tettiink kozottiik kiilonbséget, mert més az
eloszlasuk.) Erre a valdszintiségre a fiiggetlen, de nem feltétleniil egyforma eloszlasi
valészintliségi valtozok Osszegére vonatkozod centralis hatareloszlastétel segitségével
tudunk jé kozelitést adni. Ennek érdekében szamoljuk ki az S 0Osszeg varhatd
értékét és szérasnégyzetét.

Mivel P(¢; = 1) = 2, P(§ = —1) = % P(& =0) = 3, ezért B¢ = ¢, BEE = 1,
Var§; = %g Hasonloan Pn; =1) = P(nj =-1) = 1 , P(n; =0) = %7 ezért
En; = E773 = Varfj = 34 Ezert ES = 85000 >< % — 50400 x l = 200,

Var § = 83000 x + 50400 x 1 = (20)2(172 4 142) ~ 4402,

Inen P(S > 1080) — P (555 > W0-ES) o P (S58 > 59) ~ 1 B(2) ~
0.0228.
Egy népszavazasi kérdést a valasztason akkor fogadnak el, ha egyrészt tobben

szavaztak ra igennel, mint nemmel, méasrészt az igen szavazatok szama meghaladja
az Osszes valasztopolgdrok szamanak a 20%-4t. Legyen mondjuk, n = 5000000 vé-
lasztépolgar, mindenki egyméstol fliggetleniil 40% valdszinliséggel megy el szavazni,
és 50% valdszintiséggel szavaz igennel. Mi a valdszintisége annak, hogy a népszava-
zés eredményeként elfogadjak a népszavazasi kérdést?

Megoldds. Vezessiik be a kovetkezd (kétvaltozos) vektorértéki (€5, n;) valoszintiségi
valtozokat. §; = 1, ha a j-ik szavazé igennel szavaz, {; = —1, ha nemmel szavaz,
és ¢ = 0, ha nemmel szavaz. n; = 1, ha a j-ik szavazé igennel szavaz, n; =
0 egyébként, tehat ha nemmel szavaz vagy ha nem megy el szavazni. Legyen
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20.)

21.)

n n
S, = >.&, T, = > nj. Ekkor minket annak a valdszintisége érdekel, hogy
=1 i=1

mind az S > 0 mind a T > 0.2n esemény bekovetkezik. FErre a kérdésre a
tobbvaltozos centralis hatareloszlastétel segitségével tudunk valaszolni, ha azt a
(&j,m;) véletlen vektorok Osszegére alkalmazzuk. Ekkor E¢; = 0, En; = 0.2,
Var§; = Ef? = 04, Varn; = E?ﬁ- — (En;)? = 0.2 —0.22 = 0.16, Cov (&,7m;) =
Efj?’]j — Eij’l]] = Efj?’]j = P(fj = 1,’)7]‘ = 1) = 0.2. Innen lim P(Sn > 0,7, >

n—oo

0.2n) = lim P (%Sn > 0, ﬁ(Tn — ET,) > 0), és ez azon (X,Y) normélis el-

oszlasu véletlen vektor altal meghatarozott P(X > 0,Y > 0 valdszintliséghez tart,
amelyre X = FY = 0, kovariancia matrixat pedig a Var X = 0.4, VarY = 0.16,
Cov (X,Y) = 0.2 képletek hatarozzak meg.

Megjegyzés: Az ebben a feladatban kapott valdsziniiség valamivel nagyobb, mint
0.25, azaz az az érték, ami akkor jelenne meg, ha a hatareloszlasban megjelend
normalis eloszasu véletlen vektor X és Y koordinatai korrelalatlanok, ezért fiigget-
lenek lennének. 0.25 annak az (aszimptotikus) valészintisége, hogy legaldbb a szava-
zatok 40%-at leadtdk, és az igen szavazatok voltak tobbségben. De pozitiv valészi-
niiséggel az is bekovetkezhet, hogy az Ossz-szavazatok szama valamivel kevesebb,
mint a szavazdsra jogosultak szaménak 40%-a, de ezen beliil a tobbségben levd
igennel szavazok szdma meghaladja a szavazdsra jogosultak szdméanak a 20%-4t.

Szamoljuk ki az el6zo feladat megoldasdban megjeleno hatéareloszlas strtiségfiigg-
vényét, azaz egy olyan normélis eloszlasu (£,n) véletlen vektor siiriiségfiiggvényét,
amelyre £ = Enp =0, Var X = 0.4, VarY = 0.16, Cov (X,Y) = 0.2.

Megoldas: Szamoljuk ki a tekintett véletlen vektor kovariancia matrixanak a deter-
mindnsat és inverzét. A determindns értéke Var éVarn — (Cov (€,7))? = 0.4-0.16 —

A B
2 _ : o _ (o _ 016 _
0.2 = 0.024, az inverz matrix olyan D = D matrix amelyre A = 5557 =
% = 2—30, C = 0.00% = 5—3?, B = —0.00% = —%. Innen a keresett stirtiségfiiggvény
értéke

Flan) = 5= oo { 5 2e? 457 — 5y) |

T,Y) = expq —=(2z — bz .
Y 0.4v/3m P 3 Y Y

Innen az is kovetkezik, hogy az el6z6 feladat megoldasat megadd valdszinliség
kozelitdleg [ [° f(z,y) dz dy a fenti f(z,y) stirtiségfiggvénnyel.

Egy szabalyos dobdkockét feldobunk tizszer. Szamoljuk ki a dobasosszeg harmadik
hatvanyanak a varhaté értékét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdszinliségi valtozdkat: &;(w) = k, ha a

3
10
j-ik dobds eredménye k, 1 < j < 10, 1 < k < 6. Ekkor az E (Z fj(w)>
j=1
3

10
varhat6 értéket kell kiszamitanunk. Ennek érdekében tekintsitk a | > &;(w)
i=1

kifejezést és értsiik meg milyen tagokat kapunk, ha elvégezziik a beszorzasokat.
Egyrészt megjelenik 10 darab &7 alaki kifejezés, és E¢} = E¢} minden ilyen
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22.)

23.)

tagra. Ezenkiviil megjelenik 3 - 10 - 9 darab fffk, j # k, alaku kifejezés, mert a
lehetséges (j, k) parokat 10 - 9 médon valaszthatjuk ki, és a k (a négyzetre nem
emelt tényez8) hdrom helyen szerepelhet a szorzatban. (Tehat példdul a &;&5
alaki tagnak 3 lesz az egyiitthatéja a szorzatban.) Tovédbba minden ilyen tagra
EE3E, = EEFEE, = ESTES. Tovébbé, hasonlé meggondoldsok alapjén ldthatjk,
hogy 10 - 9 - 8 médon jelenhet meg ;& alaku tag, ahol a j, k és | indexek mind
kiilonbozoek, és ezekre EE;€rE = (E§1)3. Valéban, a ;& alaku alaku tagok
osszeszamlalasandl vegytik észre, hogy 1 < j < k <[ < 10 alaku szdmharmasokat
(130) féleképp valaszthatunk, a &; tényez6 a szorzatban 3-féleképp jelenhet meg, a
szorzat els6, masodik vagy harmadik tagjaban, a & tényez6 ezutan 2-féleképp, a &;
tényezo pedig egyféleképp vélaszthatd. Masfajta tag nem jelenik meg a szorzatban.

3
10
Innen a varhaté érték additivitdsat kihasznalva azt kapjuk, hogy FE (Z &; (w)) =
j=1

10EE3 + 270E& E(€2) + 720 (E€)® = 735 + 14332.5 4 30870 = 45937.5, mert
E& =35, BEE =2 és EE = T73.5.

Legyen egy urnaban 20 piros és 30 fehér golyé. Huzzunk ki 20 golyot vissza-
tevés nélkiil. Szamoljuk ki a kihtzott piros golydk szamanak varhato értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < j < 20, valdszinliségi valtozdkat:

¢j(w) =1, ha a j-ik hizéds eredménye piros, £;(w) = 0, ha a j-ik huzas eredménye

20

fehér. Ekkor a £ = ) &; Osszeg varhatd értékét és szérasnégyzetét kell kiszamol-
j=1

nunk. Tovdbbd E{; = B¢ = 2, Var§; = Var&y = £ — ot = 5, B{&, — B EG, =

E& & —FEE EE = %-% — % = —&, ha j # k. Innen a 20 dobasban kihtzott piros

golyok szamanak vérhato értéke 20- £ = 8 és szérdsnégyzete 20- % —380- & = %94.

Feldobunk egy szabdlyos pénzérmét 100-szor egymés utan. Tekintsiik az egymast
koveto fej-fej dobdssorozatok szamat, és szamitsuk ki ennek varhato értékét és
szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezé £, 1 < j <99, valdszintiségi véltozdkat: §; =1,

ha a j-ik és j + 1-ik dobdsok mindegyikének eredménye fej, £; = 0 egyébként.
99

Vegyiik észre, hogy minket az S = ) §; valdsziniiségi valtozé véarhatd értéke
i=1
99 )
érdekel. Ezért ES = E( Y E¢; | = %, mivel F¢; = i. (Erdemes megjegyezni,

7j=1
hogy az ebben a feladatban tekintett {; valdszinliségi valtozék nem fiiggetlenek, de
a fliggetlenségre nincs sziikség a vérhat6 érték additivitdsahaz.)
A szérasnégyzet kiszamitasaban viszont figyelembe kell venniink azt, hogy nem
csupa fiiggetlen valdszintiségi valtozo Gsszegét vizsgaljuk. Hasznaljuk a szérasnégy-
zet kiszamolasédnal a kovetkez6 formulat.

99 99
Var S = Var Zé‘j =ZVar§j+2 Z Cov (&, &k)-

j=1 j=1 1< <k<99
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24.)

25.)

Tovabba Cov (§;,&x) = 0, ha k > j+2, mert ebben az esetben &; és & fﬁggetlenek

és Cov (&5,8541) = 5 — %6 = E mlnden 1 < j <98 szamra. Ugyanis F{;&j1 =

mivel £;¢;+1 = 1, ha a j-ik, j + 1-ik és j + 2-ik dobasok mindegyike fej, amlnek

[y

valoszmusege s> €8 §i&jr1 = 0 egyébként. Tovabba EE;EE; 11 = 1_16, Ezenkiviil
Var§; = ——1—16 = 2. Innen Var § =99 2 +2- 35 = 41%3_

Egy urndban 10 piros és 20 fehér golyé van. Kihizunk visszatevés nélkiil 10
goly6t. A paros sorszamu huzasok esetén fehér goly6 hizas esetén nyertink 3 forin-
tot, piros golyé huzas esetén pedig nem nyeriink és nem veszitiink semmit. A
paratlan sorszamu hiizasok esetén piros hiizas esetén 2 forintot nyeriink, fehér golyé
hizés esetén nem nyeriink és nem veszitiink semmit. Szamoljuk ki a nyereményiink
varhato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd £;, 1 < j < 10, valoszinliségi véltozdkat: Paros
J szamokra §; = 3, ha a j-ik huzds eredménye piros, {; = 0, ha a j-ik huizds
eredménye fehér goly6. Pératlan j szdmokra &; = 2, ha a j-ik hizds eredménye

10
piros, {; = 0, ha a j-ik hizas eredménye fehér golyé. Ekkor az S = ) &; Osszeg
i=1

varhato értékét és szorasnégyzetét kell kiszamolnunk. Ennek érdekében szamoljuk
ki az E{; varhato értékeket, Var §; szorasnégyzeteket és Cov (£, &) kovariancidkat.
Annak valdszintisége, hogy a j-ik hizas eredménye piros %, annak valészintisége,
hogy j-ik huzas eredménye fehér % Ezért F§; = 2, ha j paros, F§; = %, ha j
pératlan, és ES =5 (2+ 2) = 131.

A szorasnégyzet kiszamitasa érdekében vegyiik észre, hogy E§]2- = 6, Var§; = 2,

ha j paros, és Ef?- = %, Var¢; = g. Tovabba annak valdszintisége, hogy két j
és k indexre j # k, a j-ik és f-ik hizas mindegyike fehér % = g—?, annak, hogy

. , . . 9 . ;2 , /e s
mindkét huzas piros 55 = 55, annak, hogy az egyik huzds fehér, a masﬂ{ hizas

piros % = . Bzért Eéjgk =9.219 - 14 Cov (fj,fk) = _4=—2 haj

és k péros, Eéjgk =4. 2 = ég, Cov (£],£k) 5 = 263, ha j és k paratlan,
E&i&p, =6 5 = 38, COV (ﬁj,ﬁk) = § = 87, ha j és k kozil az egyik péros, a
masik paratlan Olyan (7, k) par, 1 S j, k <10, j # k, amelyre j és k mindegyike
paros vagy mindegyike paratlan, 6sszesen 20 van, és olyan (j, k) pér, amelyekre az

egyik paros, a masik paratlan 2 -5 -5 = 50 van, ezért

2 8 4 80
1<5,k<10, j£k 29 263 87 263

Innen

10
Var § = ZVarSj + Z Cov (&5, &k)

j=1 1<4,k<10, j#k
_5 2+§ +80 130_1_&_3850
B 9) 263 9 263 263
Legyen £ és n két fliggetlen valdszintiségi valtozo, amelyek értékeiket a 0 és n kozotti

egész szamok koziil veszik fel egyenletes eloszldssal, azaz P(§ = j) = P(n = j) =

- +1’ 0 < j <n. Szamitsuk ki a £ + n valészintliségi valtozé eloszlasat.
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25a.)

26.)

27.)

Megoldas: Vilagos, hogy a & 4+ 1 valdszintiségi valtozé csak 0 < 5 < 2n alakid egész
szamokat vesz fel pozitiv valdszintiséggel. Annak valoszinlisége, hogy j erteket vesz

fel a 0 < j < 2n esetben P({ +n = j) = ZP(ﬁ—kn—j—k) ZP(&—

k)P(n = j — k). Az ebben az Osszegben szereplo tagok koziil csak azokat kell
figyelembe venni, amelyek nem nulldk, tehat amelyek k£ paraméterére a 0 < k < n
feltétel mellett a 0 < j —k < nazaz a j —n < k < j feltétel is teljesiil. Erdemes
kiilon tekinteni azt az esetet, amikor 0 < j < n és amikor n < 5 < 2n. Ha
0 < j <n, akkor a P({ +n = j) valészintliséget kifejez$ Gsszegben j + 1 nem zéré
tag van (azok a tagok, amelyekre 0 < k < j) mindegyiknek az értéke ﬁ Igy a

(n+1)2, ha 0 < j <n. Han < j < 2n, akkor
2n—j+1 nem zéré tag van a P(§ —H} = j) valdsziniiséget kifejez6 6sszegben, (amikor
j—n <k <n) és ezek értékei ——5-tel egyenlék. Ezért P({ +n = j) = 2(7;;;‘14;217
han < j < 2n.

Legyen £ és n két fiiggetlen valdszintiségi valtozo, amelyek értékeiket a = k ,0<k<n

keresett valdszintiség P(§ +n = j) =

(n +1)

alaki szamokon veszik fel egyenletes eloszlassal, azaz P(§ = fl ) = P(n = —) = n+_1,
0 < j <n. Szamitsuk ki a £ + n Osszeg eloszlasat. Hasonlitsuk 6ssze az eredményt
két fiiggetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasi é és 1 valoszintiségi valtozé
osszegének a stirtiségfiiggvényével.

Megoldds: A keresett eloszlds P({ +n = 1) = % ha 0 < j < n, P&+

n = %) = 2(213'1;1,han<j§ 2n, és P(E+n = x) = 0, ha x nem = = %,
0 < j < 2n alakd szdm. A & + 7 siiriségfiiggvénye f(x) =2z, ha0 <z < 1,
fle)=2—2z,hal <z <2 és f(r) =0, haz <0 vagy x > 2. A két eredményt
osszehasonlitva lathatjuk, hogy a & 4+ 7 Osszeg eloszldsat megado képlet a fliggetlen,
egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozok Osszegének a stiriiségfiiggvényét megadd

képlet diszkretizaltjanak tekintheto.

Legyenek &1, ..., &, fliggetlen, a [—5, 5] intervallumban egyenletes eloszlasu valo-

szintiségi valtozok. Mutassuk meg, hogy a Z & és Z 52 Osszegek normalizaltjai-
7j=1 =1

nak, azaz a ,/ Z §j és 18 Z (52 — —) valoszinliségi valtozoknak az egyiittes

eloszlasa a két- d1menz1os standard normahs eloszlashoz konvergél, ha n — oo.

Megoldds: E¢ =0, E€? = &L, Var{ = L, Var¢? = B¢ — (BE)2 = & — o5 =
55- Tovabbéd Cov (€,£2) = E¢* — EEEE? = 0. Ezért a (vV12¢5,V180 (&3 — §5)),
Jj =1,2,..., véletlen vektorok fiiggetlenek, nulla varhaté értékkel és az identitas

kovariancia matrix-szal. Innen, és a tobb-dimenziés centralis hatareloszlastételbol
kovetkezik a feladat allitasa.

Legyen (&,7n) normalis eloszlasti vektor m = (mq, me) = (E&, En) varhato értékkel

és
01,1, 012 ) _ E§2 - (E§)27 E&n — ESEn
02,1, 01,1 E¢n— EEEn, En* — (En)?

kovarianciamatrix-szal. Ekkor létezik a & valdszinliségi valtozénak & = an + (
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28.)

alaku eléallitasa alkalmas a konstanssal, és az 1 valészintliségi valtozotdl fliggetlen ¢
normalis eloszlasu valészintiségi valtozdval. Ez azt jelenti, hogy ha (£, ) két-dimen-
zi6s normalis eloszlasu valdszintiségi valtozé, akkor az elsé koordinata kifejezheto,
mint a masodik kooordinata konstansszorosanak és egy a masodik koordinatatol
fiiggetlen normalis eloszlast valdszintliségi valtozo Osszege. A kivant a konstanst
explicit médon megadhatjuk az a = % képlet segitségével.

Hogy altalanosithaté a fenti allitas abban az esetben, ha £ és n vektorvaltozok is
lehetnek?

Megoldas: A ( = & — %n valészintliségi valtozé fliggetlen az 7 valdszintiségi
valtozétél. Ehhez a tobb-dimenziés normalis eloszlés tulajdonsagai alapjan elég
azt ellendrizni, hogy Cov ({,n) = 0. Innen kiévetkezik a feladat allitdsa.

Az az eset, amikor § = (§1,...,&), n = (M1,...,Mp), és (§&1,-- -, &M, -+, Mp) €8Y
s+ p dimenziés normaélis eloszlasi valészintliségi valtozo hasonldéan targyalhaté. Be
lehet latni, hogy létezik olyan A matrix, amelyre n és £ — nA fiiggetlenek. Ennek
érdekében el6szor azt érdemes megmutatni, hogy létezik olyan U unitér métrix
amelyre nU = (71,...,7M,) = 7 vektor koordinatai fiiggetlenek. Ez abbdl lathatd,
hogy ha az n véletlen vektor D kovarianciaméatrixat D = U*AU alakban irjuk
fel, ahol U unitér A pedig diagondlis matrix, akkor az 7 = nU véletlen normalis
eloszlasu vektor kovarianciamatrixa A, ahonnan koévetkezik, hogy az 1 matrix ko-
EErnk

_ P
ordinatai fiiggetlenek. Legyen &, = &, — Nk, ¥ = 1,...,s. Ezt matrixjeto-

k=1
léssel ¢ = & — B forméban irhatjuk. Ekkor (E — nB,n) olyan p + s dimenzios,
normalis eloszlasu valdszinliségi valtozo, amelynek els6 s és utolsé p koordinatéja
korrelalatlan, ezért fliggetlen. Mivel a & — nB és 1 vektorok fiiggetlenek, ezért
(=& —nB =& —nUB figgetlen az n = nU* vektortdl.
Adjunk példat olyan véletlen vektorra, amely nem normalis eloszlast, noha ko-
ordinatai normalis eloszldsiak. Konkrétabban, mutassuk meg, hogy a kovetkezo
konstrukcié j6 példat ad erre.
Definialjuk a kovetkezé (€2, B, P) valészintiségi mezét: Q = [0,1], B a Borel o-
algebra [0, 1]-en, és P a Lebesgue mérték. Definidljuk a kovetkezé & és n valdszint-
ségi valtozdkat ezen a mezén: &(x) = & 1(x),

£(1—z) ha
oo ={ e N

Az ebben a példaban definialt £ és n valdszintiségi valtozdk normalis eloszldsuak,
de a (£,n) véletlen vektor nem normélis eloszlasu.

1
0<zx 3
1 .
ag<wr<l

<
T <

Megoldas: A £ és n valdszinliségi valtozdk azonos eloszlasiak. Tovabba,

P(E > 2) = M(®(2), 1]) = 1 — B(x) .

Az, hogy a (§,n) véletlen vektor nem normaélis eloszldsi kovetkezik példaul a P(€+
n = 0) = 4 azonosségbol. Ugyanis, ha (&, 7) normalis eloszldst lenne, akkor az
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29.)

30.)

31.)

lenne a & +n valdsziniiségi valtozé is. Ennek viszont ellentmond a P(§4+n = 0) =
relacié.

1
2

Mutassunk példat korreldlatlan, de nem fiiggetlen valdszintiségi valtozokra.

Megoldas: FEgy lehetséges példa a kovetkezd. Legyen & egyenletes eloszlasi va-
l6szintiségi valtozo a [ ;, ;] intervallumban, Ekkor a & és n = &2 valészinﬁségi
valtozok korreldlatlanok, de nem fiiggetlenek. Valéban, B¢ = 0, En = E£? = 12,
E¢n = E¢ =0, Cov (5,7}) Eén — E€En = 0. Masrészt & és n nem fliggetlenek,
sot az 7 valdszintiségi valtozd a £ valdszinliségi valtozo determinisztikus fliggvénye.
Egy lehetséges formalis indoklasa annak, hogy & és n nem filiggetlen a kovetkezo:
Legyen 0 < a < 1 tetszéleges szdm. Ekkor {w: n < a?} = {w: |¢| < a}. Ezért
P& <a,n<a?) = P(<a), tehdt P& < a,n < a?) # P& <a)P(n<a?).

Legyenek ¢U) = (éj ), cee éj )) fiiggetlen, 1 < j < n, egyforma eloszlasu véletlen
vektorok P( ,(j) =1)= ¢, minden 1 < k <6, 1 < j < n indexre, és fl(cj,) =0, ha

K #k, és €7 =1, minden 1 < k, k' < 6 indexre. Legyen S = v Zl ¢, e véletlen
J:

vektorok normalizdlt 6sszege. Ekkor a £U) és § vektorok kovariancia méatrixa az a
D = (d; k), 1 < i,k <6, métrix, amelyre d; = ha i # k, dpp = %. A D
matrix nem invertalhato.

Megoldds: A ¢9) vektor D matrixdnak elemei dik = €(j)§(j) — fij)Eﬁg) =
, 2
~BEV BE) = —dshai £k, bs dpy = B ( 157)) — (B =1-() =&

Az S véletlen vektor kovariancia matrixa ugyanez a D métrix. A D métrix nem
invertalhaté, mert a sorosszegei nullaval egyenloek.

36’

Egy szabalyos dobdkockat és egy szabdlyos érmét feldobunk 3300 alkalommal egy-
mastdl fliggetleniil. (Az érme és kockadobasok eredményei is fiiggetlenek egymaés-
t6l.) Ha a kockadobds eredménye paros és az érme a fej oldalra esett, akkor annyi
forintot nyeriink, amennyi a kockadobas eredménye. Ha az érme az iras oldalra
esett vagy a kockadobés eredménye paratlan szam, akkor nem nyeriink, és nem is
vesztiink semmit. Mi a valészinlisége annak, hogy az Ossznyereményiink 3190 és
3520 forint kozé esik? Adjunk erre jo kozelito becslést a centralis hatareloszlastétel
és egy normalis eloszlastablazat segitségével.

Megoldas: Vezessiik be a kovetkezo &, ésn; 1 < j < 3300, valoszintiségi valtozdkat:

§j = 2, ha a j-ik kockadobds eredménye 2, {; = 4, ha a j-ik kockadobas eredménye 4,

§; = 6, ha a j-ik kockadobas eredménye 6, £; = 0, ha a j-ik kockadobds eredménye

1, 3 vagy 5. Legyen n; = 1, ha a j-ik érmedobés eredménye fej, és n; = 0, ha a

J-ik érmedobds iras. Legyen (; = §;n;. Ekkor a j-ik dobdsnal a nyereménytink
3300

¢ lesz, 1 < j <3300, és a P | 3190 < > (; <3520 | valdszintiséget kell j6l meg-
j=1

becsiilniink. Ennek érdekében szamoljuk ki a fliggetlen (; Valészinl'iségi Véltozék

varhaté értékét és szorasnégyzetét. EC; = EEn; = E§jEn; = (2 +4 + 6) s =1,

E(? = EEEn? = 1(4+16+36) - 1 = 3, Var? = E¢ - (E¢)? = 1. Tunen a
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centralis hatareloszlastétel alapjan

3300 3300
E
3300 _110 jZ G — Z CJ

P[3190< ) (<3520 | =

= \/33004L /%0 Vare, ,/3300 11
J

~ ®(2) — B(—1) = 0.9772 + 0.8413 — 1 = 0.9285.

32.) Egy pénzdarabrdl ellendrizni akarjuk, hogy igaz-e az a hipotézis, amely szerint ez
az érme legalabb % valoszinliséggel esik a fej és legfeljebb i valoszinliséggel az
iras oldalara. Ennek érdekében feldobjuk a pénzdarabot 30 000 alkalommal, és a
kovetkezd dontési szabdlyt hozzuk. Valasztunk egy k szamot, és akkor fogadjuk
el a hipotézist helyesnek, ha legalabb k fejdobas tortént. Legaldbb mekkoranak
kell valasztanunk ezt a k szamot, ha azt akarjuk, hogy egy a hipotézist teljesito
pénzdarab esetén legalabb 0.9 valdszintiséggel dontsiink gy, hogy a hipotézis tel-
jesul?
Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd valdsziniiségi valtozdkat: §; = 1, ha a j-ik

dobés eredménye fej, §; = 0, ha a j-ik dobds eredménye irds, 1 < j < 30000,

30000
S = Sso000 = Y, &. Ha a fejdobds eredményének valdsziniisége pontosan %,
akkor E¢; = 2, B¢} = 2, Var§; = EES — (B&;)? = 3, ES = 30000E¢; = 22500,

Var S = 30000Var &; = 5625 = 75%. Innen és a centrdlis hatdreloszlastételbdl,

S—FES k—22500 S—FES _k—22500
P(S>k)=P > =1-P <
( ) ( Var S 75 ) < VarS 75 )

o1_ @ k — 22500 .
75

Viélasszuk a k szamot Ugy, hogy a fenti valészintiség koriilbeliil 0.9 legyen. Ekkor
ad (%) = 0.1 vagy ami ezzel ekvivalens, a ¢ (%) = 0.9 egyenletet kell
kielégitentink. A normaélis eloszlas- tablazat alapjan % ~ 1.28, ami azt jelenti,
hogy k = 22500 —75-1.28 és p = 3 3 esetén annak val6szintisége, hogy a fejdobasok
szama nagyobb mint k = 22500 — 75 - 1.28 = 22212 és p = % esetében annak
valészintisége, hogy legaldbb ennyi fejdobds torténik koriilbelill 0.9. Ha p > %,
akkor ez a valdszinliség nagyobb. Ezért a k = 22212 helyes valasztas.

33.) Legyen két urna, mind a kettében 10 piros és 10 fehér golyé. Egymas utéan kihtizunk
nyolc goly6t mind a két urnabdl, az elsobol visszatevés nélkiil, a masodikbdl vissza-
tevéssel. Ha a j-ik huzasnal a két urnabdl kihuzott golyd egyforma szinti, akkor két
forintot nyeriink, ha kiilonb6z6 szintiek, akkor egy forintot veszitiink, 1 < j < 8.
Szamitsuk ki nyereményiink varhato értékét és szorasnégyzetét.

Megoldds: Vezessiik be a kovetkezd &;, 1 < j < 8 valoszinliségi valtozokat: §; = 2,
ha a j-ik hizasnal mind két urnabdl piros vagy mind a két urnabol fehér golydt
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34.)

35.)

hizunk, és {; = —1, ha az egyik urnabdl fehér és a masik urndbdl piros golydt
8
hizunk. Akkor a minket érdeklé mennyiségek a S = ) &; valdszinliségi valtozé
=1
varhato értéke és szorasnégyzete. Ennek kiszamitasa ]érdekében szamitsuk ki az
E¢;, Varg; és Cov (&;,&,) mennyiségeket. Vegyiik észre, hogy P(§; = —1) =
P& =-1)= l + l l = %, mert kifejezve kiilon annak a Valészinﬁségét, hogy
(fehér, piros) agy (plros feher) hiizés torténik. Hasonloan P(¢; =2) = 5. Ezért
B¢ =2 -2=3 Eff $(4+1)=2 Var¢ =
Hasonléan, P(§; = 2,&, = 2) = P(& = 2 §2 = 2) 2. 1.
2 =1 (53—2§k——1)—P(fl—2§2——1)_2 1301
P(& =—1,& = —1) = P(& = —1,§% = —1) = 1 (itt felsoroltuk, hog
&1 = 2,& = 2 azt jelenti, hogy az ((F,F),(P,P)), ((F,F),(P,P)), ((P P),(F,F)) vagy
((P,P),(P,P)) huzassorozatok valamelyike kovetkezik be. Ezért E¢;&, = (1 +4 —
4) = %, 6s Cov (¢, &) = E&;ép — B¢ EE, = 1 — 2 = 0. Innen kdvetkezik, hogy a &;
valoszinliségi valtozok korreldlatlanok, és ES = 8FE¢; = 2, Var S = 8Var&; = 18.
Legyen az (2, A, P) val6szintiségi mez6 az Q = [0,1] x [0, 1] egységnégyzet, ra-
jta a szokasos A Borel o-algebraval, és legyen P = A, a Lebesgue mérték az
egységnégyzet Borel-mérhetd részhalmazain. Legyen F az A x [0,1], A € B; alaku
halmazokbdl allé o-algebra, ahol By a [0, 1] intervallumon generalt o-algebrat jeloli.
Tekintsiink egy tetszOleges (mérhetd és integralhatd) f(z,y) fiiggvényt az egy-
ségnégyzeten (az (€2, A, P) valdszinliségi mezén), és szamoljuk ki az E(f(x,y)|F)
feltételes varhaté értéket az (€2, A, P) valésziniiségi mezén.

N

S
N|—
|5«>|°°

Megoldas. Ha az f(z,y) fiiggvény valéban fiigg mind a két valtozojatol, akkor nem

F mérhet6 fiiggvény. Viszont definidljuk a go(z fo x,y)dy és g(x,y) = go(x)
fiiggvényeket. (A g(z,y) fliggvény valdjdban nem fiigg az y koordinatdl, viszont
tekinthet6 egy az (2, A, P) valészinliségi mez6n definidlt valszintiségi valtozonak,
és mivel nem fiigg az y koordinatdl (és Borel mérhetd), ezért F mérhets. Azt
allitom, hogy E(f(x,y)|F) = g(z,y). Ehhez azt kell ellendrizni, hogy

/ g(z,y) dx dy =/ f(x,y) dx dy.
Ax[0,1]

Ax[0,1]

Viszont

/Ax[o’l]g(x,y)dwdyz/ dw—/ (/ f(x,y dy)

= / f(z,y)dr dy,
Ax][0,1]

amint allitottuk.

Legyen az (2, A, P) val6szintiségi mez6 az = [0,1] x [0, 1] egységnégyzet, ra-
jta a szokdsos A Borel o-algebraval. Rogzitsiink egy olyan h(z,y) fiiggvényt az
egységnégyzeten, amelyre h(z,y) > 0 minden (z,y) pontban, fol fol h(z,y)dx dy =
1, és legyen a P mérték az egységnégyzeten a Lebesgue mérték szerint h(z,y)
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36.)

stirliségfiiggvénnyel rendelkezd mérték, azaz legyen P(B) = [, h g h(z,y)drdy az
egységnégyzet minden Borel-mérheté B részhalmazan. Legyen F az Ax|0,1] alakd
halmazokbdl &ll6 o-algebra, ahol A € By, és By a [0,1] intervallumon generalt
o-algebrat jeloli. Tekintsiink egy tetszdleges (mérheté és a P mérték szerint in-
tegralhatd) f(z,y) fliggvényt az egységnégyzeten, és szamoljuk ki az E(f(z,y)|F)
feltételes varhato értéket az (€2, A, P) valésziniiségi mezon.

Megoldas. A keresett feltételes varhaté érték a kovetkezo: Definialjuk a

1
/ f(x y Iz, y) dy = Jo f(f7y)h(33,y) dy
o h(.y)dy J hia,y) dy

és g(x,y) = go(x) fiiggvényeket. Azt &llitom, hogy a g(x,y) fliggvény a keresett
feltételes varhato érték. Ez a fliggvény nem fiigg az y koordinatél, igy F mérheto.
Azt allitom, hogy E(f(z,y)|F) = g(x,y). Azt kell ellenérizni, hogy

/ g(x,y)h(z,y) dedy = / f(x,y)h(x,y) dxdy
Ax[0,1]

Ax[0,1]

minden mérheté A C [0, 1] halmazra. Viszont

/Ax[o,u g(z,y)h(z,y) dz dy :/A (/01 h(zx,y) dy> go(z) dx
— /A (/Olf(a:,y)h(a:,y) dy) da::/AXM f(x,y)h(x,y) dz dy,

amint allitottam. A kapott eredmény megfelel szemléletes képiinknek, amely szerint

rogzitett xo szdmra az E(f(z,y)|z = z¢) feltételes varhat6 értéket tigy szamolhat-

juk ki, hogy az f(xo,y) fliggvényt kiintegraljuk az y véltozé szerint, de nem a
h(iﬁo,y)

. striségfiigg-
. h(zo.y) dy

h(zo,y) slrlségfiiggvény, hanem ennek normalizaltja a

vény szerint.

Legyen (£,n) egy két-dimenziés normalis eloszldsu véletlen vektor. Szamitsuk ki az
E(&|n) feltételes varhaté értéket.

Megoldds: Lattuk, (1asd a tobbvéltozés centélis hatareloszlastétel el6adéds eredmé-
nyeit) hogy & = an + ¢ alakban irhatd, ahol az a konstans alkalmas valasztasaval

(nevezetesen az a = Cov (£.n) valasztassal) elérhet6, hogy a ¢ = & —an és n
valoszinliségi valtozok fiiggetlenek legyenek. Ezzel az a valasztassal

E(¢ln) = E((an +¢)n) = aEn) + E(CIn) = an + EC = a(n — En) + E¢

_ Cov(&m),
= Vary (n — En) + E¢

a varhato értéknek az eldaddsban a feltételes varhaté érték tulajdonsagait felsorold
tételben szerepld 1., 5. és 6. tulajdonsagok alapjan.
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38.)

Legyen ¢ standard normadlis eloszlasi valdszintiségi valtozd, azaz legyen a siirii-

ségfiiggvénye p(x) = \/%e_ﬁﬂ, —00 < x < oo. Szamoljuk ki a & valdszinliségi
véltozé EEF k-ik momentumét minden k = 0,1,2, ..., nem negativ egész szamra.
Megoldds: E&F = ffooo 2¥p(x) dr minden k = 0,1,2,... szdmra. Mivel paratlan

k = 2k + 1 szdmokra a fenti integral x2*t1p(z) magfiiggvénye paratlan, innen

adédik, hogy B¢+ = 0. Péros indexekre a kovetkezd szamoldst végezhetjiik el
parcialis integrélas segitségével.

oo 1 (o)
B¢t = / 2 p(z) dx = o / 22k =1 ge="/2 gy

-1 [ o1 d ( - 2/2)

= — x — (e™® dx
Vo J_ dx

_ __1[ 2k—1 —x2/2]
v 2T

_ _ .2
p2k=2,-2%/2 g,

L

\/2_/ (2k — 1)a?~2¢=7"/2 = (2k — 1) BE* 2 da.
N

Mivel B¢ = 1 a fenti azonossagbdl kapjuk, hogy E¢? = 1, B¢t = 3E¢2 = 3,
E¢8 = 5B = 5.3, és teljes indukciéval E¢2F = (2k—1)-(2k—3)-(2k—5)---3-1.
Tegyiik fel, hogy a kovetkezd jatékot jatszhatjuk: Feldobnak egy szabalyos pénz-
darabot egymastdl fliggetleniil egymas utdn. Amennyiben fej a dobas eredménye,
akkor a feltett tét dupldjat kapjuk, ha irds, akkor a tét % részét elveszitjik, és
csak % részét Orizhetjiilk meg. Mivel ez a jaték elonyos, ezért feltessziik minden
jatékban minden pénziinket. Lassuk be, hogy amennyiben A volt a vagyonunk a
jaték kezdete elott, és Z,, jeloli vagyonunkat az n-ik jaték utan, akkor

n=A (%)n, azaz vagyonunk varhato értéke exponencidlisan né.
Z,, egy valoszinliséggel nulldhoz tart, azaz ha sokdig jatszunk, akkor kozel egy va-
16szinliséggel majdnem minden pénziinket elveszitjiik.
Ertsiik meg, hogy ez a két 4llitds nem mond egymadsnak ellent.
Megoldas: Vezessiik be a kévetkezb’ &; valdszinliségi véltozdkat: £; = 2, ha a j-ik
dobés eredménye fej, {; = 5, ha a j-ik dobés eredmenye iras. Ekkor &1,&o,...,
fiiggetlen valészintiségi Vé,ltozok P =2)=P(¢ = ) = ;, és ezenkiviil nye-
reményiink az n-ik jaték utdn Z,, = A& &y ---&,. Ezért B¢ = % (2 + %) = %, és
EZ, =FA& - &, = ARG E S - - BE, = A (%)n Ez a feladat a) allitasa.

A Z, = A&i& &, reldciobdl kovetkezik, hogy LlogZ, = 84 4 L S™jgg¢.
j=1

Tovéabba, Elog EJ = (log2+10g 3) = log 5. Ezért a nagy szamok (erds)
torvénye szerint + —log Z egy Valoszmuseggel konvergal a negativ — log < szamhoz.

Innen kovetkemk hogy 1 valészinliséggel lim log Z,, = —o0, és ezert hm Zy = 0.
n— 00 n—:00

Az a) rész bizonyitdsa azon alapult, hogy E{; > 1, a b) részé pedig azon, hogy
FElogé&; < 0. Ez a két egyenlttlenség teljesiilhet egyszerre, mert a varhaté érték és
a logaritmusképzés egymdssal nem felcserélhetd. Igaz az Ee” > eP" egyenl6tlenség
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40.)

(ez a konvex fliggvényekre vonatkozé tigynevezett Jensen egyenlétlenség specidlis
esete), ahonnan ¢ = log 7 vélasztassal B > €98 £¢ | de egyenlség nem irhaté a fenti
egyenl6tlenség helyett. Megjegyzem, hogy hasonld, de egyszeriibben érthet6 példat
mutat a feladat a) és b) allitdsanak egyszerre valé teljesiilésére a kovetkez& modell.
Olyan jatékot jatszunk, amelyben % valoszintiséggel elveszitjiik, % valészintiséggel
pedig meghdromszorozzuk a pénziinket. Az egyes jatékok egymastdl fliggetlenek,
és minden id6épontban minden pénziinket feltessziik. Ekkor annak a valdszintisége,
hogy az n-ik jaték utan minden pénziinket elveszitjiik, 1— (%)n, ami rendkiviil gyor-
san tart egyhez, és pénziink varhaté értéke 3" ( %)n, ami exponencialisan gyorsan
no az n fiiggvényében. Hasonlo, csak kissé rejtettebb jelenség torténik az altalunk
targyalt feladatban is. Tekintsiik a feladatban vizsgalt jaték nyereményét sok jaték
utan. Azt allithatjuk, hogy nagy n indexre az n-ik jaték utan nagy valészintiséggel
alig marad pénziink. Viszont kis valdszintiséggel nagyon sok pénzt nyeriink, és ezért
nyereményiink varhaté értéke nagy. Ez az oka annak, hogy nemcsak a b), hanem
az a) allitas is teljesiil.

A feladatban targyalt modell egyben olyan példat is ad, amelyben a Lebesgue tétel
allitasa nem érvényes, mert nem teljesiilnek a Lebesgue tétel feltételei. Ebben a
modellben a nyereményiink értéke 1 valdsziniiséggel nulldhoz tart, a varhaté értéke
(azaz a nyeremény értékének a P valdsziniiségi mérték szerinti integralja) viszont
nem a hatarérték integraljahoz, azaz nullahoz, hanem végtelenhez konvergal.
Tekintsiik a 38. feladatban targyalt jatékot, azzal a kiilonbséggel, hogy 6vatosabban
jatszunk. A jaték minden egyes forduléjaban vagyonunk wu-ad részét, 0 < u < 1,
tessziik fel tétként. Jelolje Z,,(u) vagyonunkat a jaték n-ik 1épése utén. Ekkor
az %log Zn(u) valészinliségi valtozdk egy valdszintiséggel konvergalnak egy B(u)

szamhoz. Hatdrozzuk meg a legjobb u szdmot, amelyre B(u) = sup B(u). Lassuk
0<u<l1

be, hogy B(u) > 0, ami azt jelenti, hogy nyereményiink exponencidlisan né 1
valoszinliséggel.

Megoldds: Vezessik be a §; = §;(u), j = 1,2,..., valdsziniiségi valtozdkat, ame-
lyekre {; = 1 4 u, ha a j-ik dobéas eredménye fej, és §; = &;(u) = 1 — 2?“, ha a
j-ik dobas eredménye iras. Ekkor az n-ik lépésben a vagyonunk Z,, = A& ---&,,
a &, j = 1,2,..., valészinliségi valtozok fiiggetlenek és egyforma eloszldsuak,
ezért %logZ = % + % > log&;, és a nagy szamok erds torvénye szerint az

j=1

% log Z,, valészintiségi valtozok 1 valdszintiséggel konvergalnak a B(u) = Flogé&; =
5 (log(1 4+ u) 4+ log (1 — 2¢)) = 5 log(1 4+ u) (1 — 2%—“) szdmhoz. A B(u) fliggvény a
maximumét az @ = ; helyen veszi fel, és B(u) = 5 log 22 > 0.

Legyen (&1,...,&,) n-valtozés normadlis eloszldsi véletlen vektor, és 1 < k <
n egész szam. Ekkor (&1,...,&;) k-valtozos normélis eloszldsi véletlen vektor.
Altaldnosabban, legyen (&1, .. ., &,) n-véltozds normélis eloszlasu véletlen vektor, és

A k xn (véletlentdl nem fiiggd) téglalap matrix. Ekkor (n1,...,7%) = (&1,...,&n)A
k-dimenzidés normalis eloszlasu véletlen vektor. Ez az allitas nemcsak a k = n,
hanem a k < n és k > n esetekben is igaz.

Megoldds. A feladat elsé allitasa azonnal lathatd a karakterisztikus fliggvények
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modszerével, ha felirjuk mind a (&1,...,§,) mind a (&,...,&) véletlen vektor

karakterisztikus fiiggvényét. De lassunk ehelyett egy elemi, a linearis algebra

modszerein alapuld indoklést.

Az egyszeri jelolés érdekében tekintsiik elOszor csak azt az esetet, ha &,...,&,

nulla varhaté értéki vektor. Ekkor felirhatjuk a (&1,...,&,) = (n1,...,mn)A Ossze-

fiiggést, ahol (ny,...,n,) standard normélis véletlen vektor, és A n X n-es matrix.
n

Vezessiik be az n = ) a;n;, alakd véletlen vektorokbdl all6 n-dimenziés Euklideszi
j=1

teret az (n,7) = Enn skaldrszorzattal. Tekintsiik e térnek az £, ...&; vektorok
altal kifeszitett alterét, abban egy ortonormalt (71,...,7x) ortonormélt bézist,
és azt egészitsiik ki egy ortonormélt (71,...,7,) bazissd az egész térben. Ekkor
(M1, -+ ., 7n) n-valtozds, (71,...,7k) pedig k-valtozds standard normadlis eloszldsi
véletlen vektor. Mivel a (&1, ..., &) véletlen vektor eléallithat6, mint (71, ..., 7x) k-
valtozés standard normalis eloszlési véletlen vektor linearis transzformaltja, ezért
ez a vektor is normadlis eloszldsi. Az &ltaldnos esetben, ha a (&1,...,&,) vektor
varhato értéke nem feltétlentil nulla, alkalmazhatjuk a mar bebizonyitott allitast a
(&1 — E¢q, ..., &, — EE,) vektorra. Innen kénnyen lathatd, hogy (&1 — E€q, ..., &k —
E¢y), és ezért (&1,...,&) is normalis eloszlds.

A feladat méasodik &llitdsét elészor abban az esetben ldssuk be, ha (£1,...,&,)
standard normélis eloszlasu vektor. Ha k& < n, akkor kiegészitve az A matrixot
nulldk hozzairasdval egy n x n-es matrix-szd, kapjuk, hogy (n1,...,m%,0,...,0) n-
valtozés normalis eloszlasa véletlen vektor. Ezért az elébb bizonyitottak alapjan
(M1, - .., mk) k-valtozds normalis eloszldsi véletlen vektor. Ha k = n, akkor nincs mit
bizonyitani. Ha k > n, akkor egészitsiik ki nullak hozzairasaval az A matrixot egy
k x k-as A méatrix-szd, és vezessiink be a &1, ..., &, vektortdl fiiggetlen &, 41, ..., &
fliggetlen, standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozokat. Ekkor

(1, ome) = (61, &) A

k-dimenzios normalis eloszlasu véletlen vektor.

Az dltaldnos esetben felirhatjuk, hogy (n1,...,7m) = (C1,...,Cu) B+ (ma,...,my),
ahol ((1,...,(,) n-valtozds standard normaélis vektor, B n X n méretii métrix,
(mq,...,my,) n-dimenziés (determinisztikus) vektor. Ezért

(61,...,€]€) = (Cl,...,(n)BA—l—(ml,...,mn)A

a mar bizonyitott eredmények alapjan szintén normalis eloszldsi véletlen vektor.

Legyenek &1, &o, ..., &, figgetlen normalis eloszlast valdszintiségi valtozok m var-
— n —_
haté értékkel és o2 szérdssal. Ekkor a &€ = 1 3 & és az S, = > (& — €)? valé-
j=1 j=1

szinlségi valtozok fliggetlenek egymaéastol. Tovabba @(é — m) standard normélis
eloszlas, %Sn pedig n — 1 szabadsagfoki x? eloszldsi valészintiségi valtozd. (Ez
az eredmény magyariazza meg, hogy bizonyos statisztikai feladatokban miért je-
lenik meg az U-eloszlds, ami egy egymaéstdl fiiggetlen standard normaélis és egy x2
eloszlasi val6szintiségi valtozé hanyadosanak az eloszlasa.)
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Megoldds. Tekintsiik a (£, — &,...,&, — &) véletlen vektort. Ez a 40. feladat
eredménye alapjan egy n+ 1 dimenziés normalis eloszlasu véletlen vektor. Tovabba
egyszer(i szdmolas mutatja, hogy Cov (£,&; — &) = Cov (,€;) — Var £ = 0 minden
1 < j < nindexre. Ezért a (£,& —&,...,& — &) véletlen vektor D = (d; ),
1 <i,5 < n+ 1, covariancia matrixa felbomlik egy 1 x 1l-es és n X n-es matrix
direkt szorzatara, azaz d;; = dj1 = 0, 2 < j < n + 1. Ezért a normélis eloszlasi
vektorok tulajdonsigaibdl, (abbdl, hogy egy normélis eloszlasu véletlen vektor
eloszlasat meghatarozza a véletlen vektor kovariancia matrixa és varhatd érték
vektora) kévetkezik, hogy € és (& — &,...,&, — &) fiiggetlenek, tovdbba normalis

eloszldstiak. Ezért a € és az S, = > (§; — £)? val6szintiségi valtozok fiiggetlenek
j=1

egymastol. Tovabbd, mivel EE = m, Varé = U—;, ezért @(f — m) standard

normalis eloszlasu valdszintiségi véaltozo. A %Sn valdszintiségi valtozo felirhatoé,

mint n (egyiittesen) normélis eloszlasi valésziniiségi valtozé négyzetdsszege. De
n

ezek a valészintiségi valtozok nem fiiggetlenek. Teljesiil a ) (§; —&) = 0 azonossag.
j=1

Belatjuk, hogy S,, x? eloszldst valdszintiségi valtozé n — 1 szabadsigfokkal. Az in-

doklasban felhaszndljuk azt a normalis véletlen vektorokrol szélo eléadasban szerep-

16 (a x2-préba vizsgalatdban bizonyitott) eredményt, amely szerint, ha (71,...,7,)

normalis elonszlédsfl véletlen vektor nulla Vf;irhat(’) értékkel és D kovariancia matrix-

szal akkor )7 77 eloszldsa megegyezik a Y \;(7 valSszintiségi valtozé eloszldsaval,

J=1 J=1
ahol (1,...,(, fliggetlen, standard normadlis eloszlasu valdszintiiségi valtozdk, és
A1,-..,Ap & D kovariancia méatrix sajatértékei.

Ezért a feladat megolddsahoz elég beldtni, hogy a L (&€, ..., &, —&) véletlen vektor
D = (d;;), 1 <i,j < n, kovariancia matrixanak az 1 szdm n — 1 multiplicitasi
sajatértéke, és ezenkiviil még a nulla (egyszeres) sajatértéke ennek a méatrixnak.
A D métrix elemei d;; = 1 — %, di; = —%, 1 <i,j <n. Ezért D=1-—A,
ahol I az identitds métrix, A = (a;;), ai; = %, 1 < 4,7 < n, matrix. Az A
matrixnak 1 darab 1 sajatértékil sajatvektora van, (az (+,...,+) vektor), és n —1
nulla sajatértékii vektora. (Az (%, e %) vektort kiegészitjiik tetszoleges médon
egy ortonormalt bazissa, és ilyen moédon az R™ tér egy az A méatrix sajatvektoraibol
all6 bazisat kapjuk, és e sajatvektorok sajatértékeia A\ =1,és A\; =0,2 < j <n.)
Innen kovetkezik, hogy a D matrix sajatértékei az 1 — \; szamok, 1 < j < n, azaz
1 darab 0 és n — 1 darab 1-es.
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