A Valészintiségszamitas I1. eldadassorozat hetedik témaja.

A NAGY SZAMOK TORVENYE

Ezen el6adds témaja a nagy szamok (erds és gyenge) torvénye. Kissé leegyszertisitve
fogalmazva a nagy szamok torvénye azt mondja ki, hogy ha vessziik n fiiggetlen és
egyforma eloszlasi valdsziniiségi valtozé atlagat, akkor ez az atlag nagyon &altalanos
feltételek mellett egy konstanshoz tart n — oo esetén. A részletesebb targyalasban
meg kell érteni, hogy milyen értelemben tartanak ezek az atlagok konstanshoz, illetve
hogy milyen feltételeket kell teljesitenie a valdsziniiségi véltozok eloszlasanak ahhoz,
hogy egy ilyen konvergencia érvényes legyen. Ezenkiviil szeretnénk meghatarozni a
limeszben megjelend konstans értékét is. Mint latni fogjuk ez a szam nagyon &dltalanos
esetben azon valdsziniiségi véaltozdk varhato értékével egyenlo, amelyeknek az atlagat
tekintettiik.

Fiiggetlen valoszinliségi valtozék konvergencidjanak a fogalmat tobb kiilonbozé
modon definidlhatjuk, és e definiciock mindegyike értelmes. Ebben az eléadasban a
nagy szamok eros és gyenge torvényét ismertetem, amelyek a majdnem mindeniitt és a
sztochasztikus konvergenciaval kapcsolatosak. A nagy szamok er0s torvénye annak adja
meg a sziikséges és elégséges feltételét, hogy fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi
valtozok atlagai egy valdszinliséggel tartsanak egy szamhoz, a nagy szamok gyenge
torvénye pedig annak, hogy ez a konvergencia sztochasztikus értelemben teljesiiljon.
Mint latni fogjuk mind a nagy szdmok erés mind a nagy szamok gyenge torvénye bi-
zonyos momentum jellegii feltételek teljesiilése esetén érvényes. Ezek a feltételek azt
kovetelik meg, hogy a tekintett atlagban résztvevo valdszintiségi valtozok csak viszony-
lag kis valdszintiséggel vegyenek fel nagy értékeket. Ez 6sszhangban van a centralis ha-
tareloszlastételrdl tanultakkal. A centralis hatareloszlastétel akkor érvényes, ha teljesiil
a Lindeberg feltétel. Ez szintén olyan megkdtést jelent, hogy a tekintett valdszintiségi
valtozék csak kis valészintiséggel vesznek fel nagyon nagy értékeket.

Az eredmények jobb megértése érdekében el6szor attekintem az eredményekben
megjelené konvergencia fogalmak kozotti kapcsolatot. Felidézek tobb korabban ta-
nult eredményt. Ugyancsak ismertetem a nagy szamok erds és gyenge torvényének
olyan korabban tanult, egyszertisitett valtozatat, amelyekben ezeket az eredményeket
a sziikségesnél erdsebb feltételek teljesiilése esetén bizonyitottam be. E bizonyitasok
osszehasonlitasa az eredeti eredmények bizonyitasaval érthetébbé teszi bizonyos érvelé-
sek szerepét és bizonyos részeredmények jelentOségét.

A bizonyitasok soran néhany onmagaban is érdekes eredmény is megjelenik. Ilyen
eredmény a Kolmogorov egyenlétlenség, amely fliggetlen valdszintiségi valtozok részlet-
Osszegeinek maximumaéarol ad olyan becslést, mint amilyet a Csebisev egyenl6tlenség ad
akkor, ha csak e szuprémum utolso tagjat becsiiljiik. Ezenkiviil bebizonyitok néhany
olyan eredményt, amelyek bizonyitasa az itt targyalt modszerek segitségével torténik.
Ilyen a Kolmogorov-féle harom sor tétel, amely megadja annak sziikséges és elégséges
feltételét, hogy végtelen sok fiiggetlen valdszintiségi valtozo Gsszege egy valdszintiséggel
konvergaljon. Egy masik fontos targyaland6 eredmény az tgynevezett Kolmogorov-
féle nulla—egy torvény, amely arra ad magyarazatot, hogy miért talalkozunk fliggetlen
valoszinliségi valtozok tulajdonsigainak a vizsgalatanal gyakran olyan eseményekkel,

1



amelyeknek a valdszinlisége bizonyos esetekben nulla mas esetekben egy, de sohasem
valamely e két szam kozotti érték.

Ahhoz, hogy a nagy szamok erds és gyenge torvényét megfogalmazhassuk, el6szor
meg kell adnunk az ezen eredményekben hasznalt konvergencidk definiciéjat és tisztaz-
nunk kell ezek kapcsolatat egymassal. Ezenkiviil felidézem az eloszlasban valé konver-
gencia fogalmat is annak érdekében, hogy ezt is Gsszehasonlithassuk a fenti két konver-
genciafogalommal.

Az egy valdsziniliségii konvergencia definiciéja: Valosziniségi vdltozok &£,, n =
1,2,..., sorozata akkor konvergdl egy valosziniséggel eqy & wvaldsziniségi vdltozohoz,
ha (egyrészt ezek a wvaldszintiségi vdltozék ugyanazon az (2, A, P) valdsziniiségi mezdén
vannak definidlva, mdsrészt)

P (w: lim &,(w) = f(w)) =1

n—oo

Megjegyzés: Az egy valészinliségi konvergencia fogalmét a mértékelméletben is hasznal-
jak, de ott azt majdnem mindeniitt valé konvergencidnak is hivjak. (Az angol nyelvii
irodalomban az almost sure convegence, almost everywhere convergence vagy conver-
gence with probability one kifejezések hasznalatosak.)

A sztochasztikus konvergencia definicidja: Valdszinidségi valtozok &,, n =1,2,...,
sorozata akkor konvergdl sztochasztikusan egy & wvaldszinidségi vdltozohoz, ha (egyrészt
ezek a valdsziniiségi valtozok ugyanazon az (2, A, P) valdsziniségi mezén vannak defi-
nidlva, mdsrészt) minden € > 0 szdmra

lim P (|§,(w) —&(w)| >¢€) =0.

n—oo

Megjegyzés: A mértékelméletben el6forduld kifejezések koziil a mértékben vald konver-
gencia felel meg ennek a fogalomnak. Az egyetlen apré kiilonbség a mértékelmélet és
valészintiségszamitas szohasznalata kozott abban van, hogy a mértékelméletben véges,
de nem feltétleniil valdszintiségi (azaz egyre normalt) mértékeket tekintenek.

Az eloszlasban valé konvergencia definicidja: Valosziniségi vdltozok &,, n =

1,2,..., sorozata akkor konvergdl eloszldasban egqy F(u) eloszlasfigguvényhez vagy az ezen

eloszldsfiiggvény dltal meghatdrozott eloszlishoz, ha lim P(§, < w) = F(u) minden
n—oo

olyan u szamra, ahol az F'(-) eloszlasfiiggvény fliggvény folytonos. (Azt mondjuk, hogy a
Ens,n=1,2,..., valosziniségi viltozok sorozata eloszlasban konvergal eqy & valosziniiségi
vdltozohoz, ha ez a sorozat eloszldsban konvergdl az F(u) = P(§ < u) eloszldsfiigguény-

hez.)
A kovetkez6 kapcesolat érvényes a fenti konvergenciafogalmak kozott.

Egy valészintiségi konvergencia = Sztochasztikus konvergencia = Eloszldsban valé kon-
vergencia.



El6szor megtargyalom az egy valdszintiiségi és sztochasztikus konvergencia kapcso-
latat.

Ha &, (w) — &(w) egy valdsziniiséggel, akkor definidlva az

A= A(2) = {us sup (o) — )] <}

k>n

halmazokat kapjuk, hogy az egymadsba skatulyazott A, halmazokra, (azaz A;(w) C
Ay Cc ), P U An> = 1. Ezért lim P(A,) = 1. Mivel {w: |{,(w) — &(w)] <

n=1 n—00
e} DA, P(léh(w) —E(w)| < &) — 1, azaz P(|¢,(w) — £(w)| > €) — 0, ha n — oo.
Ez azt jelenti, hogy az egy valdszinliségli konvergencidbdl kovetkezik a sztochasztikus
konvergencia.

Megfogalmazom az alabbi allitast, amelyet nem nehéz bebizonyitani. De mivel nem
lesz ra késobb sziikségiink, azért elhagyom a bizonyitast.

Allitas: Valoszinidségi vdltozok €,, n = 1,2, ..., sorozata, akkor és csak akkor konvergdl
egy valdszindséqgel eqy & valdszindiségi valtozéhoz, ha az n, = sup |§, — £| valdsziniségi
>n

vdltozok sorozata sztochasztikusan konvergdl nulldhoz, azaz minden € > 0 szdmra

lim P (sup 1€ — &| > 5) = 0.
n—oo kzn

Léassunk példat arra, hogy lehetséges olyan &,, n = 1,2,..., és £ valdszinliségi
valtozokat konstrudlni, amelyekre a &,, n = 1,2,..., sorozat sztochasztikusan tart &-
hez, de a &, sorozat nem konvergdl egy valdszinliséggel a & valdszintliségi valtozéhoz.

Tekintsiik a kévetkezd (€2, A, P) valdszinliségi mez6t: Q a [0, 1] intervallum, A a
Borel mérheté halmazok o-algebraja a [0, 1] intervallumon, a P valésziniiségi mérték a
Lebesgue mérték. Legyen

1 haze[(n—2"27% (n+1-2")27"]

En(z) = { ok
0 haz¢ [(n—2")27" (n+1- 2ky2~ }
akkor ha 2F <n < 2F1  k=1,2

és £(z) = 0 minden 0 < x < 1 szdmra. Ekkor P(|¢, —&| > ) = 27" minden 1 > ¢ > 0

szémra, ha 2F < n < 21 Tehdt a &,, n =1,2,..., sorozat sztochasztikusan konvergél
a & valdszintiségi valtozéhoz. Viszont mivel limsup &, (x) = 1 minden 0 < z < 1 szamra,
n—oo

ezért a &, sorozat nem konvergdl egy valdoszinliséggel a & valdszinliségi valtozéhoz.

Miésrészt tekintsiink egy £ valészintliségi valtozét és &,, n = 1,2,..., valdszinliségi
oo

véaltozok olyan sorozatat, amelyre Y. P(|§, —&| > ¢) < oo minden € > 0 szamra. Ekkor
n=1



a Borel-Cantelli lemméabdl kovetkezik, hogy a &,, sorozat egy valdszintiséggel konvergal
a & valoszintliségi valtozohoz. Ez azt jelenti, hogy egyrészt mint az el6z6 példa mutatja a
lim P(|¢, —&| > ) relacié teljesiilése minden € > 0 szdmra elegendd a sztochasztikus,
n—oo

de nem elegend6 az egy valdszintiséggel valé konvergencidhoz. Madsrészt az erdsebb
o0
> P(l& — & > €) < oo relacié teljesiilése minden € > 0 szdmra elegendd az egy
n=1

valészintiségi konvergencidhoz is.

A sztochasztikus konvergencia és eloszldsban valé konvergencia kézotti kapcsolatra
érvényesek a kovetkezo allitasok.

1. alllitas sztochasztikus és eloszlasban valé konvergencia kapcsolatardl. Ha
valamely &,, n = 1,2,..., wvaldszinlségi vdltozok sztochasztikusan konvergdlnak egy
& waloszindségi valtozohoz, akkor ezek a &, wvaldsziniségi vdltozok eloszldsban is kon-
vergalnak ehhez a & valosziniségi valtozohoz.

Indoklds: Legyen z folytonossagi pontja a £ valdszinliségi valtozo F(-) eloszlasfiiggvé-
nyének, és rogzitve egy ¢ > 0 szamot valasszunk olyan § = d(¢) > 0 szamot, melyre
F(r) - 5§ < F(r —0) < F(z + ) < F(x) + 5. Ezutdn valasszunk olyan ng = ng(e, 6)
szdmot, amelyre P(|{, — & > 0) < 5. Ekkor P(§, < z) < P({ <z + ) + P(|{&n — & >
0) < F(z+0)+§ < F(z) +e. Mdsrészt P(§, > x) < P(§ > 2 —0) + P(|§, — & = 9) <
1-F(x—-90)+5<1—-F(x)+e han>ng. Innen F(z) —e < P(§, <z) < F(z) +e¢
n > ng esetén. Mivel minden € > 0 esetén érvényes egy ilyen becslés, innen kovetkezik
a megfogalmazott allitds.

Természetesen lehetséges, hogy &, valdszintiségi véaltozok egy sorozata eloszlasban
konvergdl egy & valdszintiségi valtozohoz, de sztochasztikusan nem konvergal. Erre példa
az az eset, amikor a &,, valdszintiségi valtozok fiiggetlenek, és azonos eloszlasiak. Ekkor
az eloszlasban valé konvergencia nyilvan teljesiil, de ha a &, valdsziniiségi véltozdok
eloszlasa nem elfajult, azaz a &, valdszintiségi valtozok nem egyenlGek egy konstanssal
egy valoszinliséggel, akkor e valdszintiségi valtozok nem konvergalnak sztochasztikusan.
Viszont abban az esetben, ha a limesz konstans akkor igaz a kovetkezo allitas:

2. allitas sztochasztikus és eloszlasban valé konvergencia kapcsolatarél. Ha
valamely &,, n = 1,2, ..., valdsziniségi vdltozok egqy a konstanshoz konvergdlnak elosz-
lasban, (azaz egy olyan valdszindiségi valtozéhoz, amelynek értéke egy valdsziniiséggel ez
az a konstans, akkor a &,, n =1,2,..., valosziniségi vdltozok sorozata sztochasztikusan
18 konvergdl ehhez az a konstanshoz.

Indoklds: A limeszként megjelend val6szintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye az az F(x)

eloszlds, amelyre F(x) = 0, ha © < a, és F(x) = 1 ha z > a. Az F(x) fiiggvénynek

az r = a pontot kivéve minden pont folytonossigi pontja. Ezért minden ¢ > 0 szamra

lim P(§, <a+¢)=1, lim P({, <a—c¢)=0. Innen kévetkezik, hogy lim P(|&, —

n—oo n—oo n—oo

¢l <e)= lim P(|§, —a| < ¢e) = lim (P, <a+¢e)— P, <a—c¢)) = 1. Innen
n— oo n—00

kovetkezik a 2. allitds eredménye.



Ezutan megfogalmazom pontosan, hogy mikor mondjuk, hogy teljesiil a nagy sza-
mok gyenge és erés torvénye, és megfogalmazok két tételt, amelyek megadjak e két
torvény teljestilésének a sziikséges és elégséges feltételét. Ezt a két eredményt Osszeha-
sonlitom.

Nagy szamok gyenge torvényének a definicidja. Legyen &,, n=1,2,..., figget-
len, egyforma eloszldsi valdszinidségi valtozok sorozata eqy valdsziniiségi mezon, S, =
&k, k=1,2,.... Azt mondjuk, hogy ezek a &,, n = 1,2,..., valdsziniségi valtozok
k=1

tgljesftik a nagy szamok gyenge torvényét, ha létezik olyan E szdm, amelyre teljestil, hogy
az %, n = 1,2,..., valosziniségi viltozok sztochasztikusan konvergdlnak az E szam-
hoz, azaz ahhoz a valdsziniségi valtozohoz, amely eqy valdosziniséggel az E konstanssal
egyenlo.

Nagy szamok eros torvényének a definiciéja. Legyen &,, n=1,2,..., fiiggetlen,

egyforma eloszldsiu valdszindiségi vdltozok sorozata egy valdsziniségi mezén, Sy, = > &k,
k=1

k=1,2,.... Azt mondjuk, hogy ezek a &,, n = 1,2, ..., valdsziniiségi valtozok teljesitik
a nagy szamok erds torvényét, ha létezik olyan E szdm, melyre teljesil, hogy az %,
n=1,2,..., valosziniséqgi viltozok eqy valdsziniséggel konvergdlnak az E szamhoz, azaz

ahhoz a valdsziniségi vdltozohoz, amely eqy valosziniséggel az E konstanssal eqyenlo.

Tétel a nagy szamok er6s torvényérol. Legyen &1, &, ..., flggetlen, egyforma
n

eloszldsu valdszindiségi vdltozok sorozata, és definidljuk e sorozat S, = > &k, n =
k=1

1,2,..., részletisszegeit. Ha E|&1| = oo, akkor az S”T(‘"), n = 1,2,..., sorozat eqy

valdszinidséggel divergens. Ha E|&1| < oo, akkor a &1,&s,... sorozat teljesiti a nagy
szdmok erds torvényét E = E&, konstanssal, azaz ebben az esetben

lim Sn (w)

n— oo n

= F& majdnem minden w € Q-ra.

Tétel a nagy szamok gyenge torvényérol. Legyen &, k = 1,2,..., figgetlen,
egyforma eloszldsi valosziniiségi valtozok sorozata valamely F eloszldsfiggvénnyel. Ezen

valosziniségi valtozok % > &, n = 1,2,..., dtlagai akkor és csak akkor teljesitik a
k=1
nagy szdmok gyenge torvényét, azaz akkor és csak akkor konvergdlnak sztochasztikusan

n — oo esetében valamely a, —oo < a < 0o, szamhoz, ha teljesilnek a

u

lim z [F(—z)+ (1 —F(x))] =0, és lim zF(dz) =a

reldciok. A lim ffu xF(dx) = a feltételben szerepld a szam, megegyezik azzal az a

szammal ahovd az %kzl ¢, n=1,2,..., dtlagok konvergdlnak.



A fenti két tétel osszehasonlitasabol kévetkezik, hogy ha teljestilnek a nagy szdmok
eros torvényérol szolo tétel feltételei, akkor a nagy szamok gyenge torvényérol szolé tétel
feltételeinek is teljesiilniiik kell. Lassuk be kozvetleniil ezt az allitast.

A Lebesgue tételbdl és az E|¢| < oo relaciébol kovetkezik, hogy lim [* zF(dx) =
[ aF(dx) = E&. Mésrészt z(1 — F(z)) < [ uF(du), és lim [ uF(du) = 0
szintén a Lebesgue tétel szerint. Tehdt lim z(1— F(x)) =0, ha E|{;| < oo. Hasonléan

xr— 00

lim zF(—x) = 0 ebben az esetben.
r— 00

Annak érdekében, hogy a nagy szamok gyenge és er6s torvényének a kapcsolatat
jobban megértsiik tekintsiink néhany példat.

1. példa. Tekintsiik fiiggetlen, egyforma eloszlasu valészintiségi valtozok olyan &1, &, . . .,
sorozatat, amelyeknek van stiriiségfiiggvényiik, és az f(x) = Clz|™%, ha || > 1,
f(z) =0, ha || < 1 alakd, ahol a > 1, és a C' = C(«) konstans tigy van vélasztva, hogy
[25 f(z)dx =1, azaz f(z) stirtségfiiggvény. Ha o > 2, akkor E|&| = [7_|z|f(z) dx <
00, és érvényes a nagy szamok erés torvénye. Ha oo = 2, akkor E|&;| = fix;o |z|f(x) dz =
00, és a nagy szamok erds torvénye nem teljesiil. SOt, ebben az esetben F(x) =
C’f;o L dx = Cz™', ha z > 1, ezért xh_}n(}o zF(x) = C > 0, és a nagy szamok gyenge
torvénye sem teljesiil. Ha 1 < o < 2, akkor szintén sem a nagy szamok erds sem a nagy
szamok gyenge torvénye nem teljesiil.

2. példa. Tekintsiink fiiggetlen, egyforma, Cauchy eloszlasu &£1,&o, ..., valdszintiségi
véaltozokat, azaz olyan valésziniiségi valtozokat, amelyeknek f(z) = %ﬁ, —o0o < x <
00, alaku siirliségfiiggvényiik van. Az elsé példa érvelése (az o = 2 esetben) mutatja,
hogy ezek a valdszintiségi valtozok sem teljesitik a nagy szdmok gyenge torvényét. Sot,

mint késobb latni fogjuk, ennek a sorozatnak a kovetkezd nevezetes tulajdonsaga is

n

megvan. E valészintiségi véltozok L 3 &, dtlagainak az eloszldsa minden n szdmra
k=1

ugyanaz a Cauchy eloszlas, mint a &; valdszintiségi valtozé eloszlasa.

3. példa: Legyen &, k = 1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozok
sorozata, az f(u) = ha |z| > 3, f(u) = 0, ha |u| < 3, képlettel megadott

Cdu
u|>3 u?log |ul

u? log |u|’

striiségfiiggvénnyel. (A C konstanst az f| = 1 relaci6 hatarozza meg.)

Definidljuk az S, = > &, n=1,2,..., részletosszegeket. Ekkor F|{;| = oo, ezért ezek
k=1

a valészin(iségi véaltozék nem teljesitik a nagy szdmok erds torvényét. Mésrészt az Sz

atlagok sztochasztikusan tartanak nullahoz, azaz minden € > 0 szamra P (’ %} > 5) —
0, ha n — oo. Ez azt jelenti, hogy ez a sorozat teljesiti a nagy szamok gyenge torvényét.

A 3. példa indokldsa: E valészintiségi valtozokra E|¢| = [uf(u)du = [;° 25— du =

ulogu
00, mert f; m du = [loglogul]3, és mh_)nolo loglogx = co. (Ez példdul onnan lathatd,

hogy az xl;gx primitiv fliggvénye a loglogx fiiggvény.) FEz azt jelenti, hogy ez a
sorozat nem teljesiti a nagy szamok erés torvényét. Mivel a &, valdoszinliségi valtozok
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n

strtiségfiiggvénye paros fliggvény, annak megmutatasa érdekében, hogy az 7" = % Z

valészintiségi valtozok sztochasztikusan tartanak nulldhoz a nagy szamok gyenge rve—
nyérol szolo tétel alapjan elég megmutatni azt, hogy

oo 2
37Jﬂll_)rrgo z[(1 - F(z)) + F(—x2)] = mh_}rréox/a7 m du = 0. (a)

2C
u2loglogu —

e du < ex [uT?du = €, ha x > z(e). Mivel ez
glogu

az egyenlGtlenség minden ¢ > 0 szamra érvényes, innen kovetkezik az (a) formuldban
megfogalmazott relacié.

Mivel minden & > 0 szdmhoz létezik olyan = = x(e) kiiszobindex, amelyre

5 7’
5, ha u > z, ezért xfm

Késobb, a gyakorlaton megtargyalom, hogyan lehet a 3. példa allitasat kozvetleniil,
a nagy szamok gyenge torvényérol szold tétel felhasznalasa nélkiil bebizonyitani.

A fenti példak hasonlitottak egymashoz abban, hogy mindegyikben a striségfliiggvény
a plusz-minusz végtelen kornyezetében aszimptotikusan ugy viselkedett, mint # SZO-
rozva egy logaritmus hatvany rendii korrekcios taggal. Ez a korrekcios tag befolyésolta,
hogy bizonyos integralok konvergensek vagy divergensek, és ettol fliggott, hogy teljesiil-
e a nagy szamok erds vagy gyenge torvénye. Lattuk, hogy a nagy szamok kiilonb6zo
torvényeit kimondo tételekben és példakban az jatszott fontos szerepet, hogy az Gssze-
adandok eloszlasfiiggvényei hogyan viselkednek a +oo-ben, milyen gyorsan tartanak
ottan az eloszlasfiiggvények egyhez illetve nullahoz. Ettol fiigg ugyanis, hogy az ott
szerepld integralok konvergensek vagy divergensek.

Ratérek a nagy szamok erds torvényének a bizonyitasara. A bizonyitasban hasznos
az alabbi lemma, amely azt a tulajdonsagot, hogy egy valdszintiségi valtozo abszolut
értékének a varhato értéke véges ekvivalens mdédon fejezi ki a valdszintiségi valtozo
eloszlasfiiggvényének a segitségével.

Lemma annak jellemzésérol, hogy egy valdszintliségi valtozé abszolut értéké-

nek a varhato értéke mikor véges. Egy & valosziniségi vdltozo abszolut értékének
o

E|¢| varhato értéke akkor és csak akkor véges, ha > P(|{] > n) < oo.

n=1

A lemma bizonyitdsa. Vezessiik be a kovetkez6 5 valészintiségi valtozot: é = 7, ha

j—1<|{<j,7=1,2,.... Ekkor P(0 < |§| =& < 1) =1, ezért a |{] és £ valdszinliségi

véltozék varhaté értéke egyszerre véges vagy végtelen. Mésrészt FE = 3 jP(€ = j) =
j=1

Z JP(j —1 < |€] < j), ezért ennek az Gsszegnek a konvergencidjat vagy divergencidjat
J_
kell vizsgdlnunk.

Felithatjuk, hogy 3 jP(j ~ 1 < 6] < 4) = £ i(P(¢l > 4= 1) = PlIel > ).
Jj= Jj=



Rendezziik at a fenti 6sszeget a kovetkezo modon. Tetszoleges N szamra

N

> JPG =1 <l <) =3 (Pl > = 1) = Pl > 5)

Jj=1

2

-1

N-1
P(l¢l> ) ((G+1)—j) = NP(|¢] > N) = > _ P(|¢| > j) = NP(|{| > N).
1 j=1

J
Megmutatom, hogy N — oo hataratmenettel a fenti relaciébdl kovetkezik a Lemma
allitasa. Valéban, ha F|{| < oo, akkor valaszthaté egy K < oo szam ugy, hogy

oo
tetszleges N > 1 egész szamra NP(|(| > N) < > jP(G -1 < [§] < j) <
j=N+1

> jP(j —1 < |§] < j) < K. Ebben a becslésben a K konstans nem fiigg az N
j=1

szamtol. Igy az el6z8 becslés alapjan az E |€1] < oo esetben léteznek olyan univerzalis
L és K szamok, amelyekre

N-1
L> Z P(l¢] > j) — K minden N =1,2,... szamra,

és innen Yy P(|¢] > j) < 0).
j=1

Ha E|¢| = oo, akkor Y P(|¢] > j) = oo, mert ekkor
N=1

=

-1

N
P(l¢] > j) ZZ (=1 < ¢l <9),
1 7=1

J

¢s lim ZJP(J—l <[gl<4) =

N—>oo

Megjegyzés: Az Osszegnek a fenti szamoldsban tortént atrendezését Abel-féle atren-
dezésnek nevezik, és ez sokszor hasznos. Az Abel-féle atrendezés egyébként az in-
tegralszamitasban alkalmazott parcialis integralds diszkrét megfelel6je.

Megjegyzem, hogy ennek a fenti lemmanak igaz a kovetkez6 altalanositasa, amelyet
hasonléan lehet bizonyitani. De mivel erre nem lesz sziikségiink, ennek bizonyitasat
elhagyom.

A varhatoé érték létezésérol szolé lemma altalanositasa. FEgy & valdsziniségi
vdltozo akkor és csak akkor teljesiti az E|£|" < oo momentum feltételt valamely r > 1

szdmra, ha Y n""1P(|¢] > n) < .

n=1



A nagy szamok erds torvényének el6szor a negativ felét bizonyitom be. A nagy
szamok erOs torvényérol szolo tételnek ezt a részét az aldbbi lemma tartalmazza.

Lemma fiiggetlen, egyforma eloszlasti nem integralhaté valdszintiségi valto-
zok atlaganak a viselkedésérol. Ha &1,&o,. .. fdggetlen egyforma eloszldsiu valo-

szintségi vdltozok, és E|&1| = oo, akkor az S TS“’) 1 Z €k(w), n=1,2,..., dtlagok

sorozata majdnem minden w € () elemi eseményre dzvergens

A lemma bizonyitdsa. Felhasznajuk azt a lemmat, amely azt jellemzi, hogy egy va-
16szintiségi valtozd abszolut értékének a varhato értéke mikor véges. Ezen eredmény,
az E |€1| = oo relacié és a &; valdszinliségi valtozok azonos eloszldsa miatt érvényes

a Z P(&] > n) = Z P(l¢,| > n) = oo reldcié. A &, valdszinliségi viltozdk

fuggetlensege miatt az {w |€4(w)] > n} események is fiiggetlenek. Ezért a Borel-
Cantelli lemmabdl kovetkezik, hogy majdnem minden w € Q-ra |£,(w)| > n végtelen
sok az (w elemi eseménytdl fliiggé) n indexre. Tekintsiink egy olyan w € Q elemi

eseményt, amelyre lim S”T(w) = a valamilyen véges a szamra. (Ez az a szdm fiigghet

n—oo
az w elemi eseménytdl.) Ilyen w pontokban a lim S”_Tl(w) = a relacié is teljesiil. Ezért
n—oo
lim (Snéw) - S"‘ﬂf (w)> = lim 5”75‘”) = 0. Ez a reldcié viszont, mint lattuk, csak egy
n—oo n—oo

nulla valészintiségi halmazon teljestilhet.

A nagy szamok erds torvényérdl szélo tétel konvergencia részének a bizonyitasa al-
kalmas becslések alkalmazasat igényli. Annak érdekében, hogy a bizonyitasban felmerii-
16 problémaékat és gondolatokat jobban megértsiik, felidézem e tétel azon gyengébb vélto-
zatanak a bizonyitasat, amelyet a bevezet6 valdszintiségszamitas eldaddson ismertettem.

A nagy szamok ero0s torvényérol szolo tétel egy gyengébb valtozata. Legyen
&1,&2, ..., fuggetlen, egyforma eloszldsi valdszindiségi vdltozok sorozata egy (2, A, P)
valdszintiségi mezén, amelyekre teljesiil az EE} < oo feltétel, és vezessiik be az S, =
n

> & waldszindségi vdltozokat. Ekkor az S”T(“’) valosziniségi vdltozok majdnem min-
j=1

den w € Q-ra konvergdlnak az E&,, szdmhoz, azaz ezen valdsziniiségi vdltozok sorozata
teljesiti a nagy szdmok erds torvényét az E = E£ konstanssal.

A tétel bizonyitisa. Bevezetve a Ej =& — FEE, 5 =1,2,..., valoszinliségi valtozokat
olyan fliggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozdkat kapunk, amelyeknek a var-
n n

haté értéke nulla, és EE* < 0. Ezenkivill > & = Y & + nE&;. Ezért elég beldtni a
j=1 j=1
tétel allitasat nulla varhaté értékii valoszinliségi valtozok atlagara.

Tekintsiik ezt az esetet, és szamoljuk ki az

Su )’
E (—) = %E(& ot )’

n
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varhaté értékeket.

ESt=FE(& + -+ &)* § E¢t+6 §  BECEG +4 § E&E&
1<j<k<n 1<j5,k<n
j#k =

+12 > E¢2E&EE,
1<k<i<n1<j<n ———~—""
J#k, j# =0

+24 ) EBGEGEGES,

1<j<k<l<m<n

= nEfil + 3n(n — 1)(E€%)27

4 4
1 S ES?
— 4 n . n
_ RBE +3(1- 1) (EG)?) _ const.

n2e4 — n2e4 ’

=0

ezért

S

n

p(S

n
n

Ebbdl a becslésbdl kovetkezik, hogy > P (|S7”’ > s) < 0o minden € > 0 szamra, és a
n=1

Borel-Cantelli lemma (konnyebbik felébdl) kovetkezik, hogy minden € > 0 szamra és
S"T(w)‘ < ¢, han > np(w). Alkalmazva

ezt a reldciét minden ¢ = L szdmra k = 1,2,..., megkapjuk a nagy szdmok erés

k
torvényét.

A bizonyitasban fiiggetlen, nulla varhato értékli egyforma eloszlasu valdszintiségi
valtozok atlaganak a negyedik momentumaéra adtunk jé becslést, és ebbdl a becslésbol
kovetkezett a nagy szamok torvénye. Ahhoz azonban, hogy ezt a becslést végre tudjuk
hajtani, sziikség volt arra a feltételre, hogy a tekintett valdszintiségi valtozdoknak 1étezik
negyedik momentuma. Felmeriil a kérdés, hogyan lehet a fenti érvelést tigy médositani,
hogy az megadja a nagy szamok torvényét jéval gyengébb momentum feltételek esetén
is.

Ha a tekintett valdsziniiségi valtozoknak létezik masodik momentuma, de ennél
er6sebb momentumfeltételt nem tesziink fel, akkor az el6z6 mddszer megfeleloje a Cse-
bisev egyenlttlenség alkalmazasa lenne fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszintiségi val-
tozok atlagara. Felidézem a Csebisev egyenlotlenséget.

Csebisev egyenl6tlenség: Ha egy & valdsziniiségi viltozé mdsodik momentuma EE? =
ma, akkor tetszoleges x > 0 szdmra

2

P(gl > ) < 73

10



Innen kévetkezik, ha ezt az egyenlétlenséget a € = & — E€ valdszindséqgi vdltozéra alkal-

mazzuk, hogy
Var ¢

x2

P(l§ - B¢l > x) <

Fiiggetlen, nulla varhaté értékii és véges masodik momentummal rendelkez6 &1, &,
n
., valészintiségi valtozok S,, = §; osszegének eloszlasara a Csebisev egyenldtlenség
=1

a kovetkez6 becslést adja.

n

n Varg 2 Varg
arS, ;=1

P(|Sp| >x)=P Elﬁj >z | < R

‘7:

xr2

Ha fiiggetlen, egyforma eloszlasi nulla varhato értéki valdszintiségi valtozok atlagat
tekintjiik, akkor a fenti egyenlGtlenség a

S, J; 7 EE
Pl|—|>ne| < =
n g2n2 ne?

becslést adja. Ebbdl a becslésbdl kovetkezik a nagy szamok gyenge torvénye, de nem
kovetkezik a nagy szdmok erds torvénye. Viszont az aldbb ismertetendé Kolmogorov
egyenlotlenség segitségével, amely tekinthetd a fiiggetlen valdszinliségi valtozok Gssze-
gének eloszlasardl szélo Csebisev egyenlotlenség élesitésének is, be lehet bizonyitani a
nagy szamok torvényét az altalanos esetben. Ismertetem ezt az eredményt.

Kolmogorov egyenlStlenség. Legyenek &1,...,&, flggetlen, (nem feltétleniil egy-
k

forma eloszldsi) valdsziniiségi vdltozék, E€, = 0, B¢ = Varéy, = o3, Sk = Y. &,
p=1

k=1,...,n. Ekkor

n

ES? —
P<sup |Sk|2x)§ 2”:’“*2
1<k<n x x

2
Ok
1

minden x > 0-ra.

Tekintsiik fiiggetlen, nulla varhaté értékii, véges masodik momentummal rendelkezd
valoszinliségi valtozok sorozatat, és legyen S,, az elsé n tag részletosszege. Nyilvanvalo,
hogy sup |Sk(w)| > |Sn(w)|. Viszont vannak a valdszintiségszamitdasnak olyan eredmé-

1<k<n

nyei, ar_ne_lyek azt fejezik ki, hogy a tekintett sup |Si(w)| kifejezés nem sokkal nagyobb,
1<k<n

mint az ebben a szuprémumban szerepld utolsé |S,, (w)| tag. Ezekben az eredményekben
annak a valészinliségét hasonlitjdk Ossze, hogy e két kifejezés értéke nagyobb, mint va-
lamilyen x > 0 szam, és ezek bizonyos értelemben azonos nagysagrendiiek.

11



A Kolmogorov egyenlétlenség is tekinthet6 ilyen jellegli eredménynek. Ez az egyen-

16tlenség ugyanazt a felsé becslést adja a P | sup |Sk(w)| > x | valdszinliségre, mint
1<k<n

amit a Csebisev egyenl6tlenség ad a P(|S,(w)| > x) valészintiségre. A Kolmogorov
egyenlotlenség bizonyitasa el6tt megmutatom, hogyan lehet ezen egyenlétlenség és az
alabb megfogalmazott (nem valésziniiségszamitas jellegli eredményt tartalmazo) Kro-
necker lemma segitségével bebizonyitani a nagy szamok erés torvényét az altaldanos
esetben. A Kronecker lemma bizonyitasat is késébbre halasztom.

Kronecker lemma: Ha az a, €és q,, n = 1,2,..., valds szdmoknak olyan sorozatai,

o0
amelyekre > a, dsszeg konvergens, a q, sorozat monoton nd és lim g, = oo, akkor
n=1 n— o0

n
lim - > apqr = 0.
k=1

n—oo In

Erdemes a Kronecker lemma kovetkezményeként megfogalmazni annak alabbi spe-
cidlis esetét, amelyet a,, = == és g, = n vélasztdssal kapunk.

Kronecker lemma koévetkezménye. Legyen x,, n = 1,2,..., valds szdmok olyan

oo n
Ty e . 1 .
sorozata, amelyre a ) “n osszeg konvergens. Ekkor nlggo - l} lxk = 0.
n— =

A nagy szdmok erés torvényét a fenti eredmények segitségével fogom bebizonyitani
az altalanos esetben. A bizonyitasban alkalmas csonkitast fogunk alkalmazni, amely
lehet6vé teszi, hogy véges masodik momentummal rendelkezo valdszintiségi valtozdkkal
dolgozzunk.

A nagy szamok torvényérdol szolo tétel konvergens részének a bizonyitdasa a fenti eredmé-
nyek segitségével. Azt kell megmutatni, hogy amennyiben &1, s, . . ., fliggetlen, egyforma
n

eloszlasi valdszintiségi valtozdk, és F|&;1| < oo, akkor % kzl Eép(w) — E& 1 valészini-
séggel. Bevezetve a &, = &, — E&,, n = 1,2,..., val6sziniiségi valtozékat nem nehéz

belatni, hogy az allitast elegend6 belatni nulla varhaté értékii valdszintiségi valtozok
atlagara. Fzért a tovabbiakban felteszem, hogy E¢; = 0.

Vezessiik be a &, valészintiségi valtozo &, = &, + &, & = £, 1(&.| < n), & =
Enl(]€n] > n) alakd felbontédsét, ahol I(A) az A halmaz indikétorfliiggvényét jeldli.
Felhasznalva a lemmat annak jellemzésérdl, hogy eqy valosziniiségi vdltozo abszolut ér-
tékének a varhato értéke mikor véges kapjuk, hogy

D PEL#0) =) P&l > k) < oo.
k=1 k=1
Ezért a Borel-Cantelli lemma alapjan egy valdszintiséggel csak véges sok k indexre tel-

jesiil a & (w) # 0 relécio, és + > &/ (w) — 0 egy val6sziniiséggel. A tétel bizonyitdsahoz
k=1

12



n
azt kell beldtni, hogy a + > & (w) — 0 egy valészinfiséggel reldcié szintén teljesiil.
k=1

n
Ezel6tt azt mutatom meg, hogy % > B¢ (w) — 0. Val6ban,
k=1

S|

> Eg,
k=1

o 1 . "
|23 e
k=1

1 n
< ﬁgmsﬂmm > k) =0,

ha n — oo, mert az E|&;| < oo reldcidbdl kovetkezik, hogy E|&1|I(|&1] > k) — 0, ha
k — oo.

Ezen Ossszefiiggés alapjan a tétel bizonyitasahoz azt kell igazolni, hogy

— Z & (w) — B¢ (w)) — 0 egy valdszintliséggel.

Ennek érdekében el0szor azt mutatom meg, hogy
1 = 1
2
Z ﬁ\/arf,’g < Z ﬁEf,’g
k=1 k=1

Ezen allitas igazolasdnak céljabdl irjuk fel az

k

1 . . .
E«S < k22J2PJ—1<§k<J) 3> PG - 1< al <)
Jj=1 j=1
egyenlGtlenséget, és Osszegezziik ezt minden k = 1,2, ... indexre. Azt kapjuk, hogy

00 0o k 00 00
1 1 , , . . . . 1
Do EBGT <Y 5D FPU-1<Ial <) =) FPG-1<lal<i) | D s
k=1 k=1 j=1 j=1 k=j
< const. ZjP(j — 1< &) < j) <const. (E|& |+ 1) < o0,
j=1

amint allitottam.

Az el6z6 egyenlttlenség és a Kolmogorov egyenlotlenség segitségével belatom, hogy

végtelen Osszeg 1 valdszintiséggel konvergens. (b)

A Efk( )
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Ehhez elég azt megmutatni, hogy a T, (w)

n 7 ’
= Mynzl,z,...,sorozat egy
k=1

valészintiséggel Cauchy sorozat. Viszont a Kolmogorov egyenl6tlenség alapjan

P( sup ]Tk—Tn|>6>: lim P( sup |Tk—Tn]>5)
N—oo n<k<N

n<k<oo
k1
= lim P | sup —(¢ - E¢)| > ¢
N—oo n<k<N ;J( J J)

oo
minden n-re és ¢ > 0-ra. Mivel lim ) J%Eé’;? = 0, innen kovetkezik, hogy

sup |1 (w) —Ti(w)| < sup |Tk(w) —Th(w)|+ sup |T1(w) —Tph(w)| < 2e
n<k,l<oco n<k<oo n<l<oco

majdnem minden w € Q pontban, ha n > ng(w). Mivel ez minden ¢ > 0 szdmra igaz,
innen kovetkezik, hogy a T),(w) sorozat Cauchy sorozat majdnem minden w € ) elemi
eseményre, és a (b) reldcié érvényes.
n
A Kronecker lemma kdvetkezménye és a (b) relacié alapjan %k21<£l/€ —E¢) — 0
egy valdszintiséggel. A tétel bizonyitasat befejeztiik.

Be kell még bizonyitani a Kolmogorov egyenlétlenséget és a Kronecker lemmat.
A Kolmogorov egyenldtlenség bizonyitdsa: Definidljuk a
T(w) = min{k: k <n; |Sk(w)| > =}
valdszintliségi véltozét. (7(w) = n ha Sk(w) < z minden k < n-re.) Azt éllitom, hogy
ES? ) < ES;. (c)
Az utolsé egyenlétlenség és a Csebisev egyenlGtlenség alapjan

ES.) _ES?
<

2 T x2’

P (I;lg}dek\ > .r) =P (|Srw)| > z) <

és ez a Kolmogorov egyenlotlenség.
A kivant egyenlOtlenség bebizonyitasanak érdekében vegyiik észre, hogy

BS?— BS% ) = 3 B(Sh — $1)(Sn — Sk + 250 I({r(w) = k)

k=1
= 3" E(Su — S ({r(w) = k}) + 23 E(S, — Si) Sl ({r(w) = k}).
k=1 k=1

(d)
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Mivel az S,, — Sj, és SpI({7(w) = k}) valdszintliségi véaltozok fliggetlenek, (az S, — Sk
a&,l=k+1,....,n,az SpI({r(w) = k}) az &, | = 1,..., k valésziniiségi valtozoktol
fiigg,) és E(S, — Sk) = 0, ezért

E(S, — Sp)SkI({r(w) = k}) = B(Sn — Sk)ESpI({r(w) = k}) = 0.

Innen kovetkezik, hogy a (d) azonossag jobboldaldnak a masodik tagja nulla. Mivel az
elsé tag egy nem negativ valészintiségi valtoz6 varhaté értéke, ezért a (d) azonossaghol
kovetkezik az (c) relacié. A Kolmogorov egyenl6tlenséget bebizonyitottuk.

A Kronecker lemma bizonyitisa. A bizonyitds az un. Abel féle atrendezés mddszerén

alapul. Vezessiik be az s, = > ap mennyiségeket. Legyen ¢o = 0. Ekkor
k=n

n

1< 1 1 =
q_ Zaka = Z(Sk — Skt1)qk = q_ <—8n+1qn + ZSk(Qk - %—1)) :
" k=1

dn k=1 n k=1

Rogzitve egy tetszolegesen kis € > 0 szdmot vélasszunk egy olyan N = N (e) kiiszobin-
dexet, amelyre igaz, hogy |sx| < & ha k > N. (Ez lehetséges, mert lim s, =0.) Mivel

n—oo
qrx — qk—1 > 0 minden k indexre a q; sorozat monotonitasa miatt, ezért

1 n
— Z sk(qk — qr—1)

" g=N

E(C]n - QN—1)
qn

<

<e

Maésrészt, mivel lim ¢, = oo és lim s, =0
n—oo n—oo
N-1

. 1
lim — [ —sp419n + Sk(Qk - qk—l) =0.

n—oo
an 1

A fenti becslésekbdl kovetkezik, hogy

<e.

Mivel ez az allitas tetszoleges € > O-ra igaz, innen kovetkezik a Kronecker lemma.

A nagy szamok erés torvényének bizonyitasanak fontos része volt azon (b) for-

mulaban megfogalmazott allitas igazolasa a Kolmogorov egyenlGtlenség segitségével,
S ’ ’

amely szerint a > % Osszeg konvergens. Természetes mdédon felmeril az az

k=1
altalanosabb kérdés, hogy végtelen sok fiiggetlen valdszintiségi valtozo Osszege mikor

konvergens. A Kolmogorov egyenlGtlenség segitségével erre a kérdésre is kielégitd valaszt
lehet adni. Ismertetek két ilyen jellegii eredményt. Az elsé eredmény, amelyet Kolmo-
gorov-féle egy-sor tételnek is neveznek az irodalomban egy gyakran jél hasznalhato,
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egyszertien ellendrizheto feltételt ad a konvergencia teljesiilésére. A masodik, az iro-
dalomban Kolmogorov-féle harom sor tételnek hivott eredmény, amely ennek élesitése,
megadja annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy végtelen sok fliggetlen valdszinii-
ségi valtozd Osszege egy valoszintiséggel konvergaljon. Ismertetem ezt a két eredményt.

Kolmogorov-féle egy sor tétel. Legyenek &1,&s, ..., fiiggetlen valdsziniségi valtozok,
amelyeknek léteznek véges EE; < oo mdsodik momentumai minden k =1,2,. .. szdmra,

o0 oo
és B, = 0 minden k =1,2,... indexre. Ha ) Var, < oo, akkor a Y & sorozat egy
k=1 k=1
valdsziniséggel konvergdl.

Kolmogorov-féle harom sor tétel. Legyenek &1,&s, ..., fliggetlen valdsziniiségi val-

tozok. Régzitsink valamely C' > 0 szdmot, és definidljuk a &, = &1({|&k] < C}) valo-
oo

szintiségi valtozokat, k = 1,2,..., ahol I(A) az A halmaz indikdtorfigguénye. A > &k

k=1
véletlen 0sszeq akkor és csak akkor konvergens eqy valosziniséggel, ha a &g, k=1,2,...,

valosziniségi valtozok sorozata teljesiti a kovetkezo feltételeket:

() X P& #6)= 3 P&l 2 0) < oo,

o0
(i) A Y E¢;, dsszeg konvergens.
k=1

oo
(iii) > Var¢), < oc.

k=1
1. megjegyzés: A Kolmogorov-féle harom sor tétel eredménye specialisan azt is je-
lenti, hogy ha a benne szereplé (i), (ii) és (iii) feltétel teljesiil valamilyen C' > 0 szamra,
akkor az minden C' > 0 szamra teljesiil. Ezt nem nehéz kozvetleniil belatni, de ennek bi-
zonyitasatol eltekintek. Viszont megmutatom, hogy amennyiben fliggetlen valészintiségi
valtozok sorozata teljesiti a Kolmogorov-féle egy sor tétel feltételeit, akkor teljesiti
a Kolmogorov-féle harom sor tétel feltételeit is. Ez specidlisan azt is jelenti, hogy a
Kolmogorov-féle egy sor tétel bizonyitasat elhagyhatjuk, elég a Kolmogorov-féle harom
sor tételt bebizonyitani.

Ha fiiggetlen &1, &o, . . ., valdszintiségi valtozok sorozata teljesiti a Kolmogorov—féle

egy sor tételét, azaz FEZ < oo, B, = 0 minden k = 1,2, ... indexre, és Z F& < o,

akkor ezek a valdszintiiségi valtozok teljesitik a Kolmogorov-féle harom sor tetel feltételeit
is.

Az (i) feltétel teljesiil, mert a Csebisev egyenl('ﬁtlenség alapjan P(&, # &) =
P(|&| > C) < ZEE}E, ezért Z P& # &) =< & Z EE < co. Ervényes a

k=1 k=1
(ii) feltétel alabbi élesebb valtozata is: ) |E{.| < oo. Valéban, mivel E¢, = 0,
k=1

ezért |EG| = [EGI(&] > O)] < GEGI(I&] > C) < GEE, & innen 3 |B&| <
k=1
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o oo o0
& 3 E&E < oo. Végiil a (iii) reldcié is teljesiil, mert Y- Var&, < > E&E < oo.

k=1 k=1 k=1
2. megjegyzés: A Kolomogorov-féle harom sor tétel annak adja meg a sziikséges és
elégséges feltételét, hogy fiiggetlen valdszintiségi valtozok Osszege egy valdszintiséggel
konvergéljon. Erdemes megjegyezni, hogy amennyiben e feltételek valamelyike nem
teljesiil, és a tekintett O0sszeg nem konvergdal egy valdszinliséggel, akkor az csak nulla
valoszinliséggel konvergalhat. Kozbiilsé eset nincsen. Tehat nem lehetséges megadni
példaul olyan fiiggetlen valdszintiségi valtozdkat, amelyek 6sszege mondjuk 1/2 valdszi-
niiséggel konvergdl és 1/2 valdsziniiséggel divergél. Ez kovetkezik a valésziniiségszamitas
egyik alapveto eredményébol, az dgynevezett 0—1 torvénybdl, amelyet a harom sor tétel
bizonyitasa utan fogok targyalni.

A Kolmogorov-féle harom sor tételnek itt csak az elégséges részét bizonyitom be,
a feltételek sziikségességének bizonyitdasat a kiegészitésben teszem meg. Ennek az az
oka, hogy egyrészt alkalmazasokban az elégségesség a Tétel fontos része, masrészt a
sziikségesség bizonyitasa az itteni targyalastol eltéré6 modszert igényel. Lattuk ugyan-
is, hogyan lehet fiiggetlen valésziniiségi valtozok szérasnégyzeteinek az ismeretében e
valtozdk Osszegeit megbecsiilni. De, ha a fliggetlen valdszintiségi valtozok Gsszegének a
konvergencidjabodl a valdszinliségi valtozok szorasnégyzeteinek Osszegére akarunk kovet-
keztetni, akkor ez 1j gondolatokat igényel.

A Kolmogorov-féle harom sor tétel elégségesség részének bizonyitdsa. Azt akarjuk meg-
mutatni, hogy amennyiben a fiiggetlen &, valésziniiségi valtozok teljesitik az (i), (ii)

n
és (iii) feltételeket, akkor a T, = > & (w), n = 1,2,..., valdsziniliségi valtozdk egy
k:_

valészintiséggel konvergensek. Hasonlan érvelve, mint amikor a nagy szdmok erds tor-
vényének a konvergencia részét bizonyitottuk, megmutathatjuk, hogy elég belatni azt,
hogy tetszlleges € > 0 szamra

> E) — 0.

>e> <ZP£k¢£k)+P<sup

ka

n—00 m>n

lim P (sup

Vegyiik észre, hogy
(sup e
m>n

Z (& # &) +P<Sgp

Zék

o)

)

D (&~ Et})| > e = sup ZEék
k=n m-n
tovabbd Y P(& # &) — 0 n — oo esetén az (i) feltétel, és sup | Y- E& | < 5, ha
k=n n>m |[k=n

n > n(e) a (ii) feltétel miatt. Végiil a Kolmogorov egyenlétlenség alapjan

— 0, han-— oo

> (& - E&)| >

k=n

> Varg,
5) < 4h=r

P (sup 5
m>n S
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a (iii) tulajdonsidg miatt. Ezekbdl az egyenl6tlenségekbol kovetkezik a Kolmogorov-féle
harom sor tételben megfogalmazott konvergencia, ha teljesiilnek az (i)—(iii) feltételek.

Ko6vetkezo 1épésben az tigynevezett Kolmogorov-féle nulla egy torvényt targyalom,
amely informalisan és kissé pongyolan megfogalmazva azt mondja ki, hogy egy olyan
eseménynek, amely fiiggetlen valdsziniiségi véaltozok sorozatanak csak a ‘végtelen tavoli
tagjaitol’ fiigg vagy nulla vagy egy a valdszintisége. Annak érdekében, hogy a tételt
pontosan meg tudjam fogalmazni el6szor bevezetem a farok o-algebra fogalmat.

Valészintiliségi valtozdok sorozata altal meghatarozott farok o-algebra defini-
ciéja. Legyen &1,&a,. .., valdszintségi vdltozok sorozata valamely (2, A, P) valdszini-
ségi mezon. FE valosziniségi valtozok sorozata dltal meghatdrozott Foo farok o-algebrat

az Foo = [ Fn képlet hatdrozza meg, ahol F,, = B(&n,&nti,-..) a legsziikebb olyan
n=1

o-algebra, amelyre nézve a &, n41, ... valdosziniségi valtozok mindegyike mérheto.
Ezutan megfogalmazom a Kolmogorov-féle nulla egy torvényt.

Kolmogorov-féle nulla egy torvény. Legyen &1,&,. .., figgetlen valosziniiségi val-
tozok sorozata egy (2, A, P) valdszintiségi mezdn, és tekintsik e sorozat dltal meghatd-
rozott Foo farok o-algebrdt. Ha eqy A eseményre A € F, akkor vagy P(A) = 0 vagy
P(A)=1.

A tétel bizonyitdasa. Tekintsiink egy A € F,, eseményt, és jelolje B az A eseménytol
fiiggetlen eseményekbdl allé rendszert, azaz B € B akkor és csak akkor, ha P(ANB) =
P(A)P(B). Azt allitom, hogy F1 C B, ahol 1 = B(&1,&2,...) a legszlikebb olyan o-
algebra, amelyre nézve a &1, s, . .. valdsziniiségi valtozok mindegyike mérhets. Valéban,
tetszéleges n = 1,2,... szamra minden B € B(&q,...,&,), esemény fliggetlen az A
esenénytSl, mert A € Foo C Frg1, és a Frr1 = B(€nt1,Ent2,---) és B(&r, ..., &)
o-algebra elemei egymastol fiiggetlen események.

Vezessiik be a 1 (B) = P(AN B) és uz(B) = P(A)P(B) halmazfiiggvényeket min-
den B € A halmazra. Littuk, hogy u1(B) = pu2(B) minden B € F = |J B(&1,...,&n)
n=1

halmazra. Ezenkiviil, mind gy mind ps mérték a A o-algebran. Tovabba az elobb
definidlt F halmazrendszer algebra, és az F algebrat tartalmazo legsziikebb o-algebra a
F1 o-algebra. Mivel egy mérték kiterjesztése egy algebrardl az 6t tartalmazo legsziikebb
o-algebrara egyértelmi, innen kovetkezik, hogy pi(B) = pa(B), azaz P(AN B) =
P(A)P(B) minden B € F; halmazra, mint éllitottam.

A bebizonyitott &llitasbol specidlisan az is kovetkezik, hogy minden A € F,
esemény fiiggetlen 6nmagdtol, azaz P(A) = P(A)?. Ez az osszefiiggés gy is felirhatd,
hogy P(A)(1 — P(A)) =0, azaz vagy P(A) =0 vagy P(A) = 1, és ezt kellett beldtni.

Nem nehéz belatni, hogy annak az eseménynek a bekovetkezése, hogy fliggetlen
o0
&1,&2, ... valdszintiségi valtozok > &x(w) Osszege konvergédl nem fligg az elsd néhany

k=1
& valoszinliségi valtozd értékétdl, ezért ez az esemény eleme az F., o-algebranak.
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fgy ennek az eseménynek a valdszintisége vagy nulla vagy 1 a Kolmogorov-féle nulla
egy torvény alapjan. Hasonldéan, annak a valdszinlisége, hogy filiggetlen valdszintiségi

n
valtozék T, (w) = % > &k(w) atlagai Cauchy sorozatot alkotnak, azaz konvergensek,
k=1

vagy nulla vagy egy a K_olmogorov—féle nulla egy torvény alapjan. Annak a valészintisége,
hogy a < liminf7T,, < limsup7),(w) < b szintén vagy nulla vagy egy tetszbleges a és b
n n

szamokra. Ezen észrevétel segitségével be lehet latni, hogy a T, valdszintiségi valtozok
sorozata vagy 1 valdszinliséggel divergens, vagy létezik egy olyan —oo < a < 0o szam,
hogy a T, sorozat egy valdsziniiséggel ehhez az a szadmhoz konvergal. A Kolmogorov
féle nulla-egy torvény segitségével az is lathatd, hogy tetszoleges ¢, — oo, ha n — oo

n

sorozatra P [ limsup qL > &= A> = 1 valamely —oco < A < oo szdmra. (Az, hogy
n " k=1

A = 0o vagy A = —oo szintén lehetséges ebben a relaciéban.) Hasonlé allitas érvényes

akkor is, ha lim sup helyett lim inf-et tekintiink.

Ratérek a nagy szamok gyenge torvényének a targyalasara. Nem nehéz belatni
ezt az allitast a Csebisev egyenltlenség segitségével fliggetlen, egyforma eloszlasu véges
masodik momentummal rendelkez6 valdszintiségi valtozok atlagaira. De, mint lattuk, ha
fiiggetlen, egyforma eloszlasu valészintiségi valtozdk abszolut értékének véges a varhato
értéke akkor ezek atlagai teljesitik a nagy szamok erds és ezért a nagy szamok gyenge
torvényét is. Ez azt jelenti, hogy a véges masodik momentumok kovetelése til erés
feltétele a nagy szamok gyenge torvényének. Megfogalmaztam egy eredményt, amely
megadja annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy teljesiiljon a nagy szamok gyenge
torvénye. Ez a feltétel kissé gyengébb kovetelményt ir elé annal, hogy az atlagban
résztvevo valdsziniiségi valtozok abszolut értékének legyen véges a varhaté értéke. Alabb
megfogalmazok majd bebizonyitok egy tételt, amely a nagy szamok gyenge torvényének
feltételeit megadod eredmény élesitésének tekintheto.

Tétel fiiggetlen, egyforma eloszlast valésziniiségi valtozék atlagainak szto-
chasztikus konvergenciajardl. Legyen &1,&o, ..., flggetlen, egyforma eloszldsu valo-
szintségi vdltozok sorozata, és jeldlje F(x) e valdsziniségi vdltozdk eloszlasfigguényét.
Akkor és csak akkor létezik valds szamok olyan A,, n = 1,2,..., sorozata, amelyre a

n
T, = % Yo &k — An, n=1,2,..., sorozat sztochasztikusan nulldhoz tart, ha teljesil a

k=1
lim x(1—F(x)+ F(—x)) = 0 feltétel. Ha létezik valds szamok ilyen A,, sorozata, akkor

r—r 00

az vdlaszthatd, mint A, = [ zF(dz), n=1,2,....
Az el6zo tétel alapjan a nagy szamok gyenge torvénye akkor és csak akkor teljesiil
valamely a konstanssal, ha lim z(1 — F(z) + F(—z)) = 0, és lim [" 2F(dz) = a.

Ahhoz, hogy beldssuk ezen eredmény segitségével a a nagy szamok gyenge torvényérdl
sz016 tételt, elegendd megmutatni, hogy az adott feltételek mellett a lim | fu zF(dx) =
uU—00

a relacié érvényes valds u (és nemcsak egész n) szamokra. Ez kovetkezik a

/ xF(dx)
[u]<|z|<u

lim

uU—o0

< Tim (fu] + 1)(1 = F([u]) + F(=[u]) =0

U—00
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becslésbol, ahol [u] az u szdm egész részét jeloli. Ez a becslés a lim z(1 — F(x) +
F(—z)) = 0 reldcié kovetkezménye.

Az eldadés f6 részében a fiiggetlen, egyforma eloszldstu valdsziniiségi vdltozok dt-
lagainak sztochasztikus konvergencidjdrol szold tételnek csak az elégségesség részét bi-

zonyitom. A sziikségességrol szolé rész bizonyitasat a kiegészitésben ismertetem.

A fiiggetlen, egyforma eloszldsu valdsziniiségi vdltozok dtlagainak sztochasztikus kon-

vergenciajdrol szolo tétel elégségesséq részének a bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy a &

valdszintiségi valtozdk F'(x) eloszlasai teljesitik a lim x(1—F(z)+F(—z)) = 0 feltételt.
T— 00

z)
S E f(n)n— &k — &k,
Z % ZE b, €zért
5

= 0, ahol = szto-

Adott n egész szamra definidljuk a &, = f(n) = &I (|&k] <
1 < k < n, valészinliségi valtozékat. Ekkor % & =
k=1

n) é

1

elegendd azt megmutatni, hogy = Z (&r — Ap) = 0 és % Z

chasztikus konvergenc1at jelol. A masodlk relacié kovetkezik ; tétel feltételeibdl, mert

P (z > & #o) < S Pl > n) = nlF(=n) + (1~ F(n)] — 0. ha n — co. Az
k=1 k=1

els6 relacié a Csebisev egyenlotlenség segitségével bizonyithatd, mert minden € > 0
szamra

(|

LS 6 - A

< 5
n-e ne
k=1

>5> :P(‘%Z(&—E&) > e

k=1

) nVar &; _ Var &

£(n)
Ezért a bizonyitas befejezéséhez elég azt megmutatni, hogy lim % = 0. Mivel
n—oo

n L
VarglgEﬁfz/ u2F(du):/ uzF(du)+/L<| - u?F( du)

-n —L

tetszOleges L > 0 szamra, és az utolsé Osszeg elsé tagja rogzitett L szamra nem filigg
az n szamtoél, ezért elegend6 azt megmutatni, hogy minden £ > 0 szdmra létezik olyan
L = L(g) szédm, amelyre * [['u?F(du) < € és %f:rf u?F(du) < & minden n > L
szamra. A tétel feltételei alapjdn létezik olyan L = L(e) szdm, amelyre = > L esetén
z(l—F(z)) < § és 2F(—x) < §. Ezért parcidlis integraldssal kapjuk, hogy ilyen L-re
%EfLHRUQF(du) = =1 qu'(d(l — Fu)) = L [["2u(1 — F(u))du — 11 -F)]] <
5 i) ; ldu+ 5 < e. A mésik egyenl6tlenség hasonléan bizonyithato.

A nagy szamok gyenge torvényének ismertetése utan a 2. példaban megemlitettem,
hogy fiiggetlen, Cauchy eloszlast valészintiségi valtozok atlagai nem teljesitik a nagy
szamok gyenge torvényét, sot a Cauchy eloszldsu valdsziniiségi valtozoknak van egy
alabb ismertetett nevezetes tulajdonsaguk, amely kizarja, hogy teljesitsék a nagy szdmok
gyenge torvényét. Emlékezetetek, hogy egy olyan & valdszintiségi valtozét neveztiink
Cauchy eloszlastnak, amelynek stirliségfiiggvénye f(z) = %ﬁ, —00 < xr < 00,
alaki. A tovabbiakban az ilyen valdszintiségi valtozokat 1 paraméterti Cauchy eloszlasu
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valészintiségi valtozdéknak nevezem. Ezenkiviil definidlom az a paraméterti, 0 < a <
oo, paraméterii Cauchy eloszlasu valdszintliségi valtozdkat, mint olyan valdszinliségi
‘ ; o e . - 1 ;
Va1t9z0ka’F, amelyek siiriségfiiggvénye f(x) = raar 0 < z < oo, alakia. Ez
azt jelenti, hogy ha £ 1 paraméterii Cauchy eloszlasi valoszintiségi valtozo, akkor a&,
a > 0, a paraméteri Cauchy eloszlasu valdszintiségi valtozo. Filiggetlen Cauchy eloszlasu

valészintiségi valtozdk osszegének eloszlasardl szol az alabbi tétel.

Tétel fiiggetlen Cauchy eloszlasi valészintiiségi valtozok Osszegének az elosz-
lasardl. Legyen & és n két figgetlen Cauchy eloszlasi valoszintségi vdltozo, a > 0 és
b > 0 paraméterekkel. Ekkor & +n Cauchy eloszldsu a 4+ b paraméterrel.

Kovetkezmény. Tekintsik n figgetlen a paraméteri Cauchy eloszlasiu valosziniiségi
valtozo 0sszegét és dtlagat. Az dsszeqg na paramétert, az dtlag pedig a paraméterd Cauchy
eloszldasu valosziniségi valtozo. Tehdt fiiggetlen, azonos paraméterid Cauchy eloszldsu
valdsziniiséqgi vdltozok dtlagdnak az eloszldsa megegyezik az dsszeadandok eloszldsdval.

A tételt be lehet bizonyitani dgy, hogy kiszamoljuk fiiggetlen Cauchy eloszlasu
valészintiiségi valtozok Osszegének a stirtiségfiiggvényét konvolucié segitségével. Ez meg-
lehetésen kellemetlen, de (parcidlis tortekre bontas segitségével) kiszamolhaté integra-
lokhoz vezetne. Lényegesen egyszeriibben célhoz ériink, ha tudjuk a Cauchy eloszlas
karakterisztikus fiiggvényét. Az a = 1 paraméterti Cauchy eloszlas karakterisztikus
fiiggvénye o(t) = e~!*l, ahonnan az a paraméterti Cauchy eloszlis karakterisztikus
fiiggvénye oo (t) = e~ . Innen latszik, hogy ¢ (t)¢s(t) = @ays(t), ahonnan a tétel
allitasa azonnal lathaté. Természetesen ez az indoklas csak ugy teljes, ha ki tudjuk
szamitani a Cauchy eloszlas karakterisztikus fiiggvényét.

Megmutatom, hogyan lehet ezt a karakterisztikus fliggvényt kiszamolni. A szamolas
a komplex fliggvénytan egyik legfontosabb mddszerének, a reziduumszamitasnak az al-
kalmazasan alapul.

Tétel Cauchy eloszlasi valoszintiségi valtozék karakterisztikus fliiggvényérol.
Legyen & Cauchy eloszldsu valdsziniségi vdltozo a = 1 paraméterrel . Ekkor

Ee't = / _ e du = e~ It

— 00

Bizonyitds. FEzt az integralt a komplex fliggvénytan reziduum tétele segitségével ki
tudjuk szamitani.

Vegyiik észre, hogy a ¢g(z) = gi(z) = 7 fiiggvény analitikus a komplex

itz
()
szdmsikon, két pélusa van a z = +i pontokban. A g(z) fiiggvény reziduuma az ¢ pontban
e~ ! a —i pontban e'. Tekintsiik a kovetkez6 korintegrélt. A g(z) = g.(z) fiiggvényt in-
tegraljuk a [—R, R| szakaszon, majd a a |z| = R Im z > 0 félkéron, hat > 0és a |z| = R,
Imz < 0 félkéron, ha ¢ < 0. Ekkor ennek a korintegrélnak az értéke a g(z) figgvény
¢ pontbeli reziduuméval egyenl6 t > 0 és a —¢ pontbeli reziduuméval a t < 0 esetben.

Masrészt az integral megszoritasa az R sugari félkorre nulldhoz tart, ha R — oo. Innen
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kévetkezik, hogy Fe'™ = [ g,(u)du = e~ hat > 0, és Ee'® = [ gy(u)du = €',
ha t < 0. Egységes jeloléssel azt frhatjuk, hogy Fe'¢ = e~ It

Végiil megfogalmazom a valdszinliségszamitas egyik hires eredményét, az tigyneve-
zett iteralt logaritmus tételt.

Iterdlt logaritmus tétel. Legyenek &1 (w), & (w),. .. olyan figgetlen, egyforma elosz-
ldsi valdszintségi valtozok egy (2, A, P) valdsziniségi mezdn, amelyekre E&(w) = 0,
Var & (w) = 02 < oo. Ekkor

§(w) 4+ &n(w)

lim sup =1, majdnem minden w € § elemi eseményre,
n—oo  +/2nc?loglogn
és
. w)+-+&, . . . ,
lim inf SIC) t&n(w) = —1, majdnem minden w € ) elemi eseményre.
n—oo /2nc?loglogn
Kiegészités.

Bebizonyitom mind a Kolmogorov-féle harom sor tételnek mind a fliggetlen, egyforma
eloszlasu valoszinliségi valtozok atlagainak sztochasztikus konvergencidjardél szolo té-
telnek a sziikségesség részét. Mind a két bizonyitasban fontos szerepet jatszik egy a
karakterisztikus fiiggvények tulajdonsagain alapuld érv.

oo
A hdrom sor tétel sziikségesséqg felének a bizonyitdsa. Ha a & (w) Osszeg egy va-
k=1

l6szintiséggel konvergens, akkor a [{x(w)| > C esemény csak véges sok k indexre tel-
jesul. Ezenkiviil ezek az események kiilonboz6 k indexre fliggetlenek, ezért, ha az

oo
alabbi sorozat konvergdl, akkor a Borel-Cantelli lemma alapjén Y P(|&| > C) < oo,
k=1
azaz az (i) tulajdonsdg teljesiil. Tovdbba a Borel-Cantelli lemma mésik fele alapjin
oo oo
a > (&p(w) — & (w)), igy a > &.(w)) Osszeg is egy valdsziniiséggel konvergens, ahol
k=1 k=1
& (w) = &p(w)(J€x(w)] < C). A bizonyitds kovetkez6 1épésében egy mas problémak
megoldasdban is hasznos mdédszert, az un. szimmetrizaldst alkalmazom. Legyen &}/
fliggetlen valdsziniiségi valtozdk sorozata, melyek a &) sorozattdl is fiiggetlenek, és &)
ugyanolyan eloszlasi mint a &; val6szinliségi véltoz6. Legyen &, = & — &) Ekkor
e, k= 1,2,..., fliggetlen, szimmetrikus, azaz olyan eloszlastu valdszintiiségi valtozdk

~ SR
sorozata, melyekre P(& > x) = P(x— < x) minden x szdmra, és a » & sorozat egy
k=1
valészintiséggel konvergens. Be fogom latni az alabbi lemmat.

Lemma fiiggetlen, korlatos valésziniiségi valtozok Osszegének a szorasnégy-
zetérol. Ha &1,&., ..., fiuggetlen, szimmetrikus eloszldsu, korldtos valdsziniiségi vdlto-
20k, azaz olyanok, amelyekhez létezik olyan K > 0 szdm, hogy P(|&x| < K) minden
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oo

k= 1,2,... indexre, és a > &k(w) dsszegek egqy valdsziniséggel konvergdlnak, akkor
k=1

o0

Var ), < oo.
k=1

El6szor befejezem a harom sor tétel sziikségesség felének a bizonyitasat e lemma se-
gitségével. E lemma alapjan tudjuk, hogy > Var ék < 00, és mivel Var ka = 2Var &,
k=1
oo
innen kévetkezik a (iii) tulajdonsdg. A &) — E) sorozatra Y. E(&), — F&))? < oo,
k=1
és E(& — E¢,) = 0 minden k = 1,2,... szamra, ezért a Kolmogorov-féle egy sor

tétel alapjan a ) (&, — E¢},) sorozat egy valdszintiséggel konvergal. Tehdat mind a
k=1

o0 o0
Yo (& — E¢) mind a ) &, Osszegek konvergensek egy valdszintiséggel. Ezért a és
k=1

k=1
o0 o o0
Y EE = & — >0 (& — EE}) Osszeg is konvergens, és a (ii) tulajdonsag is teljesiil.
k=1 k=1 k=1

A lemma bizonyitdsa. Jeldlje a & valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét Fi(x), és

karakterisztikus fliggvényét ¢ (t). Elészor azt mutatom meg, hogy elég kis ¢ indexre a

> (1 — @i (t)) Osszeg is konvergens, s6t abszolut konvergens. Valéban, a i £r(w) egy
ffgllészinﬁséggel valé konvergencidjabol kovetkezik, hogy e véletlen 6sszegelf<:éloszlésban
is konvergalnak, ezért a ﬁ vk (t) fiiggvények konvergalnak egy folytonos ¢(t) (karakte-
risztikus) fiiggvényhez. z:glok(t) karakterisztikus fliggvények a & valésziniiségi valtozdk
szimmetrikus eloszlasai miatt valds értékiiek, és 1-nél kisebbek. E kifejezés logaritmusat

o0
véve azt kapjuk, hogy a > logyg(t) abszolut konvergens, és kis ¢ szamra ennek az
k=1

Osszegnek az abszolut értéke kisebb, mint e. (Azt hasznaljuk ki ebben a lépésben,

hogy a ¢(t) hatarfiiggvény a nulldban folytonos, és ¢(0) = 1.) Tekintve a log(1 + x)

fiiggvény Taylor sorat nulla kis kérnyezetében z = 1 — ¢y (t) vélasztassal kapjuk, hogy
oo

1 — pr(t) < —2log p(t) elég kis t-re minden k indexre, és > (1 — p(t)) < oo, amint
k=1

allitottam.

Legyen & olyan valdszintliségi véltozé, amelyre P(|¢| < K) = 1, és jeldlje (t) &
karakterisztikus, és F'(x) £ eloszlds fliggvényét. Azt dllitom, hogy ha t > 0 olyan szédm,
melyre tK < 1, akkor %Varf < Re Var ¢(t). Valéban ekkor

K K
Re (1 —(t)) = /_K(l —costz)F(dx) > /_K %F(daz) = gEﬁQ > %Varﬁ,

2
mivel |tz] < [tK| <1 esetén 1 — costz > %.

A fenti két 4llitdsbdl kovetkezik, hogy esetiinkben Y- Var&, < 4 3 (1—x(t)) <
k=1 k=1

oo egy elég kis ¢ > 0 szdmmal.
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Fiiggetlen, egyforma eloszldsiu valoszinidségi vdltozok dtlagainak sztochasztikus konver-
gencidjarol szolo tétel sziikségesség felének a bz’zonyz”ta”sa Jeldlje p(t) a & valészintliségi

valtozo karakterisztikus fliggvényét. Abbdl, hogy a — Z (& — A,) atlagok sztochaszti-

kusan nulldhoz tartanak, kovetkezik, hogy eloszlasban is nullahoz tartanak, ezért karak-

terisztikus fiiggvényiik a nullaba koncentralt mérték karakterisztikus fliggvényéhez tart,

azaz (%)n e~ *nt 1 ahonnan lim ‘gp( )|n =1,és lim nRe logyp (%) = 0 minden
n— 00 n—oo

t valés szamra. Tovabba az el6bb felirt konvergencidk egyenletesek, ha a t valtozd egy
rogzitett véges intervallumban van.

Innen az is kovetkezik, hogy lim n(l — Reyp (%)) = 0, és ez a konvergencia
n—oo

is egyenletes a t valtozéban minden véges intervallumban. Valéban, alkalmazva a

log(1 + u) = u+ O(u?) kozelitést kis u szdmokra, az u = logRe ¢ (L) — 1 vélasztdssal

kapjuk ezt az allitast. Innen az is addédik, hogy lim x (1 — Reyp (l)) = 0. Valéban,

egyrészt 1 — Rep (1) > 0. Mdsrészt véve mmden x > 1 szdmhoz azt a k = k(x) egész

szdmot, amelyre 2% < x < 281 és definidlva az n = n(x) = 281 ést = t(z) = Qk;

szamokat, azt kapjuk, hogy 1 < t < 2, és x (1 —<p(%)) < n(l —@(%)), ahonnan
lim x(l—gp(%)) < lim sup n(l—cp(%)) = 0.

LT—00 n—00 1<t<2

A fentiek alapjdn tetszéleges € > 0 szdmhoz létezik olyan = = z(e) kiiszébindex,
amelyre |[Re [l — p(u)]| <eu < £,ha 0 <u < 1, 6sz > z(e). Ezért minden z > z(e)
szamra

1/x 1/x
£ > 2? Re[l — ¢(u)] du = / / 2(1 — cosut)F(dt) du

/ /1/$ (1 — cosut) duF(dt) = / <ac - v s;n é) F(dt)

> 2 / F(dt) =
{lt>22)

Mivel ez az egyenl6tlenség minden € > 0 szdmra érvényes, innen kovetkezik, hogy
lim z[(1 — F(z) 4+ F(—z)] = 0, amint allitottam.
r—0o0

(1 — F(2z)) + F(—2x)] .

MI&E
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