
A Valósźınűségszámı́tás II. előadássorozat ötödik témája.

POISSON ÉS EXPONENCIÁLIS ELOSZLÁSÚ VALÓSZÍNŰSÉGI

VÁLTOZÓK, POISSON FOLYAMATOK.

Ismertetem Poisson mezők és Poisson folyamatok definicióját, illetve bebizonýıtom, hogy
ilyen mezők és folyamatok valóban léteznek. A bizonýıtás érdekében először felidézem
a Poisson eloszlású valósźınűségi változók definicióját és megadom azok legfontosabb
tulajdonságait.

Poisson eloszlás definiciója. Egy ξ valósźınűségi változó akkor λ paraméterű Poisson
eloszlású valósźınűségi változó, ha nem negat́ıv egész értékeket vesz fel, és

P (ξ = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .

Ily módon valóban valósźınűségi változót definiáltunk, mert

∞∑

k=0

P (ξ = k) =
∞∑

k=0

λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑

k=0

λk

k!
= e−λeλ = 1.

Számı́tsuk ki egy ξ λ paraméterű Poisson eloszlású valósźınűségi változó várható
értékét és szórásnégyzetét.

Eξ =

∞∑

k=1

k
λk

k!
e−λ = e−λλ

∞∑

k=1

λk−1

(k − 1)!
= λe−λ+λ = λ,

Eξ2 =
∞∑

k=1

k2 λk

k!
e−λ =

∞∑

k=2

k(k − 1)
λk

k!
e−λ +

∞∑

k=1

k
λk

k!
e−λ

= e−λλ2
∞∑

k=2

λk−2

(k − 2)!
+ λ = λ2 + λ,

és Var ξ = Eξ2 − (Eξ)
2

= (λ + λ2) − λ2 = λ.

A következő egyszerű álĺıtás a Poisson eloszlású valósźınűségi változók egyik leg-
fontosabb tulajdonságát fejezi ki. Ezért ezt Tétel formájában fogalmazom meg.

Tétel független, Poisson eloszlású valósźınűségi változók összegének eloszlá-
sáról. Ha ξ és η két független, λ illetve µ paraméterű Poisson eloszlású valósźınűségi
változó, akkor a ξ + η összeg λ + µ paraméterű Poisson eloszlású valósźınűségi változó.
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Bizonýıtás:

P (ξ + η = k) =

k∑

j=0

P (ξ = j, η = k − j) =

k∑

j=0

P (ξ = j)P (η = k − j)

=

k∑

j=0

λj

j!
e−λ µk−j

(k − j)!
e−µ =

e−(λ+µ)

k!

k∑

j=0

k!

j!(k − j)!
λjµ(k−j)

=
e−(λ+µ)

k!
(λ + µ)k.

A fenti eredmény következménye, hogy véges sok független, Poisson eloszlású va-
lósźınűségi változó összege egy olyan Poisson eloszlású valósźınűségi változó, amelynek
paramétere az egyes valósźınűségi változók paramétereinek az összege. A következő
szintén tétel formájában megfogalmazott eredmény ezen álĺıtás megford́ıtásának is te-
kinthető. Ebben egy Poisson eloszlású valósźınűségi változót bontunk fel független,
kisebb paraméterű Poisson eloszlású valósźınűségi változók összegére egy alkalmas kon-
strukció seǵıtségével. Ez az eredmény fontos szerepet fog játszani Poisson mezők és
Poisson folyamatok konstrukciójában is.

Tétel Poisson eloszlású valósźınűségi változók felbontásáról. Legyen adva k
darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen ξ számú golyót, ahol ξ Poisson eloszlású
valósźınűségi változó λ > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes dobások eredményei egymás-
tól és a ξ valósźınűségi változótól is függetlenek. Tegyük fel továbbá, hogy minden egyes

dobásnál a golyó pj ≥ 0 valósźınűséggel esik a j-ik urnába, j = 1, . . . , k,
k∑

j=1

pj = 1.

Jelölje ηj a j-ik urnába eső golyók számát. Ekkor az ηj, j = 1, . . . , k, valósźınűségi
változók függetlenek, és ηj Poisson eloszlású λpj paraméterrel, j = 1, . . . , k.

Bizonýıtás:

P (η1 = l1, . . . , ηk = lk) = P (ξ = l1 + · · · + lk)
(l1 + · · · + lk)!

l1! · · · lk!
pl1
1 · · · plk

k

=
λ(l1+···+lk)

(l1 + · · · + lk)!
e−λ (l1 + · · · + lk)!

l1! · · · lk!
pl1
1 · · · plk

k

=
λl1 · · ·λlk

l1! · · · lk!
pl1
1 · · · plk

k e−λ(p1+···+pk) =

k∏

j=1

(λpj)
lj

lj !
e−λpj

tetszőleges l1 ≥ 0, . . . , lk ≥ 0 egész számokra. Innen adódik az álĺıtás.

Érvényes egy fontos határeloszlástétel is, amelyikben a határeloszlás a Poisson
eloszlás. Ezt az eredményt a Poisson mezők és Poisson folyamatok konstrukciója után
fogom felidézni, de a bizonýıtást csak a kiegésźıtésben tárgyalom.
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Bevezetem a véletlen mező fogalmát, majd annak számunkra legfontosabb speciális
esetét, a Poisson mezőket. A véletlen mező szemléletes tartalma az, hogy egy alaphal-
maznak, például a śıknak vagy a számegyenesnek kijelöljük véletlenül véges vagy meg-
számlálhatóan végtelen sok kitüntetett pontját. Ezután elsősorban olyan kérdésekre
vagyunk kiváncsiak, hogy az alaphalmaz valamely szép részhalmazába hány kijelölt
pont került. Ez a pontszám természetesen a véletlentől függ, ez tehát egy valósźınűségi
változó. A véletlen mezők definiciója a következő.

Véletlen mező definiciója. Legyen adva egy (U,U) mérhető tér, azaz egy U halmaz, és
annak bizonyos részhalmazaiból álló σ-algebra valamint egy (Ω,A, P ) valósźınűségi mező
és azon véges vagy megszámlálhatóan végtelen sok U -halmazbeli értékű általánośıtott
valósźınűségi változó. Ez azt jelenti, hogy minden B ∈ U halmazra és j = 1, 2, . . . ,
számra {ω: ξj(ω) ∈ B} ∈ A. Az ‘általánośıtott’ jelző ebben a definicióban arra utal,
hogy nem követeljük meg, hogy a ξj(ω) függvények minden ω ∈ Ω elemi eseményre
definiálva legyenek. Lehetséges, hogy bizonyos ξj(·) függvények csak valamely Aj ⊂ Ω,
Aj ∈ A, halmazon vannak definiálva.

Ha adva egy véletlen mező valamely (U,U) téren, akkor definiálhatjuk minden
B ∈ U halmazra a

χB(ω) = {azon j indexek száma, amelyekre ξj(ω) ∈ B}

valósźınűségi változót, amely azt adja meg, hogy a B halmazba hány kijelölt pont
esik. A χB(ω) = ∞ lehetőség szintén megengedett. Vegyük észre, hogy χB(ω) (esetleg
végtelen értéket is felvevő) valósźınűségi változó, azaz {ω: χB(ω) = k} ∈ A minden
k = 0, 1, 2, . . . számra. Valóban, minden (véges) k hosszúságú j1, . . . , jk pozit́ıv egész
számokból álló sorozatra és B ∈ U halmazra definiálhatjuk a

DB(j1, . . . , jk, ω) = {ω: ξjs
(ω) ∈ B, 1 ≤ s ≤ k, ξl(ω) /∈ B, ha l /∈ {j1, . . . , jk}} ∈ A,

eseményt. Rögźıtett k számra megszámlálhatóan sok DB(j1, . . . , jk, ω) esemény van, és
a χB(ω) esemény ezek uniója. Ez azt jelenti, hogy mindig beszélhetünk a P (χB(ω) = k),
B ∈ U , k = 0, 1, 2, . . . , valósźınűségekről. A véletlen mező és a χB(ω) valósźınűségi
változó definiciójából következik, hogy két diszjunkt B1 és B2 halmazra χB1∪B2(ω) =
χB1(ω) + χB2(ω), sőt ez az additiv́ıtási tulajdonság megszámlálható sok diszjunkt hal-
mazra is igaz.

A Poisson mező speciális sztochasztikus mező. Megadom ennek definicióját.

Poisson mező definiciója. Legyen adva egy (U,U) mérhető tér, és azon egy µ véges
vagy σ-véges mérték. Egy véletlen mező Poisson mező µ számláló mértékkel, ha minden
olyan B ∈ U halmazra, amelyre µ(B) < ∞, χB(ω) Poisson eloszlású valósźınűségi
változó µ(B) paraméterrel, továbbá, ha B1, B2, . . . Bk diszjunkt U mérhető halmazok,
µ(Bj) < ∞, 1 ≤ j ≤ k, akkor a χB(ω) valósźınűségi változók függetlenek.

Emlékeztetőül megjegyzem, hogy egy mérték véges egy (U,U) mérhető téren, ha
µ(U) < ∞, és σ-véges, ha előálĺıtható megszámlálhatóan végtelen sok véges mérték

3



µ =
∞∑

k=1

µk összegeként. Példa σ-véges, de nem véges mértékre a Lebesgue mérték

(azaz a térfogat) az Euklideszi téren. Ebbben az esetben a µ mérték előálĺıtható a ḱıvánt
összeg alakjában például úgy, hogy a µk mértéknek a Lebesgue mérték megszoŕıtását
vesszük a k− 1 és k sugarú gömbfelületek közötti tartományba. Bár a véletlen mezőket
az általános esetben definiáltam, minket a továbbiakban csak a Poisson mezők fognak
érdekelni. Ezen belül is csak azzal az esettel fogok foglalkozni, amikor az U halmaz a k-
dimenziós Euklideszi tér, (speciálisan a számegyenes) vagy annak egy szép részhalmaza,
és az U σ-algebra az U halmaz Borel mérhető részhalmazaiból áll. A fő probléma annak
megmutatása, hogy a Poisson mezők valóban léteznek.

Tétel Poisson mezők létezéséről. Legyen adva egy µ véges vagy σ-véges mérték az
Rn n-dimenziós Euklideszi tér Bn Borel σ-algebráján. Létezik az Rn n-dimenziós tér
Borel σ-algebráján Poisson mező ezzel a µ mértékkel, mint számláló mértékkel.

A tétel bizonýıtása. Tekintsük először azt az esetet, amikor a µ mérték véges. Legyen
M = µ(Rn), és vezessük be a µ̄ = µ

M
valósźınűségi mértéket. Tekintsünk egy (Ω,A, P )

valósźınűségi mezőt, és azon végtelen sok független ζ1, ζ2, . . . µ̄ eloszlású és egy tőlük
független η Poisson eloszlású valósźınűségi változót M paraméterrel. A Kolmogorov-
féle alaptétel tárgyalásakor láttuk, hogy alkalmas valósźınűségi mezőn léteznek ilyen
valósźınűségi változók. A Poisson mezőt úgy konstruáljuk, hogy ledobunk véletlenül η
számú µ̄ eloszlású pontot egymástól függetlenül az Rn térbe. Pontosabban fogalmazva a
következőt tesszük. Definiáljuk a ξj általánośıtott valósźınűségi változókat a következő
módon: ξj(ω) = ζj(ω), ha j ≤ η(ω), és a ξj(ω)-t nem definiáljuk ha η(ω) > j. Ilyen
módon egy véletlen mezőt definiáltunk. Azt kell belátni, hogy ez a véletlen mező Poisson
mező µ számláló mértékkel. Ehhez azt kell megmutatni, hogy ha kiválasztunk bizonyos
A1 ∈ Bn, . . . , Ak ∈ Bn diszjunkt halmazokat, akkor az Al halmazokba eső kijelölt
ξj(ω) pontok számai egymástól független Poisson eloszlású valósźınűségi változók µ(Al)
paraméterrel, 1 ≤ l ≤ k. Ennek belátása érdekében egésźıtsük ki ezt a halmazrendszert

az Ak+1 = Rn \
k⋃

l=1

Al halmazzal. Az e halmazokba véletlenül ledobott kijelölt pontok

számának eloszlását léırja a Poisson eloszlású valósźınűségi változók felbontásáról szóló
tétel. Eszerint az egyes Al halmazokba eső pontok száma egymástól független Poisson
eloszlású valósźınűségi változók Mµ̄(Al) = µ(Al) paraméterrel. Véges µ mértékek esetén
a tételt beláttuk.

Ha µ σ-véges mérték, akkor tekintsük ennek valamely µ =
∞∑

l=1

µl előálĺıtását véges

mértékek összegeként, és tekintsünk minden l-re egy a többi Poisson mezőtől független
Poisson mezőt µl számlálómértékkel. (Ez lehetséges, ha a különböző Poisson mezőket

egymástól független ζ
(l)
1 , ζ

(l)
2 , . . . és η(l) független valósźınűségi változók sorozatának

a seǵıtségével álĺıtjuk elő.) Tekintsük e Poisson mezők összegét, azaz tekintsük azt
a véletlen mezőt, amelynek kijelölt pontjai ezen Poisson mezők kijelölt pontjainak
az uniója. Ilyen módon egy Poisson mezőt kapunk µ számláló mértékkel. Ugyanis
egyrészt diszjunkt halmazokba eső kijelölt pontok száma egymástól független. Másrészt
független Poisson eloszlású valósźınűségi változók összege Poisson eloszlású, és az összeg
paramétere egyenlő az összeadandók paramétereinek az összegével. Innen nem nehéz
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látni, hogy egy A halmazba eső kijelölt pontok száma Poisson eloszlású
∞∑

l=1

µl(A) = µ(A)

paraméterrel, ha µ(A) < ∞, és végtelen, ha µ(A) = ∞.

Megjegyzés. A fenti tételt Poisson mezők létezéséről elő́ırt számláló mértékkel hasonlóan
lehet bizonýıtani tetszőleges (U,U) mértéktérre, ha azon adva van egy µ véges vagy σ-
véges µ mérték. Az egyetlen különbség a bizonýıtásban az, hogy a konstrukcióban a
Kolmogorov-féle alaptétel helyett a mértékterek végtelen szorzatáról szóló tételre kell
hivatkozni.

A valósźınűségszámı́tásban szintén fontos szerepet játszanak a Poisson folyamatok.
Ezek létezését is be kell bizonýıtani. De ezt az álĺıtást egyszerűen vissza lehet vezetni a
Poisson mezők létezésére.

A Poisson folyamat alkalmas tulajdonságokkal rendelkező sztochasztikus folya-
mat a poźıtiv félegyenesen vagy valamely [0, T ] intervallumon. (Egy adott (Ω,A, P )
valósźınűségi mezőn definiált és valamely T halmaz elemeivel paraméterezett X(t) =
X(t, ω), t ∈ T , valósźınűségi változók rendszerét sztochasztikus folyamatnak nevezzük
a T halmazon.)

Poisson folyamat definiciója. Egy X(t, ω), 0 ≤ t ≤ T , (vagy 0 ≤ t < ∞) sztochaszti-
kus folyamatot a [0, T ] intervallumon (vagy a pozit́ıv félegyenesen) Poisson folyamatnak
nevezünk λ paraméterrel, ha teljeśıti a következő feltételeket:

(i) Az X(t, ω) sztochasztikus folyamat független növekményű, azaz tetszőleges 0 < t1 <
t2 < · · · < tk ≤ T pontokra az X(t1, ω), X(t2, ω) − X(t1, ω), . . . , X(tk, ω) −
X(tk−1, ω) valósźınűségi változók függetlenek.

(ii) X(0, ω) = 0 egy valósźınűséggel, és X(t, ω) − X(s, ω) Poisson eloszlású λ(t − s)
paraméterrel.

(iii) Az X(·, ω) trajektória monoton növekvő, jobbról folytonos egész értékű függvény.

Tétel Poisson folyamat létezéséről. Tetszőleges λ > 0 számra létezik λ paraméterű
Poisson folyamat a [0, T ] intervallumon vagy [0,∞) félegyenesen.

Bizonýıtás. Tekintsünk egy Poisson mezőt a számegyenesen, amelynek számláló mértéke
λ × a Lebesgue mérték a [0, T ] intervallumon vagy a [0,∞) félegyenesen. Láttuk, hogy
ilyen Poisson mező létezik. Legyen X(t, ω) egy ilyen Poisson mező kijelölt pontjainak
a száma a [0, t] intervallumban minden 0 ≤ t ≤ T vagy 0 ≤ t < ∞ paraméterre. Nem
nehéz belátni, hogy az ı́gy definiált X(t, ω) sztochasztikus folyamat Poisson folyamat.

Megjegyzés. A Kolmogorov-féle alaptétel önmagában nem elegendő a Poisson folyama-
tok létezésének bizonýıtásához. Ennek seǵıtségével be lehet látni, hogy létezik a Poisson
folyamatok definiciójában szereplő (i) és (ii) tulajdonságot teljeśıtő sztochasztikus folya-
mat. De az, hogy a sztochasztikus folyamat trajektóriának tulajdonságairól szóló (iii)
feltétel is kieléǵıthető külön indoklást igényel. Számunkra a Poisson mezők létezéséről
szóló eredmény jelentett nagy seǵıtséget ennek bizonýıtásában.

A bevezető valósźınűségszámı́tás előadásban szerepelt egy olyan határeloszlástétel,
amely megviláǵıtotta, hogy bizonyos véletlen jelenségek, mint például a csillaghullás
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vagy rádioakt́ıv bomlás megfigyelésénél miért találkozunk gyakran Poisson eloszlású
valósźınűségi változókkal. Ha alaposabban, mélyebben tanulmányozzuk ezeket az ered-
ményeket, és például a csillaghulláskor nemcsak arra vagyunk kiváncsiak, hogy egy
rögźıtett időintervallumban hány csillag esik le, hanem a lehullott csillagok száma milyen
(véletlen) függvénye a megfigyelési időtartamnak, akkor megérthetjük, hogy nemcsak
a Poisson eloszlású valósźınűségi változók, hanem a Poisson folyamatok is természetes
módon megjelennek ilyen jelenségek vizsgálatában.

Most ezzel az általánosabb kérdéssel nem foglalkozunk. Viszont ismertetem azt a
bevezető valósźınűségszámı́tásban tanult határeloszlástételt — kissé általánosabb alak-
ban, — amelyben a Poisson eloszlás jelenik meg, mint határeloszlás. Ennek az ered-
ménynek a bizonýıtásával itt nem foglalkozom. A korábban tanult bizonýıtás a generá-
torfüggvények módszerén alapult. A kiegésźıtésben megadom ennek a tételnek egy más,
önmagában is érdekes bizonýıtását, amely jobban megviláǵıtja az eredmény hátterét.

A most megfogalmazott tételben szerepel egy új fogalom, a szériasorozat fogalma.
Ezzel később is fogunk találkozni.

Határeloszlástétel Poisson határeloszlással. Legyen adva egy

ξ1,1 . . . , ξ1,n1

...
...

ξk,1 . . . , ξk,nk

...
...

szériasorozat, azaz ξk,j, k = 1, 2, . . . , 1 ≤ j ≤ nk valósźınűségi változók egy olyan
rendszere, amelyben az egy sorban álló (azaz ugyanolyan k index-szel rendelkező) való-
sźınűségi változók függetlenek. Tegyük fel továbbá, hogy e valósźınűségi változók teljeśıtik
a következő feltételeket is:

1.) A ξk,j valósźınűségi változók nem negat́ıv egész értékeket vesznek fel.

2.) P (ξk,j = 1) = λk,j, lim
k→∞

nk∑

j=1

λk,j = λ > 0.

3.) sup
1≤j≤nk

λk,j → 0, ha k → ∞, és
nk∑

j=1

P (ξk,j ≥ 2) → 0, ha k → ∞.

Ekkor az Sk =
nk∑

j=1

ξk,j véletlen összegek eloszlásban konvergálnak a λ paraméterű

Poisson eloszláshoz, ha k → ∞, azaz lim
k→∞

P (Sk = l) = λl

l! e−λ minden l = 0, 1, 2, . . .

számra.

Példa a határeloszlástétel Poisson eloszlással eredmény alkalmazására. Legyen adva
(k, pk) paraméterű binomiális eloszlású Sk valósźınűségi változók sorozata, k = 1, 2, . . . ,
amelyek paramétereire lim

k→∞
kpk = λ valamely λ > 0 számmal, ha k → ∞. Ekkor az Sk

valósźınűségi változók eloszlásban konvergálnak a λ paraméterű Poisson eloszláshoz, ha
k → ∞. Ezt be lehet látni közvetlen számolással, de következik a fenti tételből is.
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Valóban, tekintsünk minden k = 1, 2, . . . indexre független ξk,j , 1 ≤ j ≤ k,
valósźınűségi változókat, amelyekre P (ξk,j = 1) = 1 − P (ξk,j = 0) = pk. Ekkor az

Sk =
k∑

j=1

ξk.j összegek (k, pk) paraméterű binomiális eloszlású valósźınűségi változók,

amelyek teljeśıtik a tétel feltételeit λ = lim
k→∞

kpk paraméterrel. Ezért eloszlásban kon-

vergálnak a λ paraméterű Poisson eloszláshoz, ha k → ∞.

Exponenciális eloszlású valósźınűségi változók, Poisson folyamatok, rende-
zett minták, és ezek kapcsolata egymással.

Független, exponenciális valósźınűségi változók részletösszegei, Poisson folyamatok il-
letve úgynevezett egyenletes eloszlású rendezett minták között szoros kapcsolat van,
amelynek megértése hasznos mind a valósźınűségszámı́tás mind a matematikai statisz-
tika számára. Néhány e problémakörbe tartozó eredményt fogunk bizonýıtani. A bizo-
nýıtások fontos része lesz bizonyos véletlen vektorok eloszlás illetve sűrűségfüggvényének
a kiszámı́tása. Annak érdekében, hogy ezt megtehessük, felidézem a sűrűségfüggvényről,
illetve a velük való számolásról szóló legfontosabb tanult eredményeket.

Többváltozós sűrűségfüggvények legfontosabb tulajdonságai.

Többváltozós sűrűségfüggvény definiciója. Legyen F (x1, . . . , xk) egy k-változós
eloszlásfüggvény. Azt mondjuk, hogy ennek az eloszlásfüggvénynek az f(x1, . . . , xk)
függvény a sűrűségfüggvénye, ha teljesül az

F (x1, . . . , xk) =

∫ x1

−∞
· · ·

∫ xk

−∞
f(u1, . . . , uk) du1 . . . duk

azonosság minden valós x1, . . . , xk szám-k-asra.

Ha egy (ξ1, . . . , xk) véletlen vektornak F (x1, . . . , xk) az eloszlásfüggvénye, és az
f(x1, . . . , xk) függvény az F (x1, . . . , xk) eloszlásfüggvény sűrűségfüggvénye, akkor időn-
ként azt mondjuk, hogy f(x1, . . . , xk) a (ξ1, . . . , xk) véletlen vektor sűrűségfüggvénye.

Természetesen, az egyváltozós esethez hasonlóan, magasabb dimenzióban sem léte-
zik minden eloszlásfüggvénynek sűrűségfüggvénye. Másrészt az eloszlásfüggvényekhez
hasonlóan a sűrűségfüggvényeknek is van jellemzése.

Sűrűségfüggvény jellemzése. Egy f(x1, . . . , xk) k-változós függvény akkor és csak
akkor sűrűségfüggvénye egy alkalmas eloszlásfüggvénynek, ha f(x1, . . . , xk) ≥ 0 (majd-
nem) minden (x1, . . . , xk) pontra, és

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(u1, . . . , uk) du1 . . . duk = 1.

Eloszlás és sűrűségfüggvény kapcsolata. Az eloszlás és sűrűségfüggvény kölcsö-
nösen meghatározzák egymást. Elég sima (elég sokszor differenciálható) F (x1, . . . , xk)
eloszlásfüggvény f(x1, . . . , xk) sűrűségfüggvénye létezik, és az kiszámolható az

f(x1, . . . , xk) =
∂kF (x1, . . . , xk)

∂x1 · · · ∂xk
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képlet seǵıtségével.

A következő egyszerű álĺıtás nagyon fontos lesz számunkra a későbbiekben.

Független valósźınűségi változókból álló véletlen vektor sűrűségfüggvénye.
Legyenek ξ1, . . . , ξk független valósźınűségi változók Fj(x) eloszlás és fj(x) sűrűségfügg-
vénnyel, 1 ≤ j ≤ k. Ekkor a (ξ1, . . . , ξk) véletlen vektor eloszlásfüggvénye az

F (x1, . . . , xk) = F (x1) · · ·F (xk)

és (létező) sűrűségfüggvénye az

f(x1, . . . , xk) = f(x1) · · · f(xk)

függvény.

Ugyancsak fontos számunkra a következő eredmény, amely azt adja meg, hogy
hogyan lehet kiszámolni sok minket érdeklő mennyiséget sűrűségfüggvények seǵıtségével.

Véletlen vektor függvényei és azok várható értékének kiszámolása sűrűség-
függvény seǵıtségével. Legyen egy (ξ1, . . . , ξk) véletlen vektornak f(x1, . . . , xk) sűrű-
ségfüggvénye. Ekkor tetszőleges (Borel mérhető) halmazra a k-dimenziós térben

P ((ξ1, . . . , ξk) ∈ B) =

(∫

· · ·
∫ )

B

f(u1, . . . , uk) du1 . . . duk

Általánosabban, legyen g(x1, . . . , xk) tetszőleges (mérhető) k-változós függvény. Ekkor

Eg(ξ1, . . . , ξk) =

∫

· · ·
∫

g(u1, . . . , uk)f(u1, . . . , uk) du1 . . . duk,

ha az Eg(ξ1, . . . , ξk) várható érték létezik, (azaz véges szám).

Ahhoz, hogy a fenti eredményeket használni tudjuk, tudnunk kell többváltozós
integrálokkal számolni. Ehhez egyrészt fontos a Fubini tétel, amely szerint többváltozós
integrálokat ki lehet számolni szukcessźıv egyváltozós integrálás seǵıtségével. Matema-
tikai képletben megfogalmazva:

∫

· · ·
∫

f(x1, . . . , xk) dx1 . . . dxk =

∫

. . .

(∫ (∫

f(x1, . . . , xk) dx1

)

dx2

)

. . . dxk.

Másrészt szükségünk lesz az egyváltozós integrálok kiszámolásában fontos szerepet ját-
szó helyetteśıtéses integrál többváltozós megfelelőjére. Ismertetem az utóbbi eredményt.

A következő problémával foglalkozunk. Ha adva van az n-dimenziós tér egy A
tartományának szép, sima és invertálható yk = Tk(x1, . . . , xn), 1 ≤ k ≤ n, leképezése
az n-dimenziós tér egy másik B tartományába, valamint egy

∫

B

f(y1, . . . , yn) dy1 . . . dyn
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alakú integrál a B tartományon, akkor hogyan tudjuk ezt az integrált át́ırni az yk =
Tk(x1, . . . , xk), k = 1, . . . , n, leképezések seǵıtségével, mint egy alkalmas az A tar-
tományon értelmezett függvény integrálját? Célunk az, hogy ily módon a vizsgálandó
integrált egy könnyebben kezelhető integrállá alaḱıtsuk át.

Annak érdekében, hogy az erre a kérdésre adott választ meg tudjam fogalmazni
először felidézem egy sima transzformáció Jacobian-jának a definicióját.

Jacobian definiciója. Legyen yk = Tk(x1, . . . , xn), 1 ≤ k ≤ n, az n-dimenziós tér
egy tartományának sima transzformációja az n-dimenziós tér egy másik tartományába.
Vezessük be a T = (T1, . . . , Tn) jelölést. A T transzformáció J (T(x1, . . . , xn)) Jaco-
bian-ja egy (x1, . . . , xn) pontban a

(
∂Tk(x1, . . . , xk)

∂xl

)

, 1 ≤ l, k ≤ n,

n × n-es (az (x1, . . . , xn) pontban vett derivált) mátrix determinánsának az abszolut
értéke.

(A Jacobian szemléletes tartalma: Ez adja meg, hogy az (x1, . . . , xn) pont kis
környezetének a térfogatát a T = (T1, . . . , Tn) transzformáció hányszorosára nagýıtja.)

Integráltranszformációról szóló tétel. Legyen adva az n-dimenziós tér egy A tar-
tományának egy sima yk = Tk(x1, . . . , xn), 1 ≤ k ≤ n, transzformáltja az n-dimenziós
tér egy másik B tartományába, amelyik invertálható, azaz az yk = Tk(x1, . . . , xn),
1 ≤ k ≤ n, egyenletrendszernek egyetlen (x1, . . . , xn) ∈ A megoldása van minden
(y1, . . . , yn) ∈ B pontra. Legyen továbbá adva egy (integrálható) f(y1, . . . , yn) függvény
a B tartományon. Ekkor

∫

B

f(y1, . . . , yn) dy1 . . . dyn

=

∫

A

f(T1(x1, . . . , xn), . . . , Tn(x1, . . . , xn))J (T(x1, . . . , xn)) dx1 . . . dxn,

ahol J (T(x1, . . . , xn)) jelöli a T(x1, . . . , xn) leképezés Jacobianját.

Rendezett minták eloszlása.

Ismertetem a valósźınűségszámı́tásban és matematikai statisztikában is fontos rendezett
minták fogalmát, és bebizonýıtok róluk egy egyszerű, de fontos eredményt.

Legyen adva független, egyforma eloszlású valósźınűségi változók ξ1, . . . , ξn soroza-
ta. Egy ilyen sorozatot a matematikai statisztikában gyakran mintának is neveznek, arra
utalva, hogy az gyakran egy statisztikai problémában megjelenő mérési sorozat eredmé-
nyeként jelenik meg. Egy ξ1, . . . , ξn sorozat elemeinek ξ∗1 ≤ ξ∗2 ≤ · · · ≤ ξ∗n nagyság sze-
rint rendezett felsorolását rendezett mintának nevezik. Az alábbi lemmában megadom
egy rendezett minta elemeiből képzett véletlen vektor sűrűségfüggvényét, ha ismerjük a
kiinduló független, egyforma eloszlású valósźınűségi változók sűrűségfüggvényét. Meg-
jegyzem, hogy ha ez a sűrűségfüggvény létezik, akkor a kiinduló ξ1, . . . , ξn sorozat elemei
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egy valósźınűséggel különböznek egymástól. Az alább ismertetett egyszerű eredmény a
későbbiekben hasznos lesz számunkra.

Lemma rendezett minta eloszlásáról. Legyenek ξ1, . . . , ξn független, egyforma
eloszlású valósźınűségi változók a számegyenesen valamely f(x) sűrűségfüggvénnyel. Ve-
gyük e valósźınűségi változók ξ∗1 < ξ∗2 < · · · < ξ∗n nagyság szerinti sorbarendezését, azaz
a belőlük késźıtett rendezett mintát. Ennek a (ξ∗1 , ξ∗2 , . . . , ξ∗n) véletlen vektornak van
g(x1, . . . , xk) sűrűségfüggvénye, és azt a

g(x1, . . . , xn) =







n!

n∏

j=1

f(xj), ha x1 < x2 < · · · < xn,

0, ha az x1 < x2 < · · · < xn egyenlőtlenségrendszer nem teljesül

képlet adja meg.

Speciálisan, ha a ξ valósźınűségi változók egyenletes eloszlásúak a számegyenes
valamely B, 0 < λ(B) < ∞ mérhető halmazán, ahol λ(·) a Lebesgue mértéket jelöli,
akkor a belölük késźıtett rendezett minta sűrűségfüggvénye g(x1, . . . , xn) = n!

λ(B) , ha

x1 < x2, · · · < xn, és xj ∈ B minden 1 ≤ j ≤ n indexre, és g(x1, . . . , xn) = 0 egyébként.

Megjegyzés: A lemma speciális esetben azt álĺıtja, hogy ha ξ1, . . . , ξn független, egy-
forma eloszlású valósźınűségi változók egyenletes eloszással valamely [a, b] intervallum-
ban, akkor a belőlük késźıtett rendezett minta sűrűségfüggvénye g(x1, . . . , xk) = n!

(b−a)n ,

ha a ≤ x1 < x2 < · · · < xn ≤ b, és g(x1, . . . , xn) = 0 egyébként.

Bizonýıtás: Azt kell belátni, hogy az n-dimenziós tér tetszőleges C ⊂ Rn (mérhető)
részhalmazára

P ((ξ∗1 , ξ∗2 , . . . , ξ∗n) ∈ C) =

∫

C

g(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn.

Elég ezt az azonosságot a C ⊂ A, A = {(x1, . . . , xn): x1 < x2, · · · < xn} alakú hal-
mazokra belátni, mert C ∈ Rn \ A esetén mind P ((ξ∗1 , ξ∗2 , . . . , ξ∗n) ∈ C) = 0, mind
∫

C
g(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = 0. Adva egy C ⊂ A (mérhető) halmaz, vezessük be az

{1, . . . , n} halmaz π ∈ Πn permutációinak a halmazát, és legyen

Cπ = {(xπ(1), . . . , xπ(n)): (x1, . . . , xn) ∈ C, }

minden π ∈ Πn permutációra és C ⊂ A halmazra. Definiáljuk a C̄ =
⋃

π∈Πn

Cπ halmazt.

Ekkor

{ω: (ξ∗1(ω), ξ∗2(ω), . . . , ξ∗n(ω)) ∈ C} = {ω: (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn)(ω)) ∈ C̄},

a Cπ halmazok diszjunktak különböző π permutációkra, és minden C ⊂ A halmazra
∫

C

g(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = n!

∫

C

f(x1) . . . f(xn) dx1 . . . dxn

=

∫

C̄

f(x1) · · · f(xn) dx1 . . . dxn = P ((ξ1, . . . , ξn) ∈ C̄),
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továbbá P ((ξ1, . . . , ξn) ∈ C̄) = P ((ξ∗1 , . . . , ξ∗n) ∈ C). Innen következik a lemma álĺıtása
az általános esetben. Mivel egy a B halmazon egyenletes eloszlású valósźınűségi változó
sűrűségfüggvénye f(x) = 1

λ(B) , ha x ∈ B, f(x) = 0 egyébként, innen következik a

lemma második álĺıtása is.

Független, exponenciális eloszlású valósźınűségi változók részletösszegei, és kapcsolatuk
rendezett mintákkal.

Felidézem az exponenciális eloszlásokról tanult legfontosabb eredményeket. Ezenḱıvül
kiszámolom független, exponenciális eloszlású valósźınűségi változók részletösszegeinek
együttes sűrűségfüggvényét. Ennek az eredménynek érdekes következményei vannak.

Exponenciális eloszlásfüggvény definiciója. Egy ξ valósźınűségi változó expo-
nenciális eloszlású λ paraméterrel, λ > 0, ha eloszlásfüggvénye, F (x) = P (ξ < x) =
1 − e−λx, ha x ≥ 0, és F (x) = P (ξ < x) = 0, ha x < 0. Ezzel ekvivalens jellemzés:
Egy valósźınűségi változó exponenciális eloszlású λ > 0 paraméterrel, ha létezik f(u)
sűrűségfüggvénye, és az f(u) = λe−λu, ha u ≥ 0, f(u) = 0, ha u ≤ 0 alakú.

Az exponenciális eloszlás fontos tulajdonsága az úgynevezett örökifjú tulajdonság.
Ezt az egyszerű álĺıtást fontossága miatt külön lemmában fogalmazom meg.

Lemma az exponenciális eloszlás örökifjú tulajdonságáról. Egy exponenciális
eloszlású ξ valósźınűségi változó teljeśıti a következő úgynevezett örökifjú tulajdonságot:

P (ξ > x + y|ξ > y) = P (ξ > x)

minden x ≥ 0 és y ≥ 0 számra.

Bizonýıtás. Legyen ξ exponenciális eloszlású valósźınűségi változó λ > 0 paraméterrel.

Mivel P (ξ > u) = e−λu minden u ≥ 0 számra, ezért P (ξ > x + y|ξ > y) = e−λ(x+y)

e−λy =

e−λx = P (ξ > x).

Az örökifjú tulajdonság szemléletes tartalma a következő. Tekintsünk egy személyt
vagy tárgyat amelynek véletlen élettartamát egy ξ valósźınűségi változó méri. Tekint-
sük a ξ + y valósźınűségi változó feltételes eloszlását azon feltétel mellett, hogy ξ > y,
azaz annak feltételes valósźınűségét, hogy egy személy vagy tárgy még legalább x ideig
élni fog, feltéve, hogy megélte az y időpontot. Ha ez a feltételes eloszlás nem függ
az y értéktől, akkor azt mondjuk, hogy a ξ valósźınűségi változó teljeśıti az örökifjú
tulajdonságot. A fenti lemmában azt mutattuk meg, hogy az exponenciális eloszlású
valósźınűségi változók teljeśıtik az örökifjú tulajdonságot.

Be lehet látni, hogy az álĺıtás megford́ıtása is igaz. Ha egy valósźınűségi változó
eloszlása teljeśıti az örökifjú tulajdonságban megfogalmazott azonosságot minden x > 0
és y > 0 számra, akkor az exponenciális eloszlású. (A geometriai eloszlások teljeśıtik az
örökifjú tulajdonság egy gyenǵıtett alakját. Ekkor is teljesül a P (ξ > x + y|ξ > y) =
P (ξ > y) azonosság, ha x és y csak nem-negat́ıv egész értékeket vehetnek fel. Ez a
feltétel az x és y számokról azonban ebben az esetben nem hagyható el.)
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Az érdekesség kedvéért mutatok példát olyan eloszlásra, amelyben úgynevezett
szuper örökifjú tulajdonság teljesül, azaz, ha egy ilyen életkor eloszlású személy megért
egy adott kort, akkor a további várható élettartama nagyobb, mint eredetileg volt.

Példa a szuper örökifjú tulajdonságot teljeśıtő eloszlásra. Létezik olyan ξ
valósźınűségi változó, amelyik teljeśıti a következő szuper örökifjú tulajdonságot:

P (ξ > x + y|ξ > y) > P (ξ > x)

minden x > 0 és y > 0 számra.

Bizonýıtás. Legyen a ξ valósźınűségi változó olyan, hogy P (ξ > x) = e−
√

x, ha x ≥ 0
és P (ξ > x) = 1, ha x < 0. Ekkor P (ξ > x + y|x > y) = e−

√
x+y+

√
y, ha x > 0, y > 0.

Ezért elég megmutatni, hogy e−
√

x+y+
√

y > e−
√

y, illetve hogy
√

x + y <
√

x +
√

y, ha
x > 0 és y > 0. Ez az egyenlőtlenség viszont (négyzetre emelés után) könnyen látható.

Parciális integrálással ki lehet számolni egy λ paraméterű ξ exponenciális eloszlású
valósźınűségi változó várható értékét és szórásnégyzetét.

Valóban, parciális integrálással kapjuk, hogy

Eξ =

∫ ∞

0

uλe−λu du =
1

λ

∫ ∞

0

ue−u du =
1

λ

(
[
−ue−u

]∞
0

+

∫ ∞

0

e−u du

)

=
1

λ
,

Eξ2 =

∫ ∞

0

u2λe−λu du =
1

λ2

(
[
−u2e−u

]∞
0

+

∫ ∞

0

2ue−u du

)

=
2

λ2
.

Ezért Var ξ = Eξ2 − (Eξ)2 = 2
λ2 − 1

λ2 = 1
λ2 .

Hasonló módon ki tudjuk számolni egy exponenciális eloszlású valósźınűségi változó
tetszőleges momentumát. Ezt a számolást azonban elhagyom. Viszont tárgyalom
azt, hogy független, exponenciális eloszlású valósźınűségi változók összegének mi a
sűrűségfüggvénye. Ezt a sűrűségfüggvényt ki lehet számolni konvolució seǵıtségével.
Tanulságos lehet az ezt követő feladat megoldása is, amelyben ismét független, expo-
nenciális eloszlású valósźınűségi változók részletösszegeit tekintem. Itt a részletösszegek
együttes eloszlásának a sűrűségfüggvényét számolom ki. E probléma megoldásában
nagyon hasznos szerepet játszik a többváltozós integrálok transzformációjáról szóló
korábban megfogalmazott eredmény. Az emĺıtett problémák megoldásaianak további
érdekes következményei vannak, és ezeket is tárgyalni fogom.

Tétel független, exponenciális eloszlású valósźınűségi változók összegének a
sűrűségfüggvényről. Legyenek ξ1 és ξ2 független, exponenciális eloszlású valósźınűségi
változók, azaz legyen sűrűségfüggvényük f(x) = λe−λx ha x ≥ 0, és f(x) = 0, ha x < 0.
A ξ1 + ξ2 véletlen összeg sűrűségfüggvénye f2(x) = λ2xe−λx, ha x ≥ 0, f2(x) = 0,
ha x < 0.

Általánosabban, legyenek ξ1, . . . ξn független exponenciális eloszlású valósźınűségi
változók λ > 0 paraméterrel. Ekkor a ξ1 + · · · + ξn véletlen összeg sűrűségfüggvénye

fn(x) = λnxn−1

(n−1)! e−λx, ha x ≥ 0, és fn(x) < 0, ha x < 0.
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Bizonýıtás: Ki kell számolnunk az f∗f(x) illetve f ∗ · · · ∗ f
︸ ︷︷ ︸

n-szer

(x) konvoluciókat a fenti f(x)

sűrűségfüggvénnyel. Mivel f(x) = 0, ha x ≤ 0, a konvoluciót meghatározó integrálban
szereplő f(y)f(x − y) integrandus nulla, ha y ≤ 0 vagy x − y ≤ 0. Innen a konvoluciót
definiáló integrál csak x ≥ 0 esetén lehet nulla, az x ≤ 0 esetben f(y)f(x − y) > 0
minden y-ra nulla, és x ≥ 0 esetén az f(y)f(x − y) > 0 integrandus csak 0 ≤ y ≤ x
esetén nem nulla. Innen a ξ1 + ξ2 valósźınűségi változó sűrűségfüggvénye x < 0 esetén
f2(x) = f ∗ f(x) = 0, és

f2(x) = f ∗ f(x) =

∫ ∞

−∞
f(y)f(x − y) dy =

∫ x

0

λe−λyλe−λ(x−y) dy

=

∫ x

0

λ2e−λx dy = λ2xe−λx, ha x ≥ 0.

Hasonlóan, ha fn(x) = f ∗ · · · ∗ f
︸ ︷︷ ︸

n-szer

(x) jelöli ξ1+· · ·+ξn sűrűségfüggvényét, akkor fn(x) =

0 minden n ≥ 1 számra, ha x < 0. Azt álĺıtom, hogy fn(x) = λnxn−1

(n−1)! e−λx, ha x ≥ 0.

Ezen álĺıtás bizonýıtásához elég belátni teljes indukcióval azt, hogy fn−1 ∗ f(x) = fn(x)
a fent definiált fn függvényekkel. Viszont

fn−1 ∗ f(x) =

∫ ∞

−∞
fn−1(y)f(x − y) dy =

∫ x

0

λn−1 yn−2

(n − 2)!
λe−λye−λ(x−y) dy

= λne−λx

∫ x

0

yn−2

(n − 2)!
dy = e−λx λnxn−1

(n − 1)!
, ha x ≥ 0.

Másrészt fn(x) = 0, ha x ≤ 0.

Független, exponenciális eloszlású valósźınűségi változók részletösszegeiből
álló vektor együttes sűrűségfüggvényének a kiszámı́tása. Legyenek ξ1, ξ2, . . . ,
független exponenciális eloszlású valósźınűségi változók valamely λ > 0 paraméterrel,

és tekintsük az Sk =
k∑

j=1

ξj, k = 1, 2, . . . , részletösszegeket. Az (S1, . . . , Sn+1) véletlen

vektornak van g(u1, . . . , un+1) sűrűségfüggvénye, és az a g(u1, . . . , un+1) = λn+1e−λun+1

függvény, ha 0 ≤ u1 < · · · < un+1, és g(u1, . . . , un+1) = 0 egyébként.

Bizonýıtás. A fent megfogalmazott álĺıtás igazolható, mivel ismerjük a (ξ1, . . . , ξn+1)
véletlen vektor sűrűségfüggvényét, és e sűrűségfüggvény seǵıtségével fel tudjuk ı́rni a
keresett eloszlásfüggvény értékeit megadó P (S1 < x1, . . . , Sn+1 < xn+1) valósźınűsége-
ket alkalmas integrál formájában. Ezeket az integrálokat át́ırva megfelelő koordináta-
transzformáció seǵıtségével megkapjuk a ḱıvánt eredményt.

A (ξ1, . . . , ξn+1) véletlen vektor sűrűségfüggvénye a h(v1, . . . , vn+1) =
n+1∏

j=1

k(vj)

függvény, ahol k(v) = λe−λv, ha v ≥ 0, és k(v) = 0, ha v < 0. Továbbá,

P (S1 < x1, . . . , Sn+1 < xn+1) = P ((ξ1, . . . , ξn+1) ∈ An+1)

=

∫

An+1

h(v1, . . . , vn+1) dv1 . . . dvn+1,
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ahol An+1 = An+1(x1, . . . , xn+1) = {(v1, . . . , vn+1): v1 < x1, v1 + v2 < x2, . . . , v1 +
· · · + vn+1 < xn+1}. Ezután alkalmazzuk az uj = v1 + · · · + vj , 1 ≤ j ≤ n + 1, transz-

formációt. E transzformáció Jacobianja 1, másrészt h(v1, . . . , vn+1) =
n+1∏

j=1

k(uj −uj−1),

u0 = 0 választással, ahonnan h(v1, . . . , vn+1) = g(u1, . . . , un+1), azaz h(v1, . . . , vn+1) =
λn+1e−un+1 , ha 0 < u1 < · · · < un+1 mert ez felel meg a vj > 0, 1 ≤ j ≤ n + 1
feltételnek, és h(v1, . . . , vn+1) = g(u1, . . . , un+1) = 0, egyébként.

Meg kell még gondolni, hogy mi az An+1 halmaz Bn+1 inverze a fenti (invertálható)
transzformáció esetén, mert ez a transzformált integrál integrálási tartománya. Egyszerű
számolás mutatja, hogy Bn+1 = {(u1, . . . , un+1): u1 < x1, . . . , un+1 < xn+1}.

Innen azt kapjuk, hogy

P (S1 < x1, . . . , Sn+1 < xn+1)

=

∫

{(u1,...,un+1): u1<x1,...,un+1<xn+1}
g(u1, . . . , un+1) du1 . . . dun,

és ez volt a bizonýıtandó álĺıtás.

Tétel független, exponenciális eloszlású valósźınűségi változók részletössze-
geinek és rendezett minták eloszlásainak a kapcsolatáról. Legyenek adva függet-
len a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlású ξ1, . . . , ξn valósźınűségi változók, és egy

tőlük független η valósźınűségi változó, amelynek sűrűségfüggvénye g(x) = λn+1xn

n! e−λx,
ha x ≥ 0, és g(x) = 0, ha x < 0. (Az η valósźınűségi változó eloszlása megegyezik
n független, λ paraméterű exponenciális eloszlású valósźınűségi változó összegének az
eloszlásával.) Tekintsük a ξ1, . . . ξn valósźınűségi változókból késźıtett ξ∗1 < · · · < ξ∗n
rendezett mintát, és definiáljuk a (T1, . . . , Tn) = (ηξ∗1 , . . . , ηξ∗n) véletlen vektort, és legyen
η = Tn+1. A

(T1, . . . , Tn, Tn+1) = (ηξ∗1 , . . . , ηξ∗n, η)

véletlen vektor eloszlása megegyezik n + 1 darab független λ paraméterű exponenciális
eloszlású valósźınűségi változó (S1, . . . , Sn+1) részletösszegeiből álló véletlen vektor el-
oszlásával.

A fenti álĺıtásnak megfogalmazom egy következményét, amely valójában ekvivalens
az eredeti álĺıtással.

Következmény. Legyen ξ1, . . . , ξn+1 független, λ paraméterű exponenciális eloszlású

valósźınűségi változók sorozata. Definiáljuk az Sk =
k∑

j=1

ξj, 1 ≤ k ≤ n + 1, részletössze-

geket és a (Z1, . . . , Zn) =
(

S1

Sn+1
, . . . , Sn

Sn+1

)

véletlen vektort. A (Z1, . . . , Zn) véletlen

vektor független az Sn+1 valósźınűségi változótól, és eloszlása megegyezik egy n elemű,
független, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlású valósźınűségi változót tartalmazó
sorozatból késźıtett rendezett minta eloszlásával.

A lemma bizonýıtása. A (ξ∗1 , . . . , ξ∗n, η) véletlen vektor sűrűségfüggvénye

g(v1, . . . , vn+1) = λn+1vn
n+1e

−λvn+1 , ha 0 ≤ v1 < v2 < · · · < vn ≤ 1, vn+1 ≥ 0,
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és g(v1, . . . , vn+1) = 0 egyébként. Innen kapjuk, hogy

P (T1 < x1, . . . , Tn < xn, Tn+1 < xn+1) = P (ηξ∗1 < x1, . . . , ηξ∗n < xn, η < xn+1)

=

∫

h(v1, . . . , vn+1)g(v1, . . . , vn+1) dv1 . . . dvn+1,

ahol
h(v1, . . . , vn+1) = 1, ha vjvn+1 < xj , 1 ≤ j ≤ n, és vn+1 < xn+1,

és h(v1, . . . , vn+1) = 0 egyébként. Írjuk át ezt az integrált az uj = vn+1vj , 1 ≤ j ≤ n,
un+1 = vn+1 (invertálható) transzformáció seǵıtségével. Ennek a transzformációnak a
Jacobian-ja |u−n

n+1| = u−n
n+1, ha un+1 > 0. Ugyanis vj =

uj

un+1
, 1 ≤ j ≤ n, vn+1 = un+1,

ezért
∂vj

∂uj
= 1

un+1
, 1 ≤ j ≤ n,

∂vj

∂un+1
= − uj

u2
n+1

, 1 ≤ j ≤ n, ∂vn+1

∂un+1
= 1, és

∂vj

∂uk
= 0

egyébként. Innen könnyen látható, hogy a Jacobiant definiáló mátrix determinánsa
egyenlő a mátrix diagonális elemeinek szorzatával, ami u−n

n+1-nel egyenlő.

Ezt felhasználva a fenti azonosságot a következőképp ı́rhatjuk át.

P (T1 < x1, . . . , Tn < xn, Tn+1 < xn+1)

=

∫

h̄(u1, . . . , un+1)ḡ(u1, . . . , un+1)u
−n
n+1 du1 . . . dun+1

=

∫

{(u1,...,un+1): u1<x1,...,un+1<xn+1, 0≤u1<···<un+1}
λn+1e−λun+1 du1 . . . dun+1,

ahol h̄(u1, . . . , un+1) = 1, ha uj < xj , 1 ≤ j ≤ n + 1, és h̄(u1, . . . , un+1) = 0
egyébként, ḡ(u1, . . . , un+1) = λn+1un

n+1e
−λun+1 , ha 0 ≤ u1 < u2 < · · · < un < un+1,

és ḡ(u1, . . . , un+1) = 0 egyébként. Ez azt jelenti, hogy a (T1, . . . , Tn, Tn+1) vektor
sűrűségfüggvénye λn+1e−λun+1 , ha 0 ≤ u1 < · · · < un+1, és nulla egyébként. Összeha-
sonĺıtva ezt a relációt a független exponenciális eloszlású valósźınűségi változók együttes
sűrűségfüggvényének a kiszámı́tásánál kapott képlettel megkapjuk a Tétel álĺıtását.

A következmény bizonýıtása. Tekintsünk ξ1, . . . , ξn+1 független, exponenciális eloszlású

valósźınűségi változókat λ paraméteterrel, ezek Sk =
k∑

j=1

ξj , 1 ≤ k ≤ n+1, részletössze-

geit, valamint független, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlású (Z1, . . . , Zn) való-
sźınűségi változókat, egy tőlük független, és az Sn+1 valósźınűségi változóval megegyező
eloszlású η valósźınűségi változót. Vezessük be a Tk = ηZk, k = 1, . . . , n, és Tn+1 = η
valósźınűségi változókat. Láttuk, hogy az (S1, . . . , Sn+1) és (T1, . . . , Tn+1) véletlen vek-

torok eloszlása megegyezik. De ebből az is következik, hogy az
(

S1

Sn+1
, . . . , Sn

Sn+1
, Sn+1

)

és
(

T1

Tn+1
, . . . , Tn

Tn+1
, Tn+1

)

= (Z1, . . . , Zn, η) véletlen vektorok eloszlása is megegyezik.

Azt használjuk fel, hogy egy véletlen vektor eloszlása meghatározza e véletlen vektor
függvényeinek az eloszlását is.
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Poisson folyamatok, független egyforma eloszlású valósźınűségi változók és
rendezett minták közötti kapcsolatat.

Bebizonýıtok néhány álĺıtást, amelyek megmutatják, hogy a Poisson folyamatok, ren-
dezett minták és független exponenciális eloszlású valósźınűségi változók részletössze-
geinek viselkedése között szoros kapcsolat van. Ezen eredmények következményeként
megadom a Poisson folyamatok egy konstrukcióját független, exponenciális eloszlású
valósźınűségi változók részletösszegeinek a seǵıtségével. A következő eredményt fogom
bizonýıtani.

Tétel Poisson folyamatok konstrukciójáról exponenciális eloszlású valósźınű-
ségi változók részletösszegeinek seǵıtségével. Legyen ξ1, ξ2, . . . , független, λ pa-
raméterű exponenciális eloszlású valósźınűségi változók sorozata. Vezessük be az Sk =

k∑

j=1

ξj, k = 1, 2, . . . , S0 = 0, részletösszegeket, és definiáljuk seǵıtségükkel a következő

X(t, ω), 0 ≤ t < ∞, sztochasztikus folyamatot.

X(t, ω) = k, ha Sk(ω) ≤ t < Sk+1(ω), 0 ≤ t < ∞.

Ez az X(t, ω) sztochasztikus folyamat Poisson folyamat λ paraméterrel.

Ez az eredmény jól ismert az irodalomban. A hagyományos indoklás felhasználja
a valósźınűségszámı́tás néhány mély eredményét (Markov folyamatok, erős Markov tu-
lajdonság). Itt egy olyan bizonýıtást ismertetek, amely az eddig tanult ismereteken és
bizonyos valósźınűségek kiszámı́tásán alapul. A bizonýıtás során kapott eredmények
Poisson eloszlások, exponenciális eloszlások és rendezett minták között fejeznek ki ön-
magukban is érdekes kapcsolatot.

Lemma Poisson és polinomiális eloszlás közötti kapcsolatról. Legyenek ξj,
j = 1, . . . , r, független Poisson eloszlású valósźınűségi változók λj, 1 ≤ j ≤ r, paramé-
terekkel. Ekkor

P



ξ1 = k1, . . . , ξr = kr

∣
∣
∣
∣
∣
∣

r∑

j=1

ξj = n



 =
n!

k1! · · · kr!

r∏

j=1

λ
kj

j
(

r∑

s=1
λs

)kj
.

Azaz a ξ1, . . . , ξr vektor feltételes eloszlása a
r∑

j=1

ξj = n feltétel mellett a polinomiális

eloszlás n és pj =
λj

r∑

s=1

λs

, 1 ≤ j ≤ r, paraméterekkel.

Bizonýıtás:

P



ξ1 = k1, . . . , ξr = kr

∣
∣
∣
∣
∣
∣

r∑

j=1

ξj = n



 =
P (ξ1 = k1, . . . , ξr = kr)

P
(
∑r

j=1 ξj = n
)

=
P (ξ1 = k1) · · ·P (ξr = kr)

P
(
∑r

j=1 ξj = n
) ,
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mert {ω: ξ1(ω) = k1, . . . , ξr(ω) = kr)} ⊂ {ω:
∑r

j=1 ξj(ω) = n}, és a ξ1, . . . , ξr valósźı-
nűségi változók függetlenek. Innen

P



ξ1 = k1, . . . , ξr = kr

∣
∣
∣
∣
∣
∣

r∑

j=1

ξj = n



 =

r∏

j=1

λ
kj

j

kj !
e−λj

(
r∑

s=1

λs

)k1+···+kr

e−(λ1+···+λr)

n!

=
n!

k1! · · · kr!

r∏

j=1

λ
kj

j
(

r∑

s=1
λs

)kj
.

Megfogalmazom a fenti lemma egy következményét. Annak érdekében hogy ezt
megtehessem, először bevezetem az empirikus eloszlásfüggvény definicióját.

Empirikus eloszlásfüggvény definiciója. Legyen adva n független egyenletes eloszlá-
sú ξ1(ω), . . . , ξn(ω) valósźınűségi változó valamely [0, T ] intervallumon. E valósźınűségi
változók empirikus eloszlásfüggvénye az

Fn(t, ω) =
1

n
× azon k, 1 ≤ k ≤ n indexek száma, amelyekre ξk(ω) < t,

0 ≤ t ≤ T , (véletlen) függvény.

Megfogalmazom a lemma egy következményét.

A Poisson és polinomiális eloszlás közötti kapcsolatról szóló lemma követ-
kezménye. Legyen adva egy Y (t, ω) Poisson folyamat valamilyen λ > 0 paraméterrel
egy [0, T ] intervallumon és független, a [0, T ] intervallumon egyenletes eloszlású valósźı-
nűségi változók n-elemű ξ1, . . . , ξn sorozata. Tekintsük e valósźınűségi változók Fn(t, ω)
empirikus eloszlásfüggvényét. Az Y (t, ω) Poisson folyamat feltételes véges dimenziós
eloszlásai feltéve, hogy Y (T, ω) = n megegyeznek az nFn(t, ω) sztochasztikus folyamat
véges dimenziós eloszlásaival, azaz

P (Y (t1, ω) < j1, . . . , Y (tk, ω) < jk|Y (T, ω) = n)

= P (nFn(t1, ω) < j1, . . . , nFn(tk, ω) < jk)

minden 0 ≤ t1 < · · · < tk ≤ T indexekre és j1, . . . , jk egész számokra.

Bizonýıtás. Rögźıtsünk valamely 0 = t0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk = T számokat. Elég
belátni, hogy az Y (tj , ω) − Y (tj−1, ω), 1 ≤ j ≤ k, különbségek feltételes együttes
eloszlása feltéve, hogy Y (T, ω) = n megegyezik az nFn(tj , ω) − nFn(tj−1, ω), 1 ≤ j ≤
k, különbségek együttes eloszlásával. Viszont az Y (tj , ω) − Y (tj−1, ω) valósźınűségi
változók független Poisson eloszlású valósźınűségi változók λ(tj−tj−1) paraméterrel. Az
Y (T, ω) = n feltétel azt jelenti, hogy e valósźınűségi változók összege n. Ezért a Poisson
és polinomiális eloszlás közötti kapcsolatról szóló lemma alapján az Y (tj , ω)−Y (tj−1, ω)
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valósźınűségi változók feltételes együttes eloszlása feltéve, hogy Y (T, ω) = n poli-
nomiális eloszlás n és pj =

tj−tj−1

T
, 1 ≤ j ≤ k, paraméterekkel. Nyilvánvalóan az

nFn(tj , ω) − nFn(tj−1, ω), 1 ≤ j ≤ k, vektornak is ez az eloszlása.

Megjegyzés. A lemma következménye megfogalmazható a következő módon. Legyen
Y (T, ω) Poisson folyamat valamilyen λ paraméterrel a [0, T ] intervallumban. A Poisson
folyamat pontjainak a feltételes eloszlása Y (T, ω) = n feltétel mellett megegyezik n
független, a [0, T ] intervallumban egyenletes eloszlású valósźınűségi változó által meg-
határozott rendezett minta eloszlásával.

A következő lemma arról szól, hogy ha vesszük független, exponenciális eloszlású
valósźınűségi változók részletösszegeit, és csak azokat a részletösszegeket őŕızzük meg,
amelyek értéke kisebb, mint egy előre rögźıtett x szám, akkor a megtartott tagok száma
Poisson eloszlású.

Lemma független, exponenciális eloszlású valósźınűségi változók részletösz-
szegei és Poisson eloszlások közötti kapcsolatról. Legyenek ξ1, ξ2, . . . , független,
exponenciális eloszlású valósźınűségi változók valamely λ > 0 paraméterrel. Definiáljuk

ezek Sn =
n∑

j=1

ξj, n = 1, 2, . . . , S0 = 0, részletösszegeit, és vegyünk valamely x > 0

számot. Annak a valósźınűsége, hogy mind az Sn+1 > x, mind az Sn ≤ x események

bekövetkeznek (λx)n

n! e−λx minden n = 0, 1, . . . számra. Ez azt jelenti, hogy az S1(ω),
S2(ω), . . . (véletlen) sorozatnak a [0, x] intervallumba eső pontjainak száma Poisson
eloszlású λx paraméterrel.

Bizonýıtás: P (Sn+1 > x, Sn ≤ x) = P (Sn ≤ x) − P (Sn+1 ≤ x) =
∫ x

0
[fn(u) −

fn+1(u)] du, ahol fn(u) jelöli az Sn valósźınűségi változó sűrűségfüggvényét. Innen,
felhasználva, hogy ismerjük Sn és Sn+1 sűrűségfüggvényét kapjuk, hogy

P (Sn+1 > x, Sn ≤ x) =

∫ x

0

λnu(n−1)

(n − 1)!
e−λu du −

∫ x

0

λn+1un

n!
e−λu du,

ha n ≥ 1. Parciális integrálással (f ′(u) = λe−λu és g(u) = λnun

n! választással) kapjuk,
hogy

∫ x

0

λn+1un

n!
e−λu du = −λnxn

n!
e−λx +

∫ x

0

λnun−1

(n − 1)!
e−λu du.

A fenti két azonosságból következik a lemma álĺıtása n ≥ 1 esetben. Ha n = 0, akkor
P (S0 < x) − P (S1 < x) = 1 −

∫ x

0
λeλu du = e−λx, tehát a lemma álĺıtása ekkor is igaz.

Az eddig bebizonýıtott eredmények is mutatják, hogy az a független, exponenciális
eloszlású valósźınűségi változók részletösszegei seǵıtségével definiált sztochasztikus fo-
lyamat, amelyről be akarjuk látni, hogy Poisson folyamat sok olyan tulajdonsággal
rendelkezik, mint amit elvárunk. Ahhoz azonban, hogy álĺıtásunkat bebizonýıtsuk
még egy eredményre van szükségünk független, exponenciális eloszlású valósźınűségi
változók részletösszegeiről. Tudjuk, hogy az olyan részletösszegek száma, amelyek egy
[0, T ] intervallumba esnek Poisson eloszlású. Ezenḱıvül azt is megmutattuk, hogy ha
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vesszük e valósźınűségi változók n + 1-ik Sn+1 részletösszegét, akkor a kisebb indexű
részletösszegek eloszlása megegyezik egy rendezett minta eloszlásával a [0, Sn+1] véletlen
intervallumban. Ezek az ismeretek azonban nem elegendőek a számunkra. Hasonló
eredményre van szükségünk a részletösszegek egy nem véletlen intervallumba eső ele-
meinek az eloszlásáról. Ilyen álĺıtást fogalmaz meg a következő lemma.

Lemma független exponenciális eloszlású valósźınűségi változók részletössze-
geinek az eloszlásáról. Legyenek ξ1, ξ2, . . . , független, exponenciális eloszlású va-

lósźınűségi változók valamely λ > 0 paraméterrel, és tekintsük az Sk =
k∑

j=1

ξj, k =

1, 2, . . . , S0 = 0, részletösszegeket. Rögźıtsünk egy A > 0 és egy n pozit́ıv egész
számot, és definiáljuk seǵıtségükkel a C = C(A,n), C = {ω: Sn(ω) ≤ A < Sn+1(ω)}
eseményt. Az (S1, . . . , Sn) véletlen vektor feltételes eloszlásának feltéve a C eseményt
van f(u1, . . . , un) sűrűségfüggvénye, és ez az

f(u1, . . . , un) =







n!

An
, ha 0 ≤ u1 < u2 < · · · < un ≤ A,

0 egyébként

függvény. Ez azt jelenti, hogy

P (S1 < x1, S2 < x2, . . . , Sn < xn|C) =

∫

{(u1,...,un): u1<x1,...,un<xn}
f(u1, . . . , un) du1 . . . dun

minden x1, . . . , xn valós szám-n-esre ezzel az f(u1, . . . , un) függvénnyel.

Megjegyzés. Tekintsük független, (azonos paraméterű) exponenenciális eloszlású való-
sźınűségi változók részletösszegeinek azokat a tagjait, amelyek egy [0, x] intervallumba
esnek. A fenti lemma azt álĺıtja, hogy azon feltétel mellett, hogy ebbe az intervallumba
pontosan n részletösszeg esik, e részletösszegek együttes eloszlása megegyezik egy a [0, x]
intervallumban vett független, egyenletes eloszlású valósźınűségi változókból késźıtett
rendezett minta eloszlásával.

Bizonýıtás: Rögźıtsünk bizonyos 0 < x1, . . . , xn ≤ A számokat, definiáljuk a D =
D(x1, . . . , xn) = {ω: S1(ω) < x1, . . . , Sn(ω) < xn} eseményt, és számoljuk ki a P (D∩C)
valósźınűséget. (E kifejezésben C = {ω: Sn(ω) ≤ A < Sn+1(ω)}.) A

P (D ∩ C) =

∫

B

f0(u1, . . . , un)λn+1e−λv du1 . . . dun dv

=

∫

B0

f0(u1, . . . , un) du1 . . . dun

∫ ∞

A

λn+1e−λv dv,

azonosság érvényes, ahol

f0(u1, . . . , un) = 1, ha 0 ≤ u1 < u2 < · · · < un, f0(u1, . . . , un) = 0 egyébként,

B = B(x1, . . . , xn, v) = {(u1, . . . , un, v): u1 < x1, . . . , un < xn, v > A)},
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és
B0 = B0(x1, . . . , xn) = {(u1, . . . , un): u1 ≤ x1, . . . , un < xn)}.

Ugyanis a P (D ∩ C) valósźınűség kiszámı́tásához az (S1, . . . , Sn+1) véletlen vektor
sűrűségfüggvényét kell integrálni az U = {(u1, . . . , un, un+1): u1 < x1, . . . , un < xn, A <
un+1 < ∞} halmazon. Ez a sűrűségfüggvény f0(u1, . . . , un)λn+1e−λun+1-gyel egyenlő
az U halmazon a független, exponenciális eloszlású valósźınűségi változók részletössze-
geinek eloszlásáról szóló lemma alapján. Az ı́gy kapott integrál pedig faktorizálható.
Ez van feĺırva az azonosság második sorában.

Speciálisan x1 = x2 = · · · = xn = A választással P (C) = An

n!

∫ ∞
A

λn+1e−λv dv,
mert ∫

B0(A,...,A)

f0(u1, . . . , un) du1 . . . dun =
An

n!
.

(Az integrálást elvégezve megkapjuk a P (C) = (λA)n

n! e−λA formulát, azaz a független,
exponenciális eloszlású valósźınűségi változók részletösszegei és Poisson eloszlások kö-
zötti kapcsolatról szóló lemma egy másik bizonýıtását.)

Innen

P (S1 < x1, S2 < x2, . . . , Sn < xn|C) = P (D|C) =
P (D ∩ C)

P (C)

=
n!

An

∫

u1<x1,...,un<xn

f0(u1, . . . , un) du1 . . . dun

=

∫

u1<x1,...,un<xn

f(u1, . . . , un) du1 . . . dun,

és ezt kellett belátnunk.

A már bizonýıtott eredmények seǵıtségével meg tudjuk mutatni, hogy független,
exponenciális eloszlású valósźınűségi változok seǵıtségével valóban Poisson folyamatot
definiáltunk az általunk javasolt módon.

Annak igazolása hogy az exponenciális eloszlású valósźınűségi változók részletösszegei-
nek seǵıtségével definiált konstrukció valóban Poisson folyamatot definiál. Annak iga-
zolásához, hogy a definiált X(t, ω) folyamat teljeśıti a Poisson folyamatok definiciójának
(iii) feltételét a trajektóriák viselkedéséről elég azt megmutatni, hogy lim

k→∞
Sk(ω) = ∞

az Sk(ω) részletösszegekre. Ez azonnal következik például a Borel–Cantelli lemmából,

mert
∞∑

k=1

P (ξk > x) = ∞ minden x > 0 számra, ı́gy majdnem minden ω-ra végtelen sok

olyan k index van, amelyre ξk(ω) > x.

Az, hogy az X(t, ω) folyamat teljeśıti a Poisson folyamatok (i) és (ii) tulajdonságát
ekvivalens azzal az álĺıtással, hogy akárhogy választunk valamely 0 ≤ t1 < t2 <
· · · < tk pontokat a számegyenesen és egy λ paraméterű Y (t, ω), t > 0, Poisson
folyamatot, (tudjuk, hogy ilyen Poisson folyamat létezik), az (X(t1, ω), . . . , X(tk, ω))
és (Y (t1, ω), . . . , Y (tk, ω)) véletlen vektorok eloszlása megegyezik. Tudjuk, hogy mind
az X(tk, ω) mind az Y (tk, ω) valósźınűségi változó Poisson eloszlású λtk paraméterrel.
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Ezért a bizonýıtás befejezéséhez elég azt megmutatni, hogy tetszőleges n nem-negat́ıv
egész számra és 1 ≤ j1 ≤ n, . . . , 1 ≤ jk−1 ≤ n számokra

P (X(t1, ω) < j1, . . . , X(tk−1, ω) < jk−1|X(tk, ω) = n)

= P (Y (t1, ω) < j1, . . . , Y (tk−1, ω) < jk−1|Y (tk, ω) = n).

A független exponenciális eloszlású valósźınűségi változók részletösszegeinek az
eloszlásáról szóló lemma alapján a bizonýıtandó azonosság baloldalán álló kifejezést
kiszámı́thatjuk a következő módon. Vegyünk n független egyenletes eloszlású η1, . . . , ηn

valósźınűségi változót a [0, tk] intervallumban, és késźıtsük el belőlük az η∗
1 < η∗

2 < · · · <
η∗

n rendezett mintát. Ekkor

P (X(t1, ω) < j1, . . . , X(tk−1, ω) < jk−1|X(tk, ω) = n)

= P (Sj1(ω) ≥ t1, . . . , Sjk−1
(ω) ≥ tk−1|Sn(ω) ≤ tk < Sn+1)

= P (η∗
j1

(ω) ≥ t1, . . . , η
∗
jk−1

(ω) ≥ tk−1).

Jelölje Fn(t, ω) az η1, . . . , ηn valósźınűségi változók empirikus eloszlásfüggvényét.
Ekkor

{ω: η∗j1(ω) ≥ t1, . . . , η
∗
jk−1

(ω) ≥ tk−1}
= {ω: nFn(t1, ω) < j1, . . . , nFn(tk−1, ω) < jk−1},

ahonnan kapjuk, hogy

P (X(t1, ω) < j1, . . . , X(tk−1, ω) < jk−1|X(tk, ω) = n)

= P (nFn(t1, ω) < j1, . . . , nFn(tk−1, ω) < jk−1).

Viszont a Poisson és polinomiális eloszlás közötti kapcsolatról szóló lemma következmé-
nye alapján az utolsó azonosság jobboldala egyenlő a bizonýıtandó azonosság jobbolda-
lával. Innen következik a bizonýıtandó azonosság. Ezzel beláttuk, hogy a konstruált
sztochasztikus folyamat valóban Poisson folyamat.

1. megjegyzés. A bebizonýıtott eredmény szemléletes tartalma a következő. Tekintsük
a következő két véletlen pontrendszert:

a) Ledobunk a [0, T ] intervallumra egymástól függelenül véletlen sok pontot egyen-
letes eloszlással a [0, T ] intervallumban. A ledobott pontok száma legyen Poisson
eloszlású λT paraméterrel.

b) Vesszük független, λ paraméterű exponenciális eloszlású valósźınűségi változók
részletösszegeit, és e véletlen összegek közül megtartjuk azokat, amelyek értéke
kisebb, mint T .

Az a) és b) pontban definiált két véletlen pontrendszer eloszlása megegyezik.

2. megjegyzés. Az 1. megjegyzésben megfogalmazott álĺıtás szemléletesen is jól megma-
gyarázható. A b) pontban definiált pontrendszer eloszlásának viselkedését kell megér-
teni. Ezt az exponenciális eloszlás örökifjú tulajdonságának a felhasználásával tehetjük
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meg. Osszuk fel a [0, T ] intervallumot kis ∆T hosszú diszjunkt intervallumok uniójára.
Ekkor az örökifjú tulajdonság miatt a vizsgált pontrendszert jó közeĺıtéssel úgy jelle-
mezhetjük, hogy az egyes ∆T hosszú intervallumokba egymástól függetlenül λ∆T va-
lósźınűséggel kerülnek pontok, és minden ilyen intervallumba legfeljebb egy pont kerül.
Innen következik a Határeloszlástétel Poisson határeloszlással eredmény alapján, hogy
a [0, T ] intervallumba eső pontok száma Poisson eloszlású λT paraméterrel. Továbbá
ama feltétel mellett, hogy pontosan n pont esik ebbe az intervallumba, ezen n pont
minden elhelyezkedése egyformán valósźınű. Ezért e pontrendszer eloszlása ama feltétel
mellett, hogy n elemből áll olyan, mint n független, a [0, T ] intervallumban egyenletes
eloszlású valósźınűségi változóból késźıtett rendezett minta eloszlása.

Végül megadom a Poisson folyamatok egy jellemzését a bizonýıtott eredmények
alapján.

Poisson folyamatok egy jellemzése. Legyen X(t, ω) egy Poisson folyamat λ para-
méterrel. Ekkor egy valósźınűséggel X(0, ω) = 1, és az X(t, ω) sztochaszikus folyamat
trajektóriái olyan monoton növekvő, jobbról folytonos, egész szám értékű függvények,
amelyeknek minden véges intervallumban véges sok ugráshelye van, és e trajektóriák
minden ugráshelyen 1-et ugranak. Ezenḱıvül az egymást követő ugráshelyek közötti inter-
vallumok hosszai egymástól független, λ paraméterű exponenciális eloszlású valósźınűségi
változók.

Az, hogy a Poisson folyamat trajektóriái teljeśıtik a Poisson folyamatok egy jellem-
zésében elő́ırt tulajdonságokat egyszerűen ellenőrizhető például a P (X(t, ω) < ∞) = 1
relációból és a Poisson és polinomiális eloszlás közötti kapcsolatról szóló lemma kö-
vetkezményéből. (Azt kell ellenőrizni, hogy a Poisson folyamat minden ugráspontban
csak egyet ugrik.) Láttuk azt is, hogy van olyan λ paraméterű Poisson folyamat,
amelyre az ugráshelyek közötti intervallumok hosszai független, exponenciális eloszlású
valósźınűségi változók λ paraméterrel. Annak igazolásához, hogy minden λ paraméterű
Poisson folyamat rendelkezik ezzel a tulajdonsággal azt kell megmutatni, hogy egy Pois-
son folyamat ugráspontjai közötti intervallumok hosszainak együttes eloszlását megha-
tározzák a folyamat véges dimenziós eloszlásai. Ez következik az alábbi lemmából.

Lemma egyszerű trajektóriájú sztochasztikus folyamatok tulajdonságairól.
Legyen egy X(t, ω), t > 0, sztochasztikus folyamat olyan, hogy X(0, ω) = 1, majd-
nem minden trajektóriája jobbról folytonos, egész értékű monoton növekvő függvény,
amelynek minden intervallumban véges sok ugráshelye van, és minden ugrás értéke
1. Legyenek U1(ω) < U2(ω) < · · · az X(t, ω) sztochasztikus folyamat ugráshelyei
növekvő sorrendben. Akkor az X(t, ω) sztochasztikus folyamat véges dimenziós eloszlásai
meghatározzák az U1(ω), U2(ω), . . . sorozat véges dimenziós eloszlásait.

A lemma bizonýıtása. Vegyük észre, hogy {ω: U1(ω) ≤ t1, U2(ω) ≤ t2, . . . , Uk(ω) ≤
tk} = {ω:X(t1, ω) ≥ 1, X(t2, ω) ≥ 2, . . . , X(tk, ω) ≥ k} minden k = 1, 2, . . . és t1 ≥ 0,
t2 ≥ 0, . . . tk ≥ 0 számsorozatra. (Azt mondjuk, hogy Uj(ω) = ∞, ha nincsen j-
ik ugráspont.) Ezért P (U1(ω) ≤ t1, U2(ω) ≤ t2, . . . , Uk(ω) ≤ tk) = P (X(t1, ω) ≥
1, X(t2, ω) ≥ 2, . . . , X(tk, ω) ≥ k). Mivel ezek a valósźınűségek (minden t1, . . . , tk
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számra) meghatározzák az U1(ω), . . . , Uk(ω) véletlen vektor eloszlását, innen következik
a lemma álĺıtása.

Kiegésźıtés: A Poisson határeloszlással rendelkező határeloszlástétel bizo-
nýıtása

Ennek az előadás fő részében kimondott tételnek ismertetem egy perturbációs elven
alapuló bizonýıtását. Megmutatom, hogy az egyes soraiban független, Poisson eloszlású
valósźınűségi változókat tartalmazó szériasorozatokra a szériasorozatban szereplő Pois-
son eloszlású valósźınűségi változókra tett enyhe feltételek mellett igaz a határeloszlásté-
tel, és azt, hogy ha valósźınűségi változók egy sorozata tart egy határeloszláshoz, akkor
ez az álĺıtás érvényben marad e valósźınűségi változók kis perturbációjára is. Végül
egy alkalmas konstrukcióval megmutatom, hogy ezekből az eredményekből levezethető
a megfogalmazott határeloszlástétel.

Pontosabban, a következő álĺıtásokat fogom belátni.

Határeloszlástétel Poisson eloszlású valósźınűségi változókból álló szériasoro-
zatokra. Legyenek adva λk,j paraméterű ηk,j, Poisson eloszlású valósźınűségű változók,
k = 1, 2, . . . , 1 ≤ j ≤ nk, úgy, hogy rögźıtett k-ra az ηk,j, 1 ≤ j ≤ nk, valósźınűségi

változók függetlenek, és a λk =
nk∑

j=1

λk,j összegek teljeśıtik a lim
k→∞

λk = λ relációt valamely

λ > 0 számmal. Ekkor a Tk =
nk∑

j=1

ηk,j véletlen összegek eloszlásban konvergálnak a λ

paraméterű Poisson eloszláshoz.

Határeloszlástétel véletlen sorozatok kis perturbációjára. (Slutzky lemma.)
Legyen adva valósźınűségi változók egy Tk és εk sorozata, k = 1, 2, . . . , úgy, hogy a
Tk sorozat eloszlásban konvergál egy F eloszláshoz, és az εk sorozat sztochasztikusan
konvergál nullához, ha k → ∞. Ekkor az Sk = Tk + εk, k = 1, 2, . . . , sorozat szintén
eloszlásban konvergál az F eloszláshoz, ha k → ∞.

Lemma alkalmas Poisson eloszlású valósźınűségi változók konstrukciójáról.
Legyen adva egy ξ nem negat́ıv egész értékeket felvevő valósźınűségi változó, amelyre
λ = P (ξ = 1) ≤ 1

10 , és egy a ξ valósźınűségi változótól független, a [0, 1] intervallumban
egyenletes eloszlású ζ valósźınűségi változó. Legyen λ̄ az xe−x = λ egyenlet egynél
kisebb megoldása. Ekkor konstruálható olyan y = f(k, x), k = 0, 1, 2, . . . , 0 ≤ x ≤ 1,
függvény, amelyre az η = f(ξ, ζ) valósźınűségi változó Poisson eloszlású λ̄ paraméterrel,
{ω: ξ(ω) = 1} = {ω: η(ω) = 1}, {ω: ξ(ω) = 0} ⊂ {ω: η(ω) = 0}, ha P (ξ(ω) = 0) ≤
P (η(ω) = 0), és {ω: ξ(ω) = 0} ⊃ {ω: η(ω) = 0}, ha P (ξ(ω) = 0) ≥ P (η(ω) = 0).

Először megmutatom, hogy ezekből az eredményekből következik az előadásban
megfogalmazott határeloszlástétel.

Tekintsük a tételben szereplő ξk,j valósźınűségi változókat, és válasszunk ezenḱıvül
egymástól és a ξk,j valósźınűségi változóktól független, a [0, 1] intervallumban egyen-
letes eloszlású ζk,j valósźınűségi változókat, k = 1, 2, . . . , 1 ≤ j ≤ nk. Definiáljunk
mindegyik (ξk,j , ζk,j) párhoz egy az alkalmas Poisson eloszlású valósźınűségi változók
konstrukciójáról szóló lemmában felsorolt feltételeknek eleget tevő f(k, x) függvényt és
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ηk,j = f(ξk,j , ζk,j) λ̄k,j paraméterű Poisson eloszlású valósźınűségi változót, ahol λ̄k,j

az xe−x = λk,j egyenlet [0, 1] intervallumba eső megoldása. (A felhasznált lemmában
szerepelt a λ < 1

10 feltétel. Ez azonban nem okoz problémát, mert a sup
1≤j≤nk

λk,j → 0,

ha k → ∞ feltétel miatt ez a feltétel teljesül k ≥ k0 esetben alkalmas k0 index-szel, és
a szériasorozat első néhány sorát elhagyhatjuk. Ez nem változtatja meg a konvergencia
jellegét.) Megmutatom, hogy az ı́gy bevezetett ηk,j valósźınűségi változók seǵıtségével
a bizonýıtandó határeoszlás levezethető a Slutzky lemmából.

Tekintsük az ηk,j , k = 1, 2, . . . , 1 ≤ j ≤ nk, szériasorozatot és a Tk =
nk∑

j=1

ηk,j

összegeket. Azt álĺıtom, hogy ezekre alkalmazható a határeloszlástétel Poisson eloszlású
valósźınűségi változókból álló szériasorozatokra, és ez azt adja, hogy a Tk valósźınűségi
változók eloszlásban konvergálnak a λ paraméterű Poisson eloszláshoz. Valóban, a
(ξk,j , ζk,j) párok függetlenségéből rögźıtett k indexre következik az ηk,j (Poisson elosz-
lású) valósźınűségi változók függetlensége is rögźıtett k indexre. Ezért elég megmutatni

azt, hogy a λ̄k =
nk∑

j=1

λ̄k,j összegek teljeśıtik a lim
k→∞

λ̄k = λ relációt. Viszont egyszerű

számolás mutatja, hogy |λ̄k,j − λk,j | ≤ 10λ2
k,j , azaz λ̄k,j és λk,j elég közel vannak

egymáshoz. Innen |λk − λ̄k| ≤ 10
nk∑

j=1

λ2
k,j ≤ 10

(

sup
1≤j≤nk

λk,j

)
nk∑

j=1

λk,j → 0, ha k → ∞,

mert sup
1≤j≤nk

λk,j → 0, és
nk∑

j=1

λk,j → λ, ha k → ∞. Innen következik, hogy nemcsak a

lim
k→∞

λk = λ, hanem a lim
k→∞

λ̄k = λ reláció is teljesül.

Vezessük be az εk = Sk − Tk =
nk∑

j=1

(ξk,j − ηk,j), k = 1, 2, . . . , valósźınűségi

változókat. Azt akarjuk megmutatni, hogy az Sk valósźınűségi változóknak ugyanolyan
határeloszlásuk van, mint a Tk valósźınűségi változóknak, ha k → ∞. Ehhez a Slutzky
lemma alapján elég megmutatni, hogy az εk valósźınűségi változók sztochasztikusan
nullához tartanak, ha k → ∞. A következő, formálisan erősebb álĺıtást fogom megmu-
tatni.

P (εk 6= 0) ≤
nk∑

j=1

P (ξk,j 6= ηk,j) → 0, ha k → ∞.

E reláció bizonýıtása érdekében ı́rjuk fel a

P (ξk,j 6= ηk,j) ≤ P (ξk,j ≥ 2) + P (ηk,j ≥ 2) + |P (ξk,j = 0) − P (ηk,j = 0)|
≤ P (ξk,j ≥ 2) + P (ηk,j ≥ 2) + |P (ξk,j = 0) − (1 − λk,j)|

+ |P (ηk,j = 0) − (1 − λ̄k,j)| + |λ̄k,j − λk,j |

egyenlőtlenséget. Vegyük továbbá észre, hogy

(1 − λk,j) − P (ξk,j = 0) =
∑

l: l 6=1

P (ξk,j = l) − P ((ξk,j = 0) = P (ξk,j ≥ 2),
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és hasonlóan (1 − λ̄k,j) − P (ηk,j = 0) = P (ηk,j ≥ 2). Ezért az előző egyenlőtlenség
át́ırható, mint

P (ξk,j 6= ηk,j) ≤ 2P (ξk,j ≥ 2) + 2P (ηk,j ≥ 2) + |λ̄k,j − λk,j |.
A ḱıvánt becslést megkaphatjuk ezen egyenlőtelenségek j argumentum szerinti összege-

zésével rögźıtett k-ra. Felhasználjuk, hogy egyrészt
nk∑

j=1

P (ξk,j ≥ 2) → 0, ha k → 0 a

bizonýıtandó tétel feltételei miatt, másrészt
nk∑

j=1

P (ηk,j ≥ 2) ≤
nk∑

j=1

2λ̄2
k,j ≤

nk∑

j=1

4λ2
k,j → 0,

ha k → ∞ a Poisson eloszlások tulajdonságai és a |λk,j − λ̄k,j | ≤ 10λ2
k,j egyenlőtlenség

miatt. Hasonlóan
nk∑

j=1

|λ̄k,j − λk,j | ≤ 10

nk∑

j=1

λ2
k,j → 0, ha k → ∞.

Ezen egyenlőtlenségek alapján

nk∑

j=1

P (ξk,j 6= ηk,j) → 0, ha k → ∞,

és a Slutzky lemma seǵıtségével megkapjuk, hogy nemcsak a Tk, hanem az Sk sorozat
is konvergál eloszlásban a λ paraméterű Poisson eloszláshoz, ha k → ∞.

Megjegyzés. Valamely Fn eloszlásfüggvények konvergenciája egy F eloszlásfüggvényhez
azt jelenti, hogy az F (·) határeloszlásfüggvény minden x folytonossági pontjában az
Fn(x) eloszlásfüggvények sorozata konvergál a határeloszlásfüggvény F (x) értékéhez.
Ebben a tételben, legalábbis formálisan, másképp fogalmaztuk meg az eloszlásban való
konvergenciát. Valójában azonban, mivel olyan speciális esetet tekintetettünk, ahol
egész értékű valósźınűségi változók eloszlásának sorozata konvergál egy egész értékű va-
lósźınűségi változó eloszlásához, az itt kimondott konvergencia ugyanazt jelenti, mint a
hagyományos értelemben vett konvergencia.

Valóban, legyen S egy λ paraméterű Poisson eloszlású valósźınűségi változó, és
rögźıtsünk egy tetszőleges l nem negat́ıv egész számot. Ez a szám nem folytonossági
pontja az S valósźınűségi változó eloszlásfüggvényének, viszont feĺırhatjuk a P (S =
l) = P (S < l + 1

2 ) − P (S < l − 1
2 ) azonosságot. Hasonlóan P (Sk = l) = P (Sk <

l+ 1
2 )−P (Sk < l− 1

2 ) minden k = 1, 2, . . . számra. Másrészt lim
k→∞

[P (Sk < l+ 1
2 )−P (Sk <

l− 1
2 )] = [P (S < l + 1

2 )−P (S < l− 1
2 )], a bizonýıtott konvergenciából, és innen adódik

a Tétel eredeti formában kimondott álĺıtása. Azt is be lehet látni, hogy a tételben
kimondott konvergenciából következik a hagyományos értelemben vett eloszlásban való
konvergencia ebben az esetben.

A Poisson eloszlású valósźınűségi változókból álló szériasorozatokra vonatkozó határ-
eloszlástétel bizonýıtása. Az álĺıtás nyilvánvaló, mert a tekintett Tk valósźınűségi válto-
zók, amelyek független Poisson eloszlású valósźınűségi változók összegei, Poisson elosz-
lásúak. Továbbá paraméterük λk. Ezért a lim

k→∞
λk = λ relációból következik, hogy a Tk

valósźınűségi változók eloszlásban konvergálnak a λ paraméterű Poisson eloszláshoz.
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A Slutzky lemma bizonýıtása. Tekintsük az F (·) határeloszlás függvény egy x folyto-
nossági pontját. Rögźıtsünk egy kis δ > 0 számot, és válasszunk olyan η > 0 számot,
amelyre F (x + η) < F (x) + δ, F (x − η) > F (x) − δ, és mind az x + η, mind az x − η
pont folytonossági pontja az F (·) függvénynek. Ezzel a választással

P (Tk + εk < x) ≤ P (Tk < x + η) + P (εk < −η)

és

1 − P (Tk + εk < x) = P (Tk + εk ≥ x)

≤ P (Tk ≥ x − η) + P (εk > η) = 1 − P (Tk < x − η) + P (εk > η).

Innen

P (Tk < x − η) − P (εk > η) ≤ P (Tk + εk < x) ≤ P (Tk < x + η) + P (εk < −η),

és k → ∞ határátmenetet alkalmazva és felhasználva azt, hogy az εk valósźınűségi
változók sztochasztikusan nullához konvergálnak azt kapjuk, hogy

F (x) − δ ≤ F (x − η) ≤ lim inf
k→∞

P (Tk + εk < x)

≤ lim sup
k→∞

P (Tk + εk < x) ≤ F (x + η) ≤ F (x) + δ.

Mivel ez az álĺıtás minden δ > 0 számra érvényes, innen következik a Slutzky lemma.

Az alkalmas Poisson eloszlású valósźınűségi változók konstrukciójáról szóló lemma bi-
zonýıtása. Definiáljuk az f(k, x) függvényt a k = 1 esetben az f(1, x) = 1 formulával
minden 0 ≤ x ≤ 1 számra. Az f(k, x) függvénynek az általános esetben érvényes

definiciója előtt vezessük be a pk = P (ξ = k) és p̄k = λ̄k

k! e
−λ̄, k = 0, 1, 2, . . . , mennyi-

ségeket. (Speciálisan p1 = p̄1 = λ.) Legyen továbbá P2 =
∞∑

k=2

pk, és P̄2 =
∞∑

k=2

p̄k. Ha

p̄0 ≤ p0, akkor legyen f(0, x) = 0, ha 0 ≤ x ≤ p̄0

p0
, és azokban a (k, x) pontokban, ahol

még nem definiáltuk az f(k, x) függvényt ott ezt úgy fogjuk megtenni, hogy ezekben
a pontokban az f(·) függvény 1-nél szigorúan nagyobb egész értékeket vegyen fel. Ha
p̄0 > p0, akkor legyen f(0, x) = 0 minden 0 ≤ x ≤ 1 számra, és f(k, x) = 0, ha k ≥ 2

és 0 ≤ x ≤ (p̄0−p0)
P2

. Ebben az esetben is úgy fogjuk definiálni az f(k, x) függvényt
a még nem tekintett (k, x) argumentumokban, hogy az ott 1-nél szigorúan nagyobb
egész értéket vegyen fel. Még nem definiáltuk az f(k, x) függvényt mindenütt, de már
elő́ırtuk, hogy hol vesz fel nulla és 1 értéket. Innen következik, hogy P (η = 0) = p̄0,
P (η = 1) = p̄1, P (η ≥ 2) = P̄2, továbbá {ω: ξ(ω) = 1} = {ω: η(ω) = 1}, {ω: ξ(ω) =
0} ⊂ {ω: η(ω) = 0}, ha P (ξ(ω) = 0) ≤ P (η(ω) = 0), és {ω: ξ(ω) = 0} ⊃ {ω: η(ω) = 0},
ha P (ξ(ω) = 0) ≥ P (η(ω) = 0). A {(k, x): f(k, x) = j}, j = 2, 3, . . . , halmazokat úgy
kell definiálni, hogy teljesüljön a P (η = j) = P (f(ξ, ζ) = j) = p̄j azonosság minden
j ≥ 2 egész számra.
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Egy ḱıvánt tulajdonságú f(k, x) függvényt például a következőképp definiálhatunk.
Az f(k, x) függvény definicióját bizonyos Ck = {(k, x): Ak < x ≤ 1}, k = 0 vagy

k = 2, 3, . . . , alakú halmazok unióján kell még megadni, ahol A0 = 1, és Ak = (p̄0−p0)
P2

a

k ≥ 2 esetben, ha p̄0 > p0, és A0 = p̄0

p0
, és Ak = 0 a k ≥ 2 esetben, ha p̄0 ≤ p0. Vegyük

észre, hogy
∑

k: k 6=1

pk(1 − Ak) = 1 − p1 − p̄0 = 1 − p̄1 − p̄0 = P̄2. Osszuk fel mindegyik

[Ak, 1] intervallumot bk,j =
p̄j

P̄2
(1−Ak) hosszúságú diszjunkt Bk,j intervallumok uniójára,

j = 2, 3, . . . . Mivel
∞∑

j=2

bk,j = (1−Ak)
∞∑

j=2

p̄j

P̄2
= 1−Ak, ez lehetséges. Ilyen választással

P (η = j) =
∑

k: k 6=1

pkbk,j =
p̄j

P̄2

∑

k: k 6=1

pk(1 − Ak) = p̄j minden j ≥ 2 számra, mivel

∑

k: k 6=1

pk(1 − Ak) = P̄2. Ez azt jelenti, hogy ez a konstrukció rendelkezik a lemmában

elő́ırt tulajdonságokkal.
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