FELTETELES VALOSZINUSEG ES FELTETELES VARHATO ERTEK

A feltételes valészintliség és feltételes varhaté érték fogalmat nulla valészinliséggel beko-
vetkezo feltételek esetén is definialjak, tehat olyan esetekben is, amikor a hagyomanyos, a
bevezeto valészintliségszamitas eléaddsban tanult definiciénak nincs értelme. De e fogal-
mak dltalanositasai az ilyen esetekre a valdszinliségszamitas legnehezebb fogalmai kozé
tartoznak. Ezek jobb megértése érdekében megprébalom elészor megmutatni egy példa
segitségével, hogy milyen szemléletes képet akarunk ennek a definiciénak a segitségével
megfogalmazni. Tekintsiik a kovetkez6 példat.

Van tiz darab lampénk, ezek élettartama egymadstdl fiiggetlen, (exponencidlis el-
oszlassal és) 25 6ra varhato értékkel. Egy foglalatba betessziik az elsé lampat, hogy
bevilagitson egy termet. Ha a lampa kiégett azonnal kicseréljik a kovetkezo lampéra.
Els6 kérdés: Mit varunk varunk, mennyi ideig elegend6 a tiz lampa egyiittesen a terem
bevilagitasahoz? A természetes valasz az, hogy ez a tiz lampa egylittes élettartamanak a
varhaté értéke, azaz 10x25=250 6ra. A masodik kérdés a kovetkezd: Megfigyeljiik, hogy
melyik idépontban cseréljiik ki a masodik lampat. Mit varunk ennek az informacionak
az ismeretében a tiz lampa egylittes élettartamara? Ha ez a csere 48 éra 22 perc mulva
torténik meg, akkor a természetes becslés a 10 lampa egyiittes élettartaméra 48 ora 22
perc plusz 8 x 25 ora, azaz 248 éra 22 perc. Ha ez a csere 51 éra 19 perc mulva torténik,
akkor hasonldéan azt varjuk, hogy ez az idotartam 251 éra 19 perc.

A fenti példa nem 6nmaga miatt érdekes szamunkra, hanem azért, mert ramutat
arra, hogy természetes vizsgalni a kovetkezd kérdést. Ha adva van egy esemény vagy
egy valdszintiségi valtozé, akkor érdekelhet minket ennek az eseménynek a valdszinlisége
vagy ennek a valdszintiségi véaltozénak a varhaté értéke. El6fordulhat, hogy mas ese-
ményeknek a bekovetkezését vagy be nem kovetkezését, mas valdszintiségi valtozok fel-
vett értékét meg tudjuk figyelni, és ezen plusz informaciok ismeretében akarjuk meg-
becsiilni a minket érdekl6 esemény valdszinliségét vagy valdszintiségi valtozé varhato
értékét. Ekkor természetes olyan becslést adni, amely ezeket a plusz informécidkat
is figyelembe veszi. A kérdés az, hogy hogyan tegyiik ezt. Az el6z6 példaban is
ilyen kérdést fogalmaztam meg. Ott meg akartuk becsiilni tiz valészintiségi valtozé
Osszegének a varhaté értékét azon feltétel mellett, hogy az els6 két valtozd Gsszegének
az értéke ismert. Olyan példat tekintettiink, ahol a megfigyelt valdsziniiségi valtozo,
az elso két lampa osszélettartama, folytonos eloszlasi valdszinliségi valtozé, ezért nulla
annak a valészintisége, hogy az egy eldirt értéket vesz fel. Tehat a keresett valdszintiségi
valtozo feltételes varhaté értékére olyan feltétel mellett vagyunk kivancsiak, hogy egy
nulla valészinliségi esemény kovetkezett be. Viszont a bevezeto valészinliség el6adasban
definialt feltételes valdszintiség (és feltételes varhato érték) csak abban az esetben volt
értelmes, ha a feltétel valdsziniisége nem nulla.

Szeretnénk a feltételes valdsziniiség és feltételes varhaté érték fogalmanak olyan
altalanositasat adni, amely lehet6vé teszi, hogy a feltételes valdszintliségrol és feltételes
varhaté értékrol beszélhessiink nulla valészintiségi feltételek mellett is. Emellett azt
is elvarjuk, hogy a bevezetett fogalmak megfeleljenek szemléletes képilinknek, ame-
lyet, legalabbis egyelore, csak homalyosan tudunk megfogalmazni. Lehetséges egy ilyen
definiciét adni, de ehhez sziikségiink van a mértékelmélet néhany mély eredményére.
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Ennek az el6adésnak a célja a feltételes valdszintliség és varhatéd érték definiciéjanak
az ismertetése az altalanos esetben, illetve e fogalmak legfontosabb tulajdonsagainak a
targyalasa.

Az el6z6 példa azt sugallja, hogy egy A halmaz feltételes valdszintiségét feltéve bi-
zonyos &1, . .., &, valdszinliségi valtozdk értékét igy érdemes definidlni, mint a &1, ..., &
val6szintiségi valtozék alkalmas (Borel) mérhetd fiiggvényét, azaz

P(A|€1 :xl,...,fsk =£L‘k) = fA(QL‘l,...,Ik),

ahol fa(xy,...,z;) Borel mérhetd fiiggvény az R k-dimenzids euklideszi térben, és
azt méri mennyire valészinii az A esemény feltéve, hogy & = x1,...,& = zr. Ezt a
valésziniiséget implicit médon tudjuk definidlni. Azt varjuk a P(ANB) = P(B)P(A|B)
azonossag analogiajara, hogy barmely A halmazra és

B = {w; gl(w)7 <. 7§k(w)) < [mlaxl + dCCl] X X [I’k7l‘k + dIk]}
alakt B halmazra teljesil a

P((£157€k) S [371,3]'1 —{—d.flj]_] X X [ilfk,l'k-FdiIfk] mA)
= P((fl,,fk) € [$1,$1 +d331] X X [l’k,l‘k +dxk])fA(x1,...,xk)

azonossag. Kz az azonossig azonban semmitmondd, mert annak mind a két oldala
nullaval egyenl6. Viszont tartalmas &allitassa valhat, ha megfelel6 médon kiintegraljuk.
Alkalmas integralas azt sugallja, hogy teljestilnie kell a

:/( ) BfA(m,...,wk)P(& € [x1, 1 +dxi],... & € [k, o1 + dog))
T1,eeT)E

:/ falzy,...,zp)F(dxy,. .., drg) (%)
(Il,...,irk)eB

azonossdgnak, ahol B az RF k-dimenziés tér tetszéleges (Borel) mérhetd halmaza,
F(x1,...,zk) pedig a k-dimenzids (&1, ...,&k) valdsziniliségi valtozo eloszldsfliiggvénye.
Az analizis egyik fontos eredményébdl, a késébb ismertetendé Radon—Nikodym tételbdl
kovetkezik, hogy létezik olyan fa(-,-,-) fiiggvény amely teljesiti a (*) azonossagot min-
den mérheté B halmazra, és ezek az azonossagok lényegében egyértelmiien meghata-
rozzak ezt az fa feltételes valdszintiséget. Az el6z0 mondatban hasznalt ‘lényegében
egyértelmiien’ kifejezés értelmének a pontos magyarazatara késobb még visszatérek.

Hasonlé gondolatmenet segitségével definidlhatjuk egy 1, F|n| < oo, valdsziniiségi
valtozé g, (z1,...,2k) = EM[&1 = z1,...,& = xp) feltételes varhato értékét feltéve a
& = x1,...,& = xy feltételeket. Ez olyan (Borel-mérhetd) g,(x1,...,xs) fiiggvény,
amelyre az

En(w)] {w: (&1(w),...,&(w)) € B}) :/{ o) n(w) dP(w)
w: (&1 (w),...,¢k(w)) e <**)

= / 917(551,---,xk)F(dl‘l,...,dxk)
B
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relaciok teljesiilnek a k-dimenziés RF euklideszi tér tetszéleges B Borel mérhetd rész-
halmazéra, ahol I(B) jeloli egy B C 2 halmaz indikator fiiggvényét, és F'(x1,...,x%) a
(&1, .., &) véletlen vektor eloszlasfiiggvénye. Azt, hogy ilyen g, (z1,...,xy) fliggvény
valéban létezik, és ez a g, fliggvény az F'(z1,...,xy) eloszlasfiiggvény altal meghatéro-
zott Lebesgue—Stieltjes mérték szerint egy valdszinliséggel meg van hatarozva szintén a
Radon—Nikodym tétel segitségével lathatjuk be.

Meg fogom mutatni, hogy a fent vazolt logika és a Radon—Nikodym tétel segitsé-
gével bevezethetjiik a feltételes valdszintiség és feltételes varhatd érték egy altalanos,
és szemléletes elvarasainknak megfelel6 definicigjat. Sot, ezeket a fogalmakat némileg
altalanosabb esetben fogom definidlni. El6fordulhat ugyanis, hogy azon elézetes in-
formaciéink, amelyek alapjan egy halmaz valdszintiségére vagy egy valdszintiségi valtozo
értékére becslést akarunk adni nem tomorithetoek véges sok valdszintiségi valtozd meg-
figyelt értékébe. Annak érdekében, hogy a feltételes valdszinliség és feltételes varhato
érték fogalmat természetes modon tudjuk targyalni ilyen altalanosabb esetben is, eloszor
azt kell tisztaznunk, hogy mit jelent az altalanos esetben az, hogy bizonyos megfigyelt
események fliggvényeként akarunk valamit megbecsiilni.

Ha meg tudunk figyelni megszamlalhato sok eseményt, akkor meg tudjuk figyelni
ezek unigjat, metszetét, illetve mindegyik esemény komplementerét. FEz azt jelenti,
hogy a megfigyelhetd események o-algebrat alkotnak. KEzért az altaldanos kérdés ugy
fogalmazhaté meg, hogy adva egy (€2, A, P) valésziniiségi mezén egy F C A o-algebra,
(amely tartalmazza az altalunk megfigyelt eseményeket, amelyek mindegyikérdl tudjuk,
hogy bekdvetkezett-e vagy sem) és egy A esemény vagy egy n valdszintiségi valtozo,
amelyre F|n| < oo, akkor hogyan definidljuk a P(A|F)(w) feltételes valoszintiséget illetve
E(n|F)(w) feltételes varhaté értéket feltéve az F o-algebrat. Az, hogy az F o-algebra
ismeretében akarjuk megbecsiilni az A halmaz valdszintiségét illetve 1 valdsziniliségi
véltozd értékét a P(A|F)(w) és E(n|F)(w) feltételes valdszintliség definicidjdban azt
jelenti, hogy

i.) A P(A|F)(w) feltételes valésziniiség F mérhetd valoszintiségi valtozo.

i.") Az E(n|F)(w) feltételes varhat6 érték F mérhetd valosziniiségi valtozo.

Az F o-algebra szerinti feltételes valoszintiiség és feltételes varhaté érték definicidjat
a (%) képlethez vezetd érveléshez hasonléan a kovetkez$ médon prébaljuk definidlni a
P(A|F)(w) feltételes valdszintiséget és E(n|F)(w) feltételes varhaté értéket.

) P(ANB) f B (A|F)(w) dP(w) minden F mérhetd B halmazra.
) [y n(w = [z E 77|.7-" ) dP(w) minden F mérhetd B halmazra.

Ezutén bevezetem a feltételes valdszintliség és feltételes varhato érték definicigjat
az altalanos esetben.

A feltételes valdszintiség és feltételes varhaté érték definicidja. Legyen adva egy
(Q, A, P) valdszintiségi mezének eqy F C A rész-o-algebrdja. Legyen tovabbd adva egy
A € A esemény vagy egy n(w), E|n(w)| < oo, valdsziniiségi valtozé ezen a valdsziniiségi
mezén. Az A esemény P(A|F)(w) feltételes valdsziniisége feltéve a F o-algebrdt olyan
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valdszindségi vdltozo, amely teljesiti azi.) és ii.) tulajdonsdgokat. Azn(w) valosziniiségi
vdltozo E(n|F)(w) feltételes varhato értéke feltéve a F o-algebrdt olyan valdszinidségi
vdltozo, amely teljesiti az i) és . ) tulajdonsdgokat.

Az el6z6 definicié mintdjara bevezetem az eldadéas elején targyalt feltételes va-
16szintiség és feltételes varhato érték fogalmat feltéve bizonyos valdszintiségi valtozok
értékeinek az ismeretét.

A feltételes valdszintliség és feltételes varhaté érték definicigja feltéve bi-
zonyos valdsziniliségi valtozok értékét. Legyen adva eqy A esemény vagy egy n

valdszinidségi valtozé egqy (2, A, P) wvaldsziniiségi mezén valamint véges sok &1, ..., &k
valosziniségi vdltozo ugyanezen a valdsziniségi mezén. Az A esemény feltételes valo-
szintsége feltéve, hogy & = 1, ..., & = xk egy olyan fa(xq,...,xy) k-vdltozés Borel

mérhetd fligguény, amely teljesiti a (%) reldaciot. Eqy n, Eln| < oo, szintén az (2, A, P)
valosziniségi mezon definidalt valosziniiségi valtozo feltételes varhato értéke feltéve, hogy
&1 =1, ..., & =k egy olyan g, (1, ..., x) k-vdltozds Borel mérhetd figgvény, amely
teljesiti a (xx) reldcidt.

Meg kell mutatni, hogy a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezé P(A|F)(w) feltételes
valdészintliség és E(&|F)(w) feltételes varhato érték valéban létezik, illetve, hogy ezek a
tulajdonsagok meghatarozzak ¢ket. Meg fogom mutatni, hogy ez kovetkezik az aldbb
megfogalmazandé Radon—Nikodym tételbdl. Ezenkiviil meg kivanjuk érteni az altalanos
esetben defininidlt P(A|F) illetve E(n|F) feltételes valdszintiség és feltételes varhatéd
érték kapcsolatat az el6z6leg specidlis esetben definidlt P(A|¢; = z1,...,&k = x) és
E(nl& = x1, ..., & = xx) kifejezésekkel, amelyek 1étezését szintén meg kell indokolni.

El6szor megfogalmazok egy kérdést, amelyre a Radon-Nikodym tétel ad véalaszt.
Erre az eredményre sziikségiink van a feltételes valoszintiség és varhato érték 1étezésének
az indoklasaban is.

Kérdés. Legyen adva egy p (o-véges) mérték egy (U, F) mérhetd téren és egy az
(2, F) téren definidlt F mérhetd g(-) figguény, amelyre [ |g(w)|p(dw) < oco. Ekkor
a v(A) = [,g9(w)u(dw) halmazfiggvény, A € F, elbjeles mérték az (Q,F) téren.
(Azaz, v o-additiv halmazfigguény. Ldssuk be, hogy ez kovetkezik a Lebesgue tételbdl.)
Kérdés: Mely v eldjeles mértékek dllithatéak el ilyen mdédon, azaz az (Q,F) téren levd
v meértékek kozil melyekhez létezik olyan g(w) F mérhetd figgvény, amelyre v(A) =
J19(W)v(dw) minden A € F halmazra? Ha létezik ilyen g(w) figgvény, akkor az meg
van-e hatdrozva egyértelmien?

Vilagos, hogy egy a fenti integralel6allitas segitségével definialhato v el6jeles mérték
véges, azaz [V(A)] < K minden A € F halmazra egy alkalmas K < oo szdmmal. (A
K = [|g(w)|p(dw) egy alkalmas valasztds.) Ezenkiviil, ha p(A) = 0 valamely A € F
halmazra, akkor v(A) = [, g(w)u(dw) = 0. Ez az észrevétel vezetett a kovetkezd
definicié bevezetéséhez.

Egy eldjeles mérték egy mérték szerinti abszolut folytonossaganak a defi-
niciéja. Legyen u (esetleg o )-véges (o-additiv) mérték és v véges (o-additiv) eldjeles
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mérték eqy 2 téren értelmezett F o-algebrdn. Azt mondjuk, hogy a v eldjeles mérték
abszolut folytonos a p mérték szerint, ha minden olyan B € F halmazra, amelyre u(B) =
0 a v(B) =0 reldcio is teljesiil.

A Radon—Nikodym tétel azt mondja ki, hogy a v elgjeles mérték fent megfogalma-
zott abszolut folytonossiga (és végessége) nemcsak szitkséges, hanem elégséges feltétele
is v kivant alaku el6éllitasanak. Tovabba ez az eldallitdas lényegében egyértelmii. Ez a
kovetkezot jelenti. Vildgos, hogy ha a g(w ) fﬁggvényt megvéltoztatjuk egy a p mérték
szerint null mérték{i halmazon, akkor a v(A) = [ 1 9(w)p(dw) integralok értékei nem
valtoznak. Tehét ennyi szabadsdgunk van a g( ) fuggveny megvalasztasaban. A Radon—
Nikodym tétel azt is kimondja, hogy tobb szabadsdgunk mar nincs. Végil szeretném
hangsilyozni, hogy a Radon-Nikodym tételben megjelend g(-) fiiggvény F mérhetd
fiigguény. Ezt azért fontos érteni, mert sok esetben olyan (2, F) térben alkalmazzuk a
Radon-Nikodym tételt, ahol természetes médon megjelenik az F o algebra mellett egy
szintén az X téren definidlt bévebb A o-algebra is, amelyre F C A. Fontos érteni, hogy
olyan ¢(-) fiiggvényeket tekintiink ilyen esetekben is, amelyek a (sziikkebb) F o-algebra
szerint is mérhetoek.

Radon—Nikodym tétel. Legyen adva egy Q2 tér, rajta eqy F o-algebra, tovabba ezen
az F o-algebran egy p (o-véges) mérték és v (véges) eldjeles mérték. (Az, hogy egqy v
eldjeles mérték véges azt jelenti, hogy |V(A)| < oo minden A € F halmazra.) Tegyiik
fel, hogy a v eldjeles mérték abszolut folytonos a p mértékre nézve. Akkor létezik olyan
az Q2 téren definidlt valds értéki F mérhetd f(w) figguény, amelyre [|f(w)|dp(w) <
00, és v(C) = [, f(w)du(w) minden C € F halmazra. Tovdbbd ez az f(w) figgvény
egyértelmiien meg van hatdrozva a kévetkezé értelemben. Ha két fi1(w) és fo(w) F
mérhetd fiigguény teljesiti a fenti reldciot minden C € F halmazra, akkor fi(w) = fa(w)
a i mérték szerint majdnem minden w € ) pontban.

A tételben kimondott tulajdonsdgi f(w) fliggvényt a v elGjeles mérték p mérték
szerinti Radon—-Nikodym derivaltjanak nevezik az irodalomban, és g—/’:(w)—val jelolik.

Kovetkezmény. Legyen adva egy (£, A, P) valdsziniségi mezd, azon eqgy F C A o-
algebra, és eqy n(w), Eln(w)| < oo valdsziniiségi vdltozé vagy A € A esemény. Létezik a
definicio kévetelményeit teljesitd E(n|F)(w) feltételes vdrhato érték, illetve P(A|F)(w)
feltételes valdszindség, és az E(n|F)(w) illetve P(A|F)(w) valdsziniiségi viltozok egy
valosziniséggel meg van hatdrozva.

A kévetkezmény indokldsa. Tekintsik a v, v( an , B € F, illetve v,
v(B) = P(ANB), B € F, el6jeles mértékeket valamlnt a P Valoszmusegl mértéket az
(Q, F) mérhetd téren. (Fontos, hogy az F C A és nem az A o-algebrat tekintjiik.) Mind
a v, mind a ¥ mérték abszolut folytonos a P mértékre nézve. Ezért a Radoan ikodym
tétel alapjan definidlhatjuk a v, illetve ¥ eldjeles mértékek 2% (w), illetve 9% (w) Radon—
Nikodym derivéltjat az (Q,F) téren. Ekkor az E(n|F)(w) = 2% (w) és P(A|]:)( ) =

47 (w) valészintiségi valtozék teljesitik az E(n|F)(w) feltételes varhaté értékre illetve
P(B|F)(w) feltételes valészintiségre el6irt feltételeket. Az, hogy a feltételes varhaté

érték és feltételes valoszintliség egy valdszintiséggel meg van hatarozva, konnyen lathato.
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Azt kell kihasznélni, hogy ha egy az (2, F, P) téren definidlt F mérheté ¢ val6szintiségi
véltozéra [, ((w)dP(w) = 0 minden B € F halmazra, akkor a ¢ val6szintiségi valtozé
egy val6szintiséggel nulla. Innen kovetkezik, hogy ha (; és (s, teljesiti az E(n|F) feltételes
varhaté értékre elirt feltételeket akkor a (q(w) — (2(w) kiilonbség egy valdszintiséggel
nulla.

1. megjegyzés: Legyen adva egy (€, A) mérhets tér, azon egy (o-additiv) p mérték.
A Radon—Nikodym tételben egy hasznos reprezentaciéjat adtuk a p mérték szerint
abszolut folytonos v elGjeles mértéknek. Léteznek a p mérték szerint nem abszolut
folytonos elgjeles mértékek is. Vannak példaul ugynevezett a p mértékre nézve szin-
gularis (el6jeles) mértékek, amelyek egy a p mérték szerint nulla mérték(i halmazba
vannak koncentrdlva. Ez azt jelenti, hogy létezik az €2 térnek olyan X C () részhalmaza,
amelyre p(X) = 0, és minden B C 2\ X halmazra v(B) = 0. Tetsz6leges v véges eldjeles
mérték az (£2,.4) téren egyértelmiien felbonthaté v = 14+, alakban, ahol 14 a p mérték
szerint abszolut folytonos, v, pedig a p mértékre szingularis el6jeles mérték.

Tekintsiik azt a specialis esetet, amikor p a Lebesgue mérték a szamegyenesen.
Ekkor a p mértékre szingularis mértékre példa egy véges vagy megszamlalhatoé sok
pontba koncentralt mérték. Vannak bonyolultabb a Lebesgue mértékre szingularis
mértékek is, olyanok, amelyek szerint minden pont mértéke nulla. A szingularis mérté-
kek minél pontosabb leirasa fontos kérdése a mértékelméletnek. De mivel ez nem tartozik
a valészintiségszamitas témakorébe, ezért ezzel a problémaval itt nem foglalkozunk.

2. megjegyzés: A Radon—Nikodym tétel tipikus egzisztencia tétel. Nem ismert explicit
modszer a Radon—Nikodym derivalt kiszamolasara az altalanos esetben. Ez a {6 oka an-
nak, hogy a feltételes valészintiiséggel és feltételes varhato értékkel csak nehezen tudunk
szamolni. Van azonban egy fontos specidlis eset, amikor a feltételes valdszinliségekkel
és feltételes varhaté értékekkel jol tudunk szamolni. Ha olyan valészintiségi véaltozok
fiiggvényeivel dolgozunk, amelyeknek létezik egyiittes stirtiségfiiggvénye, és azt ismerjiik,
akkor explicit médon ki tudjuk szamolni a minket érdekld feltételes valészintiségeket és
feltételes varhato értékeket. (A stiriiségfiiggvény ismerete ugy értend6 ebben az esetben,
hogy mindazon valészinliségi valtozok egylittes sirliségfiiggvényét ismerjiik, amelyek
vagy a feltételben szerepelnek vagy a vizsgdlandd esemény vagy valdszinliségi valtozo
toliik fiige.) A matematikai statisztikdban ilyen jellegii problémakkal taldlkozunk. Erre
a kérdésre késObb még visszatérek.

A gy(z1,...,21) = EM|& = 21, ...,& = x) feltételes varhaté érték létezését az
E(n|F) feltételes varhat6 érték létezéséhez hasonléan igazolhatjuk, csak ekkor més p
mértékkel és v eldjeles mértékkel kell dolgozunk. Ekkor mind a p mértéket mind a v
eléjeles mértéket az R* k-dimenziés euklideszi tér Borel mérheté halmazain definidljuk.
A p mérték a (&q,...,&,) véletlen vektor eloszldsa az R* tér B € B Borel mérhet6
részhalmazain, azaz u(B) = P((&1,-..,&) € B), B € B, és

v(B) = n(w) dP(w)

/W (£1(w),....¢x(w))EB}
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minden B € B halmazra. A Radon-Nikodym tétel alapjan létezik olyan g,(x1,...,zx)
Borel mérheté fiiggvény a k-dimenzios euklideszi téren, amelyre

V(B):/gn(xl,...,xk),u(dxl,...,dxk), B € B.
B

Be lehet latni, hogy ez a g, figgvény a g,(x1,...,2x) = E(n|& = z1,...,& = k)
feltételes varhaté érték, azaz g,(x1,...,xr) egy olyan Borel mérhetd fiiggvény, amely
teljesiti a (x%) relaciét minden B € B halmazra. Valéban,

/gn(xl,...,:ck)u(dxl,...,dwk):/gn(:cl,...,wk)dF(xl,...,:Uk),
B B

ahol F(xy1,...,xk) a (&1,...,&) eloszlasfiiggvénye, és v(B) a (xx) baloldaldn szerepld
mennyiség. Tovabba azt sem nehéz belatni, hogy a g, (z1,...,xy) fliggvény a &1,..., &
valészintiiségi valtozok o eloszlasa szerint 1 valészintiséggel meg van hatarozva.

A feltételes valdsziniiség fogalmaval nem kell kiilon foglalkoznunk, mert a feltételes
valészintiiség és feltételes varhatd érték definiciéjabol kovetkezik, hogy tetszéleges mér-
heté A halmazra és annak [4(w) indikator fiiggvényére P(A|F)(w) = E(1a(w)|F)(w)
és P(A|£1(w) =T1y.-- 75]6("‘)) = l'k) = E(IA(W)‘gl(w) =T1y--- 75/@(("}) = .lek)

Meg kivanom térgyalni az E(n|F)(w) és

gn(@1,. .. x,) = E(n|&(w) = 21, ..., &(w) = o)

feltételes varhaté értékek kozotti kapesolatot abban az esetben, ha F = o(&y,..., &),
a &1,...,& valoszinliségi valtozok altal generalt o-algebra, azaz a legsziikebb olyan
o-algebra, amelyre nézve az 6sszes &1 (w), . .., &k (w) valdszinliségi valtozd mérhetd fiige-
vény. A két fogalom kozotti kapcsolatot a kdvetkezo tételben fogalmazom meg.

Tétel a feltételes varhaté érték kiilonbozé definicidi kozotti kapcsolatrol.
Legyen adva véges sok &1, .. .,&, valamint rajtuk kivil egy n, E|n| < oo, valdsziniségi
vdltozo egy (2, A, P) valdszintiségi mezén, és jelilje F a &1, . .., & valoszindségi vdltozok
dltal generdlt o-algebrdt. Tekintsik a kordbban definidlt E(n|F) és gy(z1,...,25) =
Enl& = x1,...,& = k) feltételes varhato értékeket. Ezek teljesitik az aldbbi azonos-
sagot.

Em|F)(w) = gn(&1(w), ..., &(w)) 1 valosziniséggel.

Megjegyzés. Az egyszerliség és attekinthetobb fogalmazas érdekében csak véges sok
&1, ..., &k valdszintliségi valtozd esetében definidltam a feltételes valdszintiséget és felté-
teles varhaté értéket a & = x1, ..., & = xp alaku feltételek mellett. Definidlhattam
volna e fogalmakat akkor is, ha a feltételek végtelen sok valdsziniiségi valtozé eloirt
értékeit tartalmazzdak, és megfogalmazhattam volna a megfelelé eredményeket ebben az
esetben is. A megfogalmazas és jelolés ekkor bonyolultabb lett volna, de nem lépett
volna fel 11j matematikai nehézség.



A tétel bizonyitasa felhasznal bizonyos mértékelméleti eredményeket, amelyeket az
alabbi tételben fogalmazok meg. E tétel bizonyitasat a kiegészitésben adom meg.

Tétel valdszintliségi valtozék mérhets fiiggvényeinek a jellemzésérol. Legyen
adva egy (2, A, P) valdsziniségi mezd, és azon & (w),. .., &k (w) valdszindiségi vdltozdk.
Jeldlje F a & (w),. .., & (w) valdszindségi vdltozok dltal generdlt o-algebrdt. Egy n
valosziniségi valtozoé akkor és csak akkor mérhetd erre az F o-algebrdra, ha létezik a
k-dimenzios R* euklideszi térben olyan Borel mérheté f(x1,...,xy) fligguény, amelyre
nw) = f(&(w),...,&w)). Abban a specidlis esetben, amikor n(w) eqy B € F hal-
maz indikdtorfiggvénye az n(w) = f(&(w), ..., &k (w)) elddllitdsban szerepld f figgvény
vdlaszthatd az R* Euklideszi tér Borel-mérhetd B, halmzdnak indikdtor fligguényeként.

Tovdbba, ha két k-vdltozds fi(xq1,...,xk) és fa(w1,...,xx) Borel mérhetd figgvényre
fi(&ay .o &) = fa(&r, ..o, &) egy valdszindséggel, akkor fi(x1,...,xE) = fo(x1,...,Tk)
a (&1,...,&) véletlen vektor p eloszldsa szerint majdnem minden (z1, ..., x ) pontban.

A feltételes vdarhato érték kiilonbozo definicidi kézotti kapesolatrol sz6lo tétel bizonyitdsa.
Mind az E(n|F)(w) mind a g, (&1 (w), . .., &k(w)) valészintiségi valtozé F mérhetd. Ezért
elég azt igazolni, hogy g,(&1(w), ..., &k (w)) teljesiti a ii.”) relaciét. Ez ugyanis azt jelenti,
hogy ezt a valészintliségi valtozot is tekinthetjiik az E(n|F) feltételes varhaté érték egyik
verzidjanak.

A kivant &llitas igazolasanak érdekében tekintsiik az 2 halmaz kovetkez6 T transz-
formaciéjat az RF euklideszi térbe: T(w) = (&1(w),...,&(w)). Vegyiik észre, hogy
T mértéktarté transzformacisja az (Q, A, P) térnek az (RF,B*, ur) térbe, ahol pur a
(&1,. .., &) vektor eloszlasa. Tovabba a valdsziniiségi vdltozok mérhetd figgvényeinek a
jellemzésérdl szol6 tétel alapjan minden B € F halmaz B = {w: ({1 (w),...,&(w)) €
B;} alakba irhaté alkalmas By Borel mérhet$ halmazzal. Ezért a mértéktarté transz-
formaciok &ltal indukalt integraltranszforméciok tulajdonsigaibdl és a (xx) reldciébdl
kovetkezik, hogy tetszéleges B € F és neki megfelel6 By halmazra

/ o), .-, E6(w)) dP(w) = / Gy(E1(0), ., E4(w)) dP(w)
B

{w: (61(w),- &k (w)EBL}
:/ g”](xlﬂ"'7xk)dMF($1,...,$k)
By

_ n(w) dP(w) = / n(w) dP(w).

/{w: (61(w), - 8k (w)EBL} B

Ez azt jelenti, hogy
EMF)(w) = gn(&1(w), .., &k (w))

vélasztédssal teljesiil a ii.”) relécio.

Lattuk, hogy ha F valamely &;,...,&; valdszinliségi valtozék altal generalt o-
algebra, akkor egy n valészinliségi valtozo E(n|F) feltételes varhaté értéke kifejezheto
a gn(x1,...,21) = EM& = x1,...,& = x1) k-valtozds fiiggvény segitségével. Meg-
forditva, a g,(z1,...,zy) figgvény is eléallithaté az E(n|F) feltételes varhat6 érték
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segitségével. Ugyanis a wvaldsziniségi vdltozok mérhetd fiigguvényeinek a jellemzésérdl
sz6l6 tétel alapjan az E(n|F) feltételes varhaté érték felirhaté E(n|F) = h(&y, ..., &)
alakban alkalmas Borel mérheté h(zq,...,z) fliggvény segitségével, és nem nehéz
belatni, hogy ez a h(z1,...,z;) fliggvény valaszthaté a g,(x1,...,zx) fliggvénynek.

Példa: A feltételes varhatd érték definicidjanak jobb megértése érdekében tekintsiik
a kovetkez6 példat: Legyen az (9, A, P) valészinliségi mezé az Q = [0,1] x [0,1]
egységnégyzet, rajta a szokdsos A Borel g-algebraval, és legyen P = X, a Lebesgue
mérték az egységnégyzet Borel-mérhetd részhalmazain. Legyen F az A x [0,1], A € B,
alaki halmazokbdl &all6 o-algebra, ahol By a [0,1] intervallumon generalt o-algebrat
jeloli. Tekintsiink egy tetsz6leges (mérhetd és integralhatd) f(x,y) fliggvényt az egység-
négyzeten (az (€2, A, P) valdszinliségi mez6n), és szamoljuk ki az E(f(x,y)|F) feltételes
varhaté értéket az (2, A, P) valésziniiségi mezén.

Ha az f(x,y) fliggvény valoban fﬁgg mind a két valtozdjatdl, akkor nem F mérhetd
fiiggvény. Viszont definidljuk a go(z fo x,y)dy és g(x,y) = go(x) fliggvényeket.
(A g(x,y) fliggvény valéjaban nem fugg az y koordinatdl, viszont tekinthetd egy az
(Q, A, P) valésziniiségi mezén definidlt valdsziniiségi valtozénak, és mivel nem fligg az
y koordinatdl (és Borel mérhetd), ezért F mérhetd. Azt éllitom, hogy E(f(z,y)|F) =
g(z,y). Ehhez azt kell ellen6rizni, hogy fo[o,l} g(z,y)dxdy = fo[O,l] fx,y)dzdy.
Viszont

1
/,4x[0,119<x’y) dwdy:/Ago(:c)d:cz/A(/O f(:c,y)dy) dx:/Ax{o,l] f(x,y) dz dy,

amint allitottuk.

Az el6z6 példa mddositott vdltozata: Legyen az (2,.A, P) valésziniiségi mez6 az 2 =
[0,1] x [0,1] egységnégyzet, rajta a szokdsos A Borel o-algebraval. Rogzitsiink egy
olyan h(:zs y) fliggvényt az egységnégyzeten, amelyre h(z,y) > 0 minden (z,y) pontban,
fo fo x,y)dzdy =1, és legyen a P mérték az egységnégyzeten a Lebesgue mertek sze-
rint h(z, y) surusegfuggvennyel rendelkezd mérték, azaz legyen P(B) = [, h gz, y) drdy
az egységnégyzet minden Borel-mérheté B részhalmazan. Legyen .7-" az A x [0, 1] alaku
halmazokbdl allé o-algebra, ahol A € By, és B; a [0, 1] intervallumon generalt o-algebrat
jeloli. Tekintsiink egy tetszOleges (mérhetd és a P mérték szerint integralhatd) f(z,y)
fliggvényt az egységnégyzeten, és szamoljuk ki az E(f(z,y)|F) feltételes varhato értéket
az (Q, A, P) val6szintiségi mezén.

A mddositott példaban felvetett probléma megolddsa. A keresett feltételes varhato érték
a kovetkez6: Definialjuk a

ey By o F@y)h(e,y) dy
/0 ft ’y)fol h(z,z)dz Y fol h(x,y) dy

és g(z,y) = go(x) fiiggvényeket. Azt allitom, hogy a g(z,y) fiiggvény a keresett feltételes
varhaté érték. Ez a fliggvény nem fligg az y koordinatdl, igy F mérheto. Azt allitom,
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hogy E(f(x,y)|F) = g(x,y). Azt kell ellendrizni, hogy fo[o,1] g(z,y)h(z,y)drdy =
fo[o I f(z,y)h(x,y) dr dy minden mérheté A C [0, 1] halmazra. Viszont

/AX[OJ] g(x,y)h(x,y) de dy = /A (/01 h(z,y) dy) go(x) dz

= /A (/01 flz,y)h(z,y) dy) dz = /A><[0,1] [z, y)h(z,y) dz dy,

amint allitottam. A kapott eredmény megfelel szemléletes képiinknek, amely szerint
rogzitett xo szamra az E(f(z,y)|x = z¢) feltételes varhat6 értéket tigy szamolhatjuk
ki, hogy az f(zo,y) fiiggvényt kiintegréljuk az y valtozé szerint, de nem a h(zg,y)

h(zo,y)
fol h(zo,y) dy
Késobb targyalni fogok olyan eredményeket, amelyek az itt kapott képletet specidlis
esetként tartalmazzak.

strliségfiiggvény, hanem ennek normalizaltja a strliségfiiggvény szerint.

Kovetkezo témank a feltételes varhaté érték legfontosabb tulajdonsidgainak ismer-
tetése, és az, hogy hogyan lehet a feltételes varhato értékekkel szamolni.

Az alabbi tételben felsorolom a feltételes varhaté érték legfontosabb tulajdonsagait.
Erdemes észrevenni, hogy ezek a tulajdonsdgok megfelelnek szemléletes képiinknek.
Olyan tényeket fejeznek ki példaul, hogy amennyiben a feltételben szereplé F o-algebra
fliggetlen a & valdszintliségi valtozotol, amelynek a feltételes varhato értékét szamoljuk,
akkor ez a o-algebra semmilyen informéaciét nem ad a £ valdszintiségi véaltozé viselke-
désérél, ezért az E(E|F) feltételes varhaté érték megegyezik az E¢ vérhatd értékkel
(5. tulajdonsag). Ha viszont a & valdsziniiségi valtozé F mérhetd, akkor F ismeretében
Ot is ismerjiik, ezért feltételes varhato értéke megegyezik a valoédi értékével, sét ha egy
&n szorzat feltételes varhato értékét szamoljuk, akkor &€ kiemelheto a feltételes varhato
érték elé. (6. tulajdonség.)

Rogzitsiink egy (2, A, P) val6szinliségi mez6t, és legyen F C A az ebben a valdszi-
niségi mezoben szereplé A o-algebra egy rész-o-algebraja. Az aldbbi tulajdonsagokban
szereplo valdszintiségi valtozok az el6bb rogzitett valdsziniiségi mezon vannak definialva.

Tétel a feltételes varhatd érték tulajdonsagairdl.

o0
1. Ha ) |ak|E|&k| < 0o, F C A tetszdleges o-algebra, akkor
k=1

E (Z ark
k=1

2. Ha E|§] < o0, G C F C A tetszbleges o-algebrdk, akkor E (E(£|F)|G) (w) =
E(&|G)(w) majdnem minden w € Q pontban. Specidlisan E (EE|F)) = E€.

3. Ha & olyan valdsziniiségi vdltozé, amelyre P(a < & < b) = 1 alkalmas —oco < a <
b < oo szamokkal, F C A o-algebra, akkor a < E({|F)(w) < b majdnem minden

F) (w) = Z ar E(&k|F)(w)  majdnem minden w € ) pontban.
k=1
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w € Q pontban. Altaldnosabban, ha ¢(w) > n(w) majdnem minden w € Q pontban,
akkor E(&|F)(w) > E(n|F)(w) majdnem minden w € £ pontban.

4. E(¢|A)(w) = &(w), ahol A a wvaldsziniségi mezé definicidjaban szerepld ,,legna-
gyobb” o-algebra. Ha Ay jeloli a trividlis o-algebrdt, amelyik csak az Q és () iires
halmazbdl dll, akkor E(£|Ao)(w) = EX.

5. Ha E|§] < 0o, F C A, a & valdszinliségi vdltozo fiiggetlen az F o-algebratol, azaz
ha tetszéleges F € F és a szdmegyenesen lévé Borel mérheté B C R' halmazokra,
P{w: &(w) € B}NF) = P({w: {(w) € B})P(F), akkor E(§|F)(w) = E.

6. Ha E¢? < 00, En? < 00, F C A, a & valésziniiségi viltozé F o-algebrdra mérhetd
valdszintiségi vdltozd, azaz tetszbleges a szdmegyenesen lévé Borel mérheté B C R*
halmazra, {w: {(w) € B} € F, akkor E({n|F)(w) = {(w)E(n|F)(w) majdnem
minden w € Q pontban. Specidlisan, ebben az esetben E(&|F)(w) = {(w) majdnem
minden w € £ pontban.

A tétel bizonyitisa. Az 1. tulajdonsag bizonyitdsahoz azt kell beldtni, hogy minden
F € F halmazra

/(Z%E(fk]f)(w)> P(dw):/ <Zak§k)(w)) P(dw).
F \k=1 F\i

Ez az &llitds viszont igaz, mert a feltételes varhato érték definiciéja és az integral
alapveto tulajdonsagai alapjan

L(ZWE@VWQPMMZEJWLMMHWWMM
=Y F@(w)P(dw) = /F (Z akfk(w)> P(dw).

A fenti szamoldsban a Lebesgue tétel biztositotta az integralok végtelen Osszegeivel

oo
végrehajtott szamoldsok jogossagat, illetve azt a tény, hogy a > |ax|F|&k| < oo felté-
k=1

telbél a > |ak|E|E(&k|F)| < oo relacid is kovetkezik. Ez azért igaz, mert |E(Eg|F)| <
k=1

E(|&||F ),_ amit nem nehéz kozvetleniil belatni, de kovetkezik a 3.) tulajdonsagbdl
(aminek bizonyitasaban nem hasznaltuk az 1.) tulajdonsagot), és E(E(|¢x||F)) = E|&k|.

A 2. tulajdonsag els6 allitdsanak belatasahoz azt kell ellendrizni, hogy az adott feltételek
mellett minden G € G halmazra

/wmmw:/EMwamm
e G

mert a feltételes varhato érték definicidja alapjan
| B@RI@IP() = [ BEEFIO@P().
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A kivant azonossag viszont igaz, mert az adott feltételek mellett G € F. A masodik
allitas belatasa érdekében tekintsiik a trivialis csak a teljes és iires halmazbdl allé Ay =
{0,Q} o-algebrat, és vegylik észre, hogy Ao C F minden a valészinliségi mez6n definialt
F o-algebréara, masrészt E(n|Ag) = En tetszbleges n valésziniiségi valtozéra. Innen

EE(§|F) = E(E(|F)|Ao) = E(£]Ao) = EX.

A 3. tulajdonsag azért érvényes, mert, ha {(w) > n(w) majdnem minden w € 2 pontban,
akkor

[ Be@RI@IP() = [ s@P(do) = [ n@P(a) = [ Boim@P()

minden F' € F halmazra. Innen kovetkezik, hogy az
Fo ={w: E(¢|F)(w) < E¢|F)(w)} € F

halmazra P(Fy) = 0. Ellenkez& esetben ugyanis nem teljesiilne a fenti egyenl6tlenség
az Fy = F halmazra. Mivel az azonosan konstans fiiggvények feltételes varhaté értékei
onmagukkal egyenld, ezért, ha a < & < b egy valdszintliséggel, akkor

= E(a|F) < E(¢|F) < E(O|F) = b.

A 4. tulajdonsag bizonyitdsa trivialis, ezért azt elhagyom.

Az 5. tulajdonsag bizonyitasdhoz azt kell belatni, hogy ha F' € F, és az F o-algebra
fliggetlen a & valdszinliségi valtozétdl, akkor

/F £(w) P dw) = /F Be(w)P(dw) = P(F)EE.

Viszont ebben az esetben az F' halmaz Ir(w) indikdtor fiiggvénye fiiggetlen a &(w)
valészintliségi valtoz6tdl, ezért [, &(w)P(dw) = Elp(w)é(w) = Elp(w)E¢ = P(F)EE.

A 6. tulajdonsag bizonyitdsdhoz azt kell beldtni, hogy ha E¢? < oo, En? < oo és & F
mérhet6 valdszintiségi valtozo, akkor minden F' € F halmazra

/5 E(n|F) () P( dw) /s ).

Abban az esetben, ha a £ valdsziniiségi valtozé egy B F mérheté halmaz indikator
fiiggvénye, akkor ez az allitas nyilvanvald, mert ekkor B N C € F, ezért

/ £(w)E (| F)(w) P dw) = /F BiR)@)P(d)

- / 0(w)P(dw) = / £(w)n(w)P(dw).
FNB F
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Ezutan az 1. tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy a bizonyitandé azonossig érvényes olyan
§(w) = > cjlp,(w) lépcsds fiiggvényekre is, melyeket véges sok B; € F halmaz in-
dikatorfiiggvényének linearis kombinéciéjaként kapunk. Mivel tetszéleges F mérheto
& valdszintiségi valtozo jol approximélhaté ilyen 1épcsos fliggvényekkel, innen standard
hataratmenettel be lehet latni az allitdst. Ennek részleteit elhagyom.

Megfogalmazom és bebizonyitom a fenti allitasok egy érdekes kovetkezményét az
alabbi tételben.

Tétel a feltételes varhaté érték egy optimum tulajdonsagardl. Legyen adva egy
€ waldszintiségi vdltozd, amelyre EE? < oo, és eqy F o-algebra, F C A, egy (2, A, P)
valdszinidségi mezén. Ekkor az E(E|F) feltételes valdsziniiségnek meguan a kévetkezd
optimum tulajdonsdga:

E[6(w) — B(EF) W) = inf B(&(w) = n(w)).

n F mérhetd
valészintiségi valtozé, En?<oo

1. megjegyzés: A fenti tétel azt fejezi ki, hogy ha a & valdszinliségi valtozot az F
o-algebra eseményeitdl fiiggd valdszintiségi valtozoval, azaz F mérheté valdsziniiségi
valtozoval akarjuk becsiilni, és két becslés koziil azt tekintjiik jobbnak a masiknal, ame-
lyikre a becslés és a & valdszintiségi valtozo kozotti kiilonbség négyzetének a varhato
értéke kisebb, akkor az E(&|F) feltételes varhaté érték az optimélis becslés. Megjegy-
zem, hogy a bevezetd valdsziniiségszamitas eldoadasban szerepelt egy eredmény, ame-
lyik a fenti &allitas specialis esetének tekintheto. Nevezetesen belattuk, hogy Varé =
E(¢ — E&)? < E(€ — a)? tetszlleges a valés szamra. Ha definidljuk azt a trividlis
Fo = {0,9Q} o-algebrét, amelyik csak az {ires halmazbdl és a biztos eseménybdl all,
akkor erre a o-algebréara csak a konstans fliggvények mérhetoek, és erre a Fy o-algebrara
nézve E(&|Fy) = FE. Ezért az el6bb megfogalmazott tétel az ebben a megjegyzésben
megfogalmazott allitast jelenti ebben a specialis esetben.

2. megjegyzés: Az (Q, A, P) téren mérheté és négyzetesen integralhaté fiiggvények
(valészintiségi valtozdk) egy ugynevezett Lo teret alkotnak, ami Hilbert tér és az F
mérhetd, négyzetesen integralhaté fiiggvények e tér egyik alterét alkotjak. Ebben az
interpretaciéban a fenti eredmény azt mondja ki, hogy a Hilbert tér ezen alterének a
Hilbert tér egy £ eleméhez legkdzelebbi eleme az E(&|F) valdsziniiségi valtozo. A Hilbert
terek gy tekinthetdk, mint (esetleg) végtelen dimenzids euklideszi terek. Tudjuk, hogy
egy euklideszi térben egy ponthoz egy altérben levo pontok koziil a legkozelebbi pont
e pont merdleges vetiilete az altérre, tovabbé ez a tulajdonsag érvényes Hilbert terekre
is. Az aldbb ismertetett bizonyitds tulajdonképpen ezen geometriai kép altal sugallt
modszer kidolgozasa a most vizsgalt esetben.

A tétel bizonyitdisa. Legyen n tetszéleges F mérhet6 négyzetesen integralhaté fiiggvény.
Belatjuk, hogy

En(w)(§(w) — E(¢|F)(w)) =0 azaz  En(w)§(w) = En(w)E(|F)(w).
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(Ez jelenti azt, hogy &(w) — E(§|F)(w) a &(w) valdsziniiségi valtozé ortogondlis vetiilete
az F mérheté és négyzetesen integralhaté fliggvények alterére.) Ez az éllitds azért igaz,
mert

En(w)é(w) = E(E(né|F)(w)) = En(w)E(¢]F)(w)
a feltételes varhato érték el6zo tételben megfogalmazott 2. és 6. tulajdonsagai alapjan.
Innen tetszoéleges n F mérhetd, négyzetesen integralhaté fiiggvényre

E(n—€)?=E((n— EEF)) + (E(F) - )
= E(n— E(&|F))* + E(B(E|F) - €)% + 2E(n — E(&|F))(E(E|F) - €))
= E(n— E(§|F))* + E(E(E|F) — €)° > BE(& — E(¢|F))?,

mert E(n — E(&|F))(E(E|F) — ) = En(E(|F) - £)) — E(EE|F))(EEF) - §)) =
0. (E(E¢IF))(EEF)—¢E) =0, mert E(E|F) F mérhetd valdszintiségi valtozd, igy
n = E(§|F) valasztassal is alkalmazhatjuk az En(§ — E(§|F)) = 0 azonossdgot.) Az
E(n—&)? > E(& — E(£|F))? egyenlStlenségbdl kovetkezik a tétel dllitasa.

Az €l6z6 tételben megfogalmazott eredmény fontos mind a valdszinliségszamitas-
ban, mind a statisztikdban. A statisztikdban alapvet6 kérdés az, hogy hogyan lehet egy
ismeretlen mennyiséget (jelen esetben egy valdszintiségi valtozot) ismereteink alapjan
(jelen esetben a F o-algebra, illetve annak ismeretében, hogy e o-algebra mely halmazai
kovetkeztek be, és melyek nem) minél jobban megbecsiilni. A becslés jésaganak termé-
szetes mérése az, hogy milyen kicsi a becslés és becsiilt mennyiség kozotti kiillonbség
négyzetének a varhato értéke. A fenti eredményt ugy lehet interpretalni, hogy az
E(¢|F)(w) feltételes varhaté érték a (w) valdsziniiségi valtozé legjobb kozelitése vala-
mely F mérhet§ valdszintiségi véltozéval (az Lo(€2,.A, P) térben). Egy komoly kellemet-
lenség, hogy a feltételes varhaté érték kiszamitasa nagyon bonyolult feladat. Egy fontos
specialis esetben azonban, amikor normalis eloszlast vektor bizonyos koordinatainak
ismeretében a tobbi koordinata feltételes varhatd értékét akarjuk kiszamitani ez a
probléma viszonylag egyszerti. Errol szdl a kovetkezo feladat. Csak azt a specidlis esetet
tekintem, amikor egy kétdimenziés normalis eloszlast vektor egyik koordinatdjanak a
feltételes varhatd értékét akarjuk kiszamolni a masik koordinata ismeretében. De ezt a
feladatot viszonylag konnyen altalanosithatjuk.

Feladat:

Legyen (&,m) egy két-dimenzios normdlis eloszldsu véletlen vektor. Szamitsuk ki az
E(&|n) feltételes vdarhatd értéket.

Megoldas: Lattuk, (lasd a tobbvaltozos centélis hatéreloszlastétel eléadas eredményeit)
hogy & = an + ¢ alakban irhaté, ahol az a konstans alkalmas vélasztdsdval (nevezetesen
az a = CO\‘,’a—gm véalasztédssal) elérhetd, hogy a ¢ = & — an és n valdszinliségi valtozok
fiiggetlenek legyenek. Ezzel az a valasztassal

E(&|n) = E((an + Q)n) = aE(n|n) + E((|n) = an + E¢ = a(n — En) + E

_ Cov (&:m)
= TM(H—EU) + E¢
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a varhaté értéknek az el6zé tételben szereplo 1., 5. és 6. tulajdonsagai alapjan.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a fenti feladat eredménye szerint egy normalis eloszlasu
véletlen vektor egyik koordinatajanak a feltételes varhaté értéke a feltételben szereplo
koordinata linearis fliggvénye. Ez az allitas érvényes az itt nem targyalt magasabb di-
menziojui normalis vektorokra természetes modon megfogalmazhaté altalanosabb prob-
léma esetében is. Lattuk, egy el6z6 eredményben, hogy egy valdsziniiségi valtozo
feltételes varhato értéke feltéve bizonyos mas valdszinliségi valtozdkat megegyezik a te-
kintett valészintiségi valtozonak a feltételben szerepl6 valdszintiségi valtozok segitségével
megadhaté legjobb kozelitésével az Lo norméban. A fenti feladat eredménye (illetve an-
nak itt meg nem fogalmazott magasabb dimenzids &ltaldnositdsa) azt mondja, hogy
abban a specialis esetben, ha egy normalis vektor koordinatdinak a feltételes varhato
értékét akarjuk kiszamolni feltéve maés koordinatdak értékeit, akkor ez a legjobb Lo-
norméban vett kozelités egyben a legjobb (a feltételben szerepld valdsziniiségi valtozdk-
kal kifejezhet8) Lo normdban vett linedris kozelités. E tény alapvetd szerepet jatszik
sok elméleti statisztikai vizsgalatban.

Lattuk korabban, hogy egy véletlen vektor fiiggvényeinek a varhatd értékét ki
tudjuk szamolni a véletlen vektor eloszlasa szerinti alkalmas (Lebesgue) integrél se-
gitségével. Felmeriil a kérdés: Lehet-e hasonld kalkulust kidolgozni a feltételes varhato
értékek kiszamolasara? A feltételes varhato értékeket szeretnénk a feltételes eloszlasok
segitségével kiszamolni. FErre a kérdésre lényegében pozitiv véalaszt lehet adni. A
megfelel6 kalkulus kidolgozasa érdekében a kovetkezd két problémat kell megoldani.

i. Adjunk meg jo feltételes eloszlasokat, azaz definidljuk a P(§ € A|F)(w) feltételes
valoszinliségek rendszerét minden B Borel mérheté halmazra igy, hogy jél tudjunk
vele szamolni.

ii. Talaljuk meg az integralformulakat a feltételes varhaté értékek kiszamoldsara.

E két probléma koziil a masodik a kevésbé nehéz. Az elsé probléma kapcsan ko-
moly nehézségek 1épnek fel. Ezek azzal fiiggnek Ossze, hogy Lebesgue integralt csak
(o-additiv) mértékek szerint tudunk alkalmazni, ezért a feltételes eloszlasokat gy kell
definialni, hogy azok majdnem minden w-ra mértékek legyenek. A feltételes valésziniisé-
gek felsorolt tulajdonsagai koziil az elsé egy ilyen jellegi tulajdonsagot fogalmaz meg, ha
az ott felirt azonossagot & = I(w: &(w) € Ay) alaki valésziniiségi véltozokra alkalmaz-
zuk. De a feltételes valészintiség csak egy valdszintiséggel van definidlva. Elképzelheto,
hogy a megkovetelt azonossagok koziil az egyik egy null mértékii halmazon nem teljesiil.
Akkor ezt ki tudjuk javitani a feltételes valdsziniiségek médositasaval egy null mértéki
halmazon. De még a legegyszerlibb esetekben is kontinum sok egy valdszintiséggel tel-
jestilé azonossagot kell egyszerre teljesiteni. Az, hogy ez lehetséges korantsem magéatol
értet6do.

Van egy fontos specialis eset, amikor a kivant tulajdonsigu feltételes eloszlasoknak
nemcsak a létezését tudjuk biztositani, hanem azokat explicit médon meg is tudjuk
adni, igy jol tudunk veliik szamolni. Errol szol a kovetkezo, statisztikai alkalmazasokban
fontos eredmény. Ebben a kovetkezo kérdéssel foglalkozunk.
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Egy k + [ dimenzids (&1,...,&k,m,...,m) véletlen vektornak ismerjiik a (1étezd)
flx1,...,xk,y1,-..,y;) slrlségfiiggvényét, és ki akarjuk szamitani e véletlen vektor
valamely h(&q, ..., &, n1,...,m) figgvényének a feltételes varhato értékét az n; = yi,

., m = 1y feltételek mellett. FEnnek érdekében egy olyan formuldt bizonyitunk
a (&1,...,&) véletlen vektor feltételes eloszlasara, feltéve az m1 = y1,...,m = u
feltételeket, amely lehetové teszi, hogy a kozonséges varhato értékek kiszamolasara ta-
nult formulakat adaptaljuk erre az esetre is, és kiszamitsuk a minket érdeklo feltételes
varhaté értékeket.

Tétel feltételes eloszlasok kiszdmolasardl. Legyen (&1,...,&k,m1,...,m) egy olyan
véletlen vektor az R¥! k4 1 dimenzids euklideszi térben, amelynek létezik stiriségfiigg-
vénye, amit f(z1,..., %k, Y1,...,y1)-lel fogok jelolni.

Ebben az esetben létezik a (&1, ..., &) véletlen vektornak feltételes siiriiségfiiggvénye
feltéve azmy = y1,...,m = y; feltételeket, és az megadhato az

f(xla"kaayla"'uyl)
g<y17"'7yl)

f(xl,-“axk|y17"'7yl):

’

képlet segitségével, ahol

g(ylu"'ayl) :/f(xla"'7xk7y17"'7yl)d$17'” d(lfk,

azaz az (m1,...,m) véletlen vektor siriiségfiggvénye. Ez azt jelenti, hogy tetszdleges
Borel mérheté A C R* halmazra

P({w: (G(w),... &(w)) € Atm(w) = v1,...,m(w) =w)
:/Af(a:l,...,xk|y1,...,yl)dm1...dwk.

A tétel bizonyitdsa. Annak igazolasahoz, hogy a fenti feltételes valoszintiségeket az adott
moédon ki lehet szdmolni a (%) formulét kell ellenérizni ebben az esetben, azaz azt kell
megmutatni, hogy minden A C R* és B € R' Borel mérheté halmazpérra

P({w: (&1(w), .- & (W) € A n{w: (m(w),...,m(w)) € B})

:/ /f(xlu'"7Ik|y17"'7yl)dx1---da’}k g<y177yl)dy1dyl
B A

Ez az azonossag viszont érvényes, mert

/{/ flay, oo zklyr, - csy) dey .o dag | (Y1, -+ y) dya - .. dy;
B lJA

:/A Bf(xl,...,wk,yl,...,yl)dwl... drp dy; ... dy
= P (E@), ., E4(w)) € A} {w (@), mi(w)) € BY).
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Megfogalmazom az el6z6 tétel egy megfelel6jét, amely azt allitja, hogy a szamunkra
érdekes feltételes eloszlasok léteznek az dltalanos esetben. E tétel bizonyitdsat, amely
nem egyszeri, a kiegészitésben adom meg. Az eredmény szépséghibaja az, hogy csak
egzisztenciatétel, és nem ad lehetdséget a feltételes eloszlasok effektiv kiszamolasara.

Tétel regularis feltételes eloszldsok 1étezésérdl. Legyen (&1 (w),. .., E(w)) egqy k-
dimenzids valdsziniségi vektor egy (2, A, P) wvaldsziniségi mezén, F C A o-algebra.
Jelélje B a Borel o-algebrdt az R* k-dimenzids euklideszi téren. A (£1(w),. .., & (w))
véletlen vektornak létezik az F o-algebra szerinti reqularis feltételes eloszldsa, azaz meg
lehet adni egy olyan F(B,w), F(B,w): B x Q — R, fiigguényt, amelyre

i.) F(B,-) minden B € B halmazra F mérhetd valdsziniiségi valtozo.

ii.) F(-,w) minden w € Q pontra valdszintiségi mérték az R k-dimenzids euklideszi
tér B o-algebrdjdn, azaz F(R*,w) =1, 0 < F(B,w) < 1 minden B € B halmazra,
F ( U Bk,w) = > F(Bg,w) minden diszjunkt By, € B, k =1,2,..., halmazokbdl

k=1 k=1

allo rendszerre.

iii.) F(B,w) = P((§&1(w),...,&w)) € B|F) (w) minden B € B halmazra. Ez azt je-

lenti, hogy az F(B,w) figguény gy tekinthetd, mint a P ((&1(w), ..., &k (w)) € B|F) (w)

feltételes valosziniség eqyik verzidja.

A kovetkez6 tételben megfogalmazom azt az eredményt, amely miatt az el6z6 két
eredmény hasznos volt. Ebben egy véletlen vektor fiiggvényének a varhatd értékét
szamoljuk ki, mint ennek a fiiggvénynek a véletlen vektor eloszldsa szerinti integralt.
De e tétel alkalmazasahoz sziikséges a regularis feltételes eloszlasok létezése. Ezt biz-
tositja altalanos esetben az el6z6 tétel. Az el6tte targyalt tétel feltételes eloszldasok
kiszamoldsdrol eredménye lehetové teszi e regularis feltételes eloszlas explicit kiszamo-
lasat egy fontos specidlis esetben. A tétel bizonyitasat a kiegészitésben irom le.

Tétel a feltételes varhato érték kiszamolasardl regularis feltételes eloszlasok
segitségével. Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd, azon eqy F C A o-

algebra, eqy & = (&1,..., &) k-dimenzids ésn = (n1,...,m) l-dimenzids véletlen véletlen
vektor. Legyen tovabbd az (n1,...,m) véletlen vektor F mérhetd, és jelolje F(B,w),
BeBF, weQ, a(,... &) véletlen vektor reguldris feltételes eloszldsdt feltéve az F

o-algebrdt. Legyen h(xi,...,Tk,y1,...,41) egy k + 1 vdltozés Borel mérhetd fiiggvény,

amelyre E\h(&1, ... &kymiy--ym)| < oo. Az E(h(&1, ... &y, ..o m)|F) (w) feltételes
vdrhato értéket ki lehet szamitani a kovetkezo képlet segitségével:

E(h(fl,...,fk,’l’]l,...,nl”./f) (w)
= /h(acl, ey T,m (W), . m(w))F(day, ... dog, w).

Megjegyzés: A fenti eredmény azt mondja ki, hogy a feltételes varhato értéket a ter-
mészetes modon szamolhatjuk ki egy regularis feltételes eloszlas szerint. Azoknak a
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valészintiiségi valtozdknak, amelyek F mérhetoek, tudjuk az értékét a feltételben szereplo
F o-algebra ismeretében, ezért természetes ezek értékeit behelyettesiteni a tekintett
valoszinliségi valtozdéknak abba a fiiggvényébe, amelynek feltételes varhaté értékét ki
akarjuk szamolni. Ezutan ezt a feltételes varhatd értéket gy szamolhatjuk ki, hogy
a helyettesités utan kapott fliggvényt integraljuk a tébbi valdszintiségi valtozd F o-
algebra szerinti feltételes eloszlasa szerint. Megjegyzem, hogy ez az eredmény, illetve
annak albb ismertetett valtozata a feltételes eloszlasok kiszamolasdrol szolo tétel ered-
ményével egylitt egyszeri eljarast ad az elozd példa modositott vdltozata néven tekintett
feladat megoldasara.

Megfogalmazom a feltételes varhato érték kiszamitasarol szold tétel megfelelGjét
arra az esetre, ha az E(h(&1, ..., &, m,--,m)|lm = y1,...,m = yi) feltételes varhatd
értéket akarjuk kiszdmolni a P((&1,...,&) € Alm = y1,...,m = y;) feltételes reguldris
eloszlas ismeretében.

A feltételes varhato érték kiszamolasardl szdlé tétel egy valtozata. Legyen
adva egqy (2, A, P) valdszintiségi mezd, azon eqy eqy & = (&1,...,&) k-dimenzids és
n = (m,...,m) l-dimenzids véletlen vektor. Legyen adva tovibbd a & = (&1,...,&)
véletlen vektor F(Bly1,...,y1) feltételes eloszldsa feltéve az (ny,...,n;) véletlen vektort,
azaz legyen F(Bly1,...,y), B € B*, y; € R, 1 < j < I, egy fiigguény a kovetkezé
tulajdonsdgokkal:

a) Minden (y1,...,y) vektorra F(-|y1,...,y) valdszintiségi mérték az (R*,B¥) euk-
lideszi térben.

b) Minden B € B* halmazra F(B|-,-,-) Borel mérhetd figgvény az (R, B') térben.
¢) P((&,--- &) € Blm =y1,....,m=wy) = F(Bly1,...,u).

Legyen h(zx1,..., Tk, y1,-.-,y1) eqy k + 1 vdltozds Borel mérhetd fiigguény, amelyre
E|h’<£17 s 75]677717 s 777l)| < 00. Fkkor

E(h(flv"'7€kv7717"'777l)|771 =Yi,.---5M :yl)
= /h(acl,...,xk,yl,...,yl)F(dxl,...,da:k|y1,...,yl).

Ha létezik f(x1,...,xk|y1,. .., 1) feltételes siriségfigguénye az F(Blyi,...,y1) feltéte-
les eloszldsfiigguénynek, azaz létezik olyan f(---|---) fliggvény, amelyre teljesil az

F(B|y1,...,yk):/f(a:l,...,:ck|y1,...,yl)da:1...dack minden B € B¥ halmazra
B

azonossdg, akkor

E(h(&1, - &, om)lm =y, om = y1)
:/h(:z:l,...,xk,yl,...,yl)f(xl,...,xk|y1,...,yl)dx1... dxy,.
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Befejezésiil a kovetkezo két feladat megoldasat targyalom.
1. feladat:

Legyen ( és n két fliggetlen valdszintiségi véltozo, G (u, v) két-valtozés mérhetd fiiggvény.
Mutassuk meg, hogy EG(C,n)ln = y) = EG(C,y).

2. feladat:

Legyen (&,n) két-dimenziés normélis eloszlasi véletlen vektor. Mutassuk meg, hogy

—En) Cov (£, 1)°
_ _ _ Cov (&, E o 5
P(E < aly = y) = Onola), m = B+ SR & 0f = Varg — =

paraméterekkel, ahol ®,, ,(-) az m varhatd értékid és o szérdsii normalis eloszlasi valo-
szintiségi valtozd eloszlasfiiggvénye.

Megjegyzés: Az 1. feladat allitasa heurisztikusan természetes. Ugyanis, ha n = y, akkor
G(¢,n) = G(C,y) és mivel n és ( fliggetlen valészintiségi véltozdk, ezért n ismerete
semmilyen informéciét nem ad a  valdszintiségi valtozo viselkedésérdl. Ez azt sugallja,
hogy az EG((,n)|n = y) feltételes varhaté értéket ugy kapjuk meg, hogy a G((,y)
valészinliségi valtozé vérhaté értékét széamoljuk ki a (¢ eredeti eloszldsa szerint).

A 2. feladat allitasat az 1. feladat allitasnak és annak a ténynek a segitségével
tudjuk belatni, hogy egy két-dimenzids véletlen normélis eloszlasi vektor elsé koor-
dinataja kifejezheté a masodik koordindta és egy attdl fiiggetlen normalis eloszlastu
valészintliségi valtozo linedris kombinacidjaként. Vegyiik észre, hogy a 2. feladat ered-
ménye szerint £ feltételes eloszlasa rogzitett n = y feltétel esetén normalis eloszlas,
amelynek szorasa nem fligg az n = y feltételtol.

Az 1. feladat megolddsa: Legyen F(u) a C, H(y) az n valésziniiségi valtozé eloszlés-
figgvénye. Ekkor EG((,y) = [ G(u,y)F(du), és azt kell beldtnunk, hogy tetszdleges
Borel-mérhet6 A halmazra [, EG((,y)H(dy) = EG(¢,n)Ia(n). Viszont

G(C.m)Ta(n) = / La(y)G (u, y) F( du)H( dy)
- [ 1w [ / G(u,wF(du)] H(dy) = [ By ()

a Fubini tétel alapjan, ahol I4(-) az A halmaz indikdtorfiiggvényét jeldli.

A 2. feladat megolddsa. A tobbdimenzids normaélis eloszlasrdl szol6 elbadéds eredményei

alapjan a (&,n) véletlen vektor ¢ koordindtija eléallithaté & = an + ¢ alakban a =
&’\}'a—(ﬁ’?m valasztassal ugy, hogy ( = £ —an és n fiiggetlen, normalis eloszlasu valdoszintiségi
valtozok. Ezért P(§ < zln=y) = Plan+( < zln =y) = Play + ( < x) az 1. feladat
eredménye alapjan. (Ez az 1. feladat eredményébdl kovetkezik, ha azt a kovetkezd
G(u,v) = Gy (u,v) figgvényre alkalmazzuk: G(u,v) =1, ha u+av < z, és G(u,v) =0,
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ha u + av > 0, ahol a = &%) Viszont ¢ normélis eloszlésti valésziniiségi valtozo

E{—aEn = E¢— Cov (EmEN y4rhaté értékkel és Var € +a?Varn—2aCov (£,71) = Var & —

Varn
2
% szérasnégyzettel. Masrészt Eay+( = ay+FE(, és Var (ay+() = Var ¢, ahonnan

kovetkezik, hogy a feladat megoldasaban megjelend normalis eloszldsnak valéban az ott
megadott m varhaté értéke és o2 szérasnégyzete van.

Kiegészités.
El6szor a kovetkezo az el6adés f6 részében megfogalmazott eredmény bizonyitasat is-
mertetem.

A waldszindiségi vdltozok mérhetd figgvényeinek a jellemzésérdl szolo tétel bizonyitdsa.
Az analizis dltaldnos eredményeibdl kovetkezik, hogy ha g(x1,...,xx) Borel mérhetd
fiiggvény, akkor a g(&1,. .., &) valészinliségi valtozé mérhetd a &1, ..., &, valoszintiségi
valtozok altal generalt F o-algebrara. Az allitds megforditasat elészor a F mérheto
indikator fliggvényekre latom be, azaz megmutatom, hogy ha A € F, akkor létezik
olyan g(x1,...,x) Borel mérhetd fliggvény, amelyre g(&1(w), ..., &k(w)) =1, haw € A,
és g(&1(w), ..., &k(w)) =0, haw ¢ A. Tovdbbd ez a g(x1,...,xy) fiiggvény vilaszthat6
gy, mint az R* tér egy Borel mérhet6 halmaz indikétor fiiggvénye.

k
Abban a specidlis esetben, ha A = [[ [({w: §;(w) € Bj}) valamely Bi,..., By
j=1

Borel mérhet§ halmazokkal, és I(B) egy B halmaz indikator fliggvényét jeloli, az
allitas nyilvanvalé a g(x1,...,25) =1, haz; € B;, 1 < j <k, és g(x1,...,25) =0
egyébként fiiggvényvalasztassal. Ezért elég belatni, hogy a kivant tuladjonsaggal ren-
delkez6 halmazok o-algebrat alkotnak. Ez viszont kovetkezik a kovetkezo észrevételbol.

Ha I(w: w € A) = g(&(w), ..., & (w)), akkor [(w: w ¢ A) =1 — g(fl(w),..éo,gk(w)),
és ha I(w: w € 4j) = g;(&(w),... . &(w)), 7 = 1,2,..., akkor I(w: w € | 4;) =

7j=1
g(&(w), .., &k (w)) g1, ..., xK) =  nax g(z1,...,xy) valasztassal, és az igy definidlt
<gy<oo
g(x1,...,xy) fliggvény szintén egy Borel mérhet$ halmaz indikator fliggvénye.

Ezutan konnyen lathatd, hogy amennyiben az 7 valészintiségi valtozé 1épcsos fiigg-
!
vény az (2, F, P) téren, azaz felithaté n = > ¢;I(A;) véges Osszeg alakban valamely

j=1
A; € F diszjunkt halmazok Gsszegeként, akkor létezik n = g(&1, . . ., &) alaki el6allitasa
alkalmas Borel mérhetd fiiggvény segitségével. Tovabba, ha n;, j = 1,2..., 1épcsds
fliggvények, supn;(w) < oo minden w € 2 elemi eseményre, akkor az n = supmn;
valésziniiségi véltozo is eléallithaté a kivéant n = g(x1, ..., xx) alakban.

Valéban, legyen n; = g;(€1,...,&), § = 1,2,..., és definidljuk a g(x1,...,25) =
sup g;(x1,...,xx) fiiggvényt, ha supg;(x1,...,z5) < 00, és legyen g(x1,...,x5) = 0,
ha sup gj(z1,...,2,) = co. Ez megadja a kivant el6allitast. Mivel tetsz6leges pozitiv

F mérhet6 valdszintiségi valtozo elédllithatd, mint monoton névekvo elemi fiiggvények
limesze, innen kovetkezik az ilyen valdszintiségi valtozék kivant alaku eléallitasa is.
Ezutéan egy altaldnos n valdszintiségi valtozét felirva n = iy — n_ alakban, ahol ny =
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max(n,0), n— = —min(n,0), megkapjuk a kivant reprezentaciot tetszbleges F mérhet&
valoszinliségi valtozéra.

A kivant eléallitas (a tétel értelmében vett) egyértelmiiségének beldtasa érdekében
vegyiik egy 1 valészintiségi valtozo két

nw) = g1(&1(w), -, &k (W) & nw) = ga2(&1(w), .- -, k(W)

eléallitdsat és a h(xy,...,zx) = g1(z1,...,2k) — g2(x1,...,2) killonbségfiiggvényt.
Ekkor h(&1(w),...,&k(w)) = 0 majdnem minden w € 2 elemi eseményre, és ez csak
ugy lehetséges, ha h(xy,...,zr) = 0 a (&1,...,x%) véletlen vektor u eloszldsa szerint

majdnem minden pontban.

A feltételes regularis eloszlas létezésérol szolo tételnek alabbi altalanosabb alakjat
bizonyitom, amelyben értékiiket tetszéleges teljes szeparabilis metrikus térben felvevo
valészintiiségi valtozdkat tekintek.

Tétel regularis feltételes eloszlasok 1étezéséril. Legyen {(w) egy értékeit valamely
(U, p) teljes szepardbilis metrikus térben felvevd valoszindségi vdltozo egy (2, A, P) valo-
szintiségi mezon, és legyen adva a valoszinidségi mezd valamely F C A rész-o-algebraja.
Jeldlje B a Borel o-algebrat az (U, p) metrikus téren. A &(w) valdszindiségi vdaltozonak

létezik az F o-algebra szerinti requldris feltételes eloszldsa, azaz meg lehet adni egy olyan
F(B,w), F(B,w): BxQ — R fiiggvényt, amelyre

i.) F(B,-) minden B € B halmazra F mérhetd valdsziniiségi vdltozd.

it.) F(-,w) minden w € § pontra valdsziniségi mérték az (U, p) metrikus tér B o-
algebrdjan, azaz F(U,w) =1, 0 < F(B,w) < 1 minden B € B halmazra, és

F <G Bk,w> = iF(Bk,CU)
k=1 k=1

minden diszjunkt By, € B, k= 1,2,..., halmazokbdl dallo rendszerre.
iti.) F(B,w) = P({(w)) € B|F) (w) minden B € B halmazra. Ez azt jelenti, hogy
az F(B,w) figgvény ugy tekinthetd, mint a P ({(w)) € B|F) (w) feltételes valdsziniség
eqyik verzidja. Ez ugy is megfogalmazhatd, hogy F(B,w) annak a Qp mértéknek a a P
valosziniségi mérték szerinti dc?—PB Radon—Nikodym derivdltja az (2, F, P) mértéktéren,
amelyet a Qp(A) = P(BNA), A € F, képlet definidl.

A tétel bizonyitasa el6tt megfogalmazok néhany a bizonyitasban hasznos allitast
lemma forméjaban. Ezek bizonyitasat itt nem targyalom.

1. lemma. Egy (X, A) mérhetd tér megszamldlhato sok A mérhetd halmazdbol dallo C
halmazrendszert tartalmazo legszitkebb algebra szintén megszimldlhato szamossagi.

2. lemma. Legyen (X, p) egy szepardbilis teljes metrikus tér, és p eqy véges mérték e
tér A Borel o-algebrdjin. Ekkor minden B € A halmazra és € > 0 szdmra létezik olyan
K C B kompakt halmaz, amelyre p(K) > u(B) — ¢.
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3. lemma. Legyen K1 O Ky O --- eqymasba skatulydzott kompakt halmazok csalddja

oo

eqy (X, p) szepardbilis teljes metrikus térben, amelyek metszete tres, azaz (| K, = 0.
n=1

Ekkor létezik olyan n index, amelyre K, = (.

4. lemma. Legyen p egqy (végesen) additiv, nem negativ halmazfiggvény egy X tér
C algebrdjin. Ez a p halmazfiigguény o-additiv a C algebran, ha teljesiti a kovetkezo
folytonossagi tulajdonsdagot: Minden olyan egymasba skatulydzott By O By O B3 D -+,
oo
B, €C, n=1,2,..., halmazrendszerre, amelyre (| B, = 0 teljesil a lim u(B,) =0
n—oo

n=1
reldcio.

Az 6todik lemma megfogalmazédsa el6tt bevezetem a kovetkezé definiciot.

Monoton halmazosztalyok definiciéja. Ha eqgy X halmaz részhalmazainak C csaldd-

oo
ja olyan tulajdonsdgi, hogy Cy, € C, Cp, C Cpy1, n=1,2,..., esetén Cr, = |J Cp, €C,

n=1

oo
és Cp, € C, Cp, 2 Cpy1, n = 1,2,..., esetén Cr, = [ C,, € C, akkor C-t monoton

n=1
halmazosztalynak nevezzik.

5. lemma. Egy C algebrdt tartalmazo monoton halmazosztily tartalmazza a C algebra
altal generdlt o-algebrat is.

A tétel bizonyitdisa. El6szor megmutatom, hogy a tétel bizonyitasat a kovetkezo ‘A tu-
lajdonsag’ igazolasara lehet visszavezetni.

A tulajdonsdg: Létezik egy (megszamlalhaté sok halmazbdl all6) C C B algebra az
(X, p) metrikus téren gy, hogy a B o-algebra a C algebra &ltal generélt legsziikebb
o-algebra, valamint a Q(C,w) = P({(w) € C|F)(w) feltételes valdsziniiségeknek
egy verzidja minden C' € C halmazra és egy olyan Qo C Q a P() = 1 és Qq €
F tulajdonsagokat teljesité halmaz, amelyekre a P(:|F)(w) halmazfiiggvény 1-re
normalt mérték a C algebran minden w € 0y elemi eseményre.

El6szor megmutatom, hogy feltehetjiik, hogy az ‘A tulajdonsag’-ot teljesité rend-
szerben €y = (). Ennek érdekében rogzitsiink egy tetszoleges Py valdszinliségi mértéket
a C algebran, és terjessziik ki a Q(C,w) = P(§ € C|F)(w) figgvényt az w € Qg halmazrdl
az w € () halmazra a koévetkezd képlet segitségével: Q(C,w) = P(C|F)(w) = Py(C)
minden C' € C halmazra és w € Q \ Q) elemi eseményre.

Ezutén tekintsiikk minden w € Q) elemi eseményre a Q(+, w) mérték egyértelmii kiter-
jesztését a C algebrérdl a B o-algebréara. Azt allitom, hogy az igy kapott Q(B,w), B € B,
w € Q, fiiggvény vialaszthatd, mint a £ valészinliségi valtozé Q(B,w) = F(B,w) =
P(¢(w) € B|F)(w) feltételes eloszldsa az F o-algebra szerint. Ehhez azt kell belatni,
hogy a Q(B,w) fliggvény teljesiti a tételben felsorolt (i), (ii) és (iii) tulajdonsagot.

Tekintsiik azon B halmazok By osztalyat, amelyek teljesitik az (i) tulajdonsagot.
Ekkor C C By, és nem nehéz belatni, hogy By monoton halmazosztaly. Ezért az
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5. lemma alapjan B C By, tehat az (i) tulajdonsag teljesiil. A (ii) tulajdonsag teljesiilése
nyilvdnvalé. A (iii) tulajdonsig igazoldsdhoz azt kell ellenérizni, hogy P(B N F) =
J» Q(C,w) dP(w) minden F € F és B € B halmazra. Ennek érdekében definidljuk min-
den F € F halmazra a py p(B) = P(BNF) és po,p(B) = [, Q(B,w)dP(w), B € B,
halmazfiiggvényeket. Mivel mind 1 p mind po p mérték, és py p(C) = p2 p(C) minden
C' € C halmagzra, a mértékek kiterjesztésének egyértelmiisége miatt egy algebrardl az
altala generalt legszlikebb o-algebrara a két mérték megegyezik, és a (iii) tulajdonsig
is teljestil.

Ezutan be kell latni az ‘A tulajdonsag’-ot. Felhaszndlva azt, hogy (X, p) szeparabilis
metrikus tér, tudunk valasztani megszamlalhaté sok (nyilt) gdbmbot, amelyek generaljak
a B o-algebrat. (Vehetiink egy mindeniitt stiri megszamldlhaté halmazt az (X, p)
metrikus téren és az e halmaz pontjai koriili racionélis sugart gémboket.) Az e hal-
mazokat és az X halmazt tartalmazo legsziikebb algebra szintén megszamlalhaté sok
elembdl all az 1. lemma szerint, és ezt fogjuk valasztani az A tulajdonsagot teljesit6
rendszerben a C algebranak.

Vezessiik be a u(B) = P({ € B), B € B, képlettel definidlt p mértéket az (X, p)
metrikus tér B Borel g-algebrdjan. Ezutan, felhasznalva a 2. lemma eredményét és azt a
tényt, hogy két kompakt halmaz unidja is kompakt halmaz valaszthatunk minden C' € C

halmazhoz kompakt halmazok olyan Ki o C Ky ¢ C --- monoton sorozatat, amelyre

K,c C C minden 1 < n < oo indexre, és lim p(K, c) = p(C). Ezutan vezessiik
n—oo

be az osszes C € C és K,,c, n = 1,2,..., C € C halmazt tartalmazé legszlikebb C;

algebrat. A C; algebra szintén csak megszamlalhaté sok elemet tartalmaz. Azt allitom,
hogy 1étezik olyan Qo C Q, P(Qy) =1, Q € F halmaz és egy Q(C,w), C € C1, w €
halmazfiiggvény, amely teljesiti a kovetkez6 tulajdonsagokat.

i. Q(C,w) = P(&(w) € C|F)(w) minden C' € C; halmazra, azaz Q(C,w) tekinthetd,
mint e feltételes valésziniiség (csak 1 valdszintliséggel meghatérozott) verzidja.

ii. Q(C,w) nem-negativ, additiv halmazfiiggvény, és Q(X,w) = 1 a C; algebran min-
den w € Qg elemi eseményre.

ili. lim Q(K,,c,w) = Q(C,w) minden C € C halmazra és w € )y elemi eseményre.

Valéban, tekintsiik a Q(C,w) = P(&1(w) € C|F)(w) feltételes valdszintliség egyik
verziéjat minden C' € C; halmazra és w € () elemi eseményre. Belatom, hogy el lehet
hagyni egy 1, P(21) = 0, 2, € F, halmazt gy, hogy a (ii) és (iii) tulajdonsagok
teljesiilnek minden w € Q\ {2y halmazra. Egy ilyen valasztas teljesiti az (i) tulajdonsagot
is. A (ii) tulajdonsig biztositdsa kapcsdn vegyiik észre, hogy ez megszamlalhaté sok
olyan feltétel biztositasat jelenti, amelyek mindegyike teljesiil egy 1 valoszintiségii és F
mérheté halmazon. Ezért 1étezik olyan Qo C Q, P(22) = 0, Q9 € F halmaz dgy, hogy
a (ii) tulajdonsag teljesiil minden w ¢ 9 elemi eseményre.

Ha w € Q\ Qq akkor a Q(K, c,w) fiiggvénysorozat monoton névekszik az n
véaltozéban minden C' € F halmazra, és Q(K, c,w) < Q(C), n =1,2,.... Mdsrészt a
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feltételes varhaté érték tulajdonsiga miatt

i [ QUE,.cw) dPw) = lim u(Koc) = 1(©) = [ Q(C.w)dPw)

n—oo n—oo

minden C' € C halmazra. Innen kovetkezik, hogy lim Q(K, c,w) = Q(C,w) egy

null mértékit F mérheté6 halmazt kivéve minden w € 2 elemi eseményre. Mivel a
(iii) feltételben megszamldlhaté sok ilyen tulajdonsag teljestilését irtuk eld, ezért 1étezik
olyan Q3 C Q, P(Q3) =0, Q3 € F halmaz gy, hogy a (iii) tulajdonsig teljesiil minden
w € Q\ Q3 elemi eseményre. Ezért a kivant tulajdonsidgok mindegyike teljesiil a Q(C,w)
fiiggvényre az Qo = Q \ (Q2 U Q3) halmazon.
Ezutén elég megmutatni, hogy az (i), (ii) és (iii) tulajdonsagokbol kovetkezik, hogy
a C algebra teljesiti az A tulajdonsagot. A 4. lemma alapjan ehhez elég megmutatni
azt, hogy minden olyan C), e C, n =1,2,..., C7 C C5 C --- halmazsorozatra, amelyre
o
N Cn =10 és w e Q; elemi eseményre lim Q(C,,w) = 0.
n=1 n—0c0
Ezen &llitas igazolasa érdekében rogzitsiink egy kis € > 0 szdmot és valasszunk
mindegyik C,, halmazhoz egy olyan n(n) = n(n, €, w) indexet, amelyre Q(Kp )¢, ,w) >
oo oo
Q(Cp,w) — 2= e A N C, = 0 reléci6 és a 3. lemma alapjan () Kimy,c, =0, és
n=1

n=1

no
létezik olyan ng index, amelyre (| Kye,),c, = 0. Mivel
n=1

no no
Cro € |J (Cro \ K(ny,c,) U (ﬂ Kﬁ(n),0n>
n=1

n=1

innen kovetkezik, hogy

Q(Cnovw) < Z Q(Cno \Kﬁ(n),Cnaw) < Z(Q(Cnaw) - Q(Kﬁ(n),cnvw))7
n=1 n=1

oo
és ezért Q(Ch,y,w) < 3 27 (") = ¢, (Ebben a lépésben kihasznéltuk, hogy a Q(-,w)
n=1
halmazfiiggvény a C; algebrén is additiv.) Ezért Q(C),,,w) < ¢, éslimsup Q(Cp,w)) < e
n—oo
minden w € Q) elemi eseményre. Ez minden € > 0 szdmra igaz, igy lim Q,(C,,w) = 0.

A feltételes varhaté értékek kiszamolasardl szolé tételnek regularis eloszlasok segit-
ségével szintén létezik altalanositasa altalanos terekben definialt valdszintiségi valtozok-
ra. Ennek az alabb megfogalmazott eredménynek a bizonyitasat fogom ismertetni.

A feltételes varhaté érték regularis feltételes eloszlasok segitségével valé ki-
szamolasarol szolé tétel dltaldnositasa. Legyen adva két (X,U) és (Y,V) mérhetd
tér, eqy (2, A, P) valészdniiségi mezd mezdé és azon eqgy F C A o-algebra. Legyen
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ezenkivil adva eqy &, értékeit az (X,U) egy n, értékeit az (Y, V) térben felvevd valdszi-
niségi valtozd, amelyek kézil n F mérhetd, és egy olyan h(x,y) mérhetd figguény az
(X X Y,U x V) szorzattéren, amelyre E|h(E,n)| < co. Tegyiik fel ezenkivil, hogy a &
valdszindiségi vdltozonak létezik eqy F(B,w), P({(w) € B|F)(w) = F(B,w), B C U,
w € Q, requldris feltételes eloszldsa az F o-algebrdra nézve. Ekkor felirhato az

E(h(&n)|F)(w) = /h(x,n(W))F(d%w) (1)

az0nossdg.

A tétel bizonyitasa. Azt kell belatni, hogy az (1) formula jobboldaldn szerepld integral
F mérheto valdszinliségi valtozd, és teljesiti a feltételes varhato érték definiciéjaban

/////

ha h(z,y) egy az X x Y térben mérheté C' halmaz indikator fiiggvénye.

Ha C = Ax B, A € U, B € V alaku, akkor ez az allitds nyilvanval6. Ugyan-
csak nyilvanvalé akkor, ha C véges sok ilyen diszjunkt téglalap unidja. Viszont az
ilyen halmazok algebrat alkotnak. KEzutéan viszonylag egyszeriien ellendrizhetd, hogy
azon C' halmazok, amelyek indikator fliggvénye teljesiti a kivant mérhet6ségi feltételt
monoton halmazosztalyt alkotnak. Ezért az 5. lemma alapjan az ilyen halmazok csalddja
tartalmazza az el6bb tekintett A x B alaku halmazok &altal generdlt, azaz az U x V o-
algebrat.

A mérheté halmazok indikatorfiiggvényeire mar bizonyitott allitast felhasznalva
megkapjuk, hogy az (1) formula jobboldaldn szerepl6 integral F mérheté akkor, ha
h(zx,y) 1épcsds fiiggvény, majd az altaldnos fiiggvényeket 1épcsés fliggvények e fligg-
vényhez konvergdld sorozataval kozelitve megkapjuk a kivant F mérhetoségi allitast
minden olyan mérhet6 h(x,y) fliggvényre, amelyre E|h(&,n)| < oo.

A i) feltételt is el0szor mérhet6 halmazok indikétor fiiggvényeire latjuk be. Ezen
beliil is el6szor azt az esetet tekintjilk, amikor h(z,y) = Ia(z)Ip(u), A € U, B € V.
Ekkor

E(h(&,n)|F) = E(Ia(§)|F)Ip(n) = F(A,w)Ip(n(w)
és ez nyilvan egyenlé az (1) formula jobboldalan szerepld integrallal ebben az esetben.

Egy altalanos C € U x V halmaz indikatorfiiggvényére a kovetkezo relacidt kell
ellendrizni.

Rogzitstink egy tetszoleges G € F eseményt, és definialjuk elszor a
11.6(C) = P({w: (€w)in(w)) € AYNF), CeldxV,

mértéket az (X XY, U x V) téren. Ezutén vezessiik be minden y € Y pontra és C € U xV
halmazra a C' halmazra a kévetkez6 C(y) € U (metszet)halmazt: C(y) = {z: (z,y) €
C'}. Vezessiik be tovabba a H(y,w) = He(y,w) = F(C(y),w) valdsziniiségi valtozot,
ahol F'(-,w) a & valésziniiségi valtozé feltételes eloszlasfiiggvénye, feltéve a F o-algebrat.
(A H(y,w) valdszintliségi valtozét gy definidltam, hogy ez az (1) fiiggvény jobboldaldn
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definidlt integrallal egyenlé akkor, ha h(:) a C halmaz indikatorfiiggvénye. Ezutan
definiadljuk a

N2,G(C) = /GH(U(W))dP(w)’ A € REH

mértéket az (X x Y,U x V) szorzattéren. Azt kell igazolni, hogy p1,¢(C) = p2,c(C)
minden C' € U x V halmazra, ami azt jelenti, hogy a ii’) azonossdg igaz minden ilyen
halmaz indikatorfliggvényére.

Ezt az azonossagot mar ellendriztiik abban a specialis esetben, amikor C' = A x B,
A €U, B eV, és a kivant azonossag kovetkezik ebbol tetszéleges C' € U x V halmazra
is a p1,¢ és po,¢ mértékek kiterjesztésének egyértelmiisége miatt a U x V o-algebrara.

Az altalanos eset visszavezetése a mar bebizonyitott allitashoz hasonlo, csak egy-
szerlibb érvelésen alapul. Rogzitsiink egy G € F eseményt és definialjuk minden olyan
h(z,y) mérhetd fiiggvényre, amelyre E|h(£,n)| < oo a

K\(G.h) = / h(Ew). 1(w)) dP(w)

G

és

Ka(G,h) = |

G

[ )| ar)

integralokat. Azt kell belatni, hogy K;(G,h) = K3(G,h) minden olyan h fiiggvényre,
amelyre E|h(&,n)| < oco. Ezt az azonossagot tudjuk abban az esetben, ha h(-) az X x Y
tér egy mérhetd halmazénak indikator fliggvénye. Mivel mind K1 (G, h) mind K5(G, h)
a h fiiggvénynek linedris fliggvénye (rogzitett G € F eseményre) ezért ez az allités
igaz minden 1épcsos fiiggvényre. Ezutan limeszeléssel megkapjuk azt nem-negativ majd
tetszOleges fiiggvényekre. Az (egyszeril) részletek kidolgozdsat elhagyom.

A feltételes vdarhato érték kiszamoldsdrol szolo tétel egy wvdltozata eredmény ha-
sonléan bizonyithatd, ezért ennek targyalasat elhagyom.
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