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AZ APRILIS 20.-I DOLGOZAT FELADATAI ES KERDESEI

Legyen & és n két fliggetlen valdszintliségi valtozo, amelyek koziil € A paraméterii és
1 p paraméterii exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozod, azaz a £ valdszintliségi
valtozé f(-) sftirtiségfiiggvénye f(x) = Ae™™* hax > 0, f(z) =0, hax <0, az n
valésziniiségi valtozé g(-) stiriiségfliggvénye g(x) = pe™#* ha x > 0, g(x) = 0, ha
x < 0, tovabba A > 0, u > 0és A # pu. Szamitsa ki a £+ Osszeg stirliségfiiggvényét.
Legyen a (§,n) kétdimenzids véletlen vektor eloszldsa egyenletes a (0,0), (0,1),
(2,0) csicspontok altal meghatarozott derékszogli haromszogben, azaz legyen sii-
riségfiiggvénye az f(z,y) =1lazx >0,y > 0, z+ 2y < 2 egyenlStlenséget teljesitd
(x,y) pontokban, és f(x,y) = 0 egyébként. Szamolja ki a £ és n valdsziniiségi
véltozok Cov (€, n) kovariancidjat.

Legyen &, 1 és ¢ harom fiiggetlen standard normalis eloszlasu valészintiségi valtozo.
Mutassa meg, hogy a £ +n 4+ ¢ és a E—J_Fg;—fg valésziniiségi valtozok fiiggetlenek
egymastol.

Ledobunk 6000 pontot egymastdl fiiggetleniil a [0, 3] intervallumra egyenletes el-
oszlassal, azaz a ledobott pontok helyének siirtiségfiiggvénye legyen f(x) = %, ha
0 <z <3, és f(zr) =0 egyébként. Egy jegyzOkonyvbe felirjuk a ledobott pontok
némileg médositott értékét a kovetkez6 médon. Ha a ledobott pont értéke a [0, 1]
intervallumba esik, akkor a pont értéket irjuk a jegyz6konyvbe, ha a pont az [1, 2]
intervallumba esik akkor az 1 szamot, ha pont a [2, 3] intervallumba esik, akkor a
2 szamot irjuk a jegyzékonyvbe. Adjunk egy normalis eloszlasfiiggvény tablazat
segitségével jo kozelitd értéket annak valdszintiségére, hogy a jegyzokonyvbe irt
6000 szam Osszege 6940 és 7080 kozé esik.

Mi a sztochasztikus folyamat definiciéja? Mikor mondjuk, hogy egy sztochasztikus
folyamat Gauss folyamat?

Hogy szdl a toébbvaltozos centralis hatareloszlastétel? Milyen eredményeket tanul-
tunk, amelyek sziikségesek annak indoklasahoz, hogy ez a tétel egy jol megfogal-
mazott allitas?

MEGOLDASOK.

Tudjuk, hogy a tekintett két fiiggetlen valdsziniiségi valtozo Gsszegének a stlirtiség-
fliggvényét az f*g(z) = [ fooo f(uw)g(x —y) du konvolucié segitségével szamithatjuk
ki. Mivel f(z) =0, g(z) = 0, ha < 0, ezért ebben az esetben a konvoluciéban
szerepld integrandus f(u)g(x —u) =0, hau < 0 vagy = —u < 0, azaz u > z. Innen

f*g(x)= / Ae M pe e gy — )\ue_’“”/ e~ AWU dy, ha x>0,
0 0

és f*xg(x) =0, haz <0. Ezért
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2.) Cov (&, n) = E{n— EEEn, Eén = [xyf(x,y)dedy, B = [xf(x,y)drdy és En =
Jyf(z,y)dzdy.
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Tmen, Cov (¢,m) = — 24 = &,

3.) Elég azt megmutatni, hogy a £ +n+( valdsziniiségi valtozo és a (§+n—2(, {—2n+()
véletlen vektor fiiggetlen egymdstdl. Ez viszont azért igaz, mert (£ +n + (, € +
n — 2(, & — 2n + () haromdimenziés normalis eloszlast vektor nulla varhaté értéki
koordinatékkal, tovabbd E(§+n+()(E4+n—2¢) =0, és E(E+n+()(§—2n+() = 0.
4.) Jelolje &; a j-ik ledobott pont értékét, 1 < j < 6000, és legyen n; = f(§;), ahol az
f(x), 0 <z <3, figgvényt az f(x) =z, ha0 <z <1, f(x) =1,hal <z <2 és
f(z) =2, ha 2 < x < 3 képletekkel definialjuk. Ekkor n; a j-ik jegyz6konyvbe irt

6000
szam értéke, és minket a P | 6940 < > n; <7080 | valdészintiség értéke érdekel.
=1
Ennek kiszémitésa érdekében szamitjuk ki el6szor az En; és Varn; mennyiségeket
En; = f da:—foga:dx—i— (+2)—%+1:%,E77J f r)dr =
1
0 1:102 dr+ = (12+22) 9—1—5 = 16 ,és Varn; = Enj (En;)? = 36—3—2 zl,)g = %
6000
Innen az S = > n; valésziniiségi valtozéra ES = 7000, és Var S = 2500 = 50%.
j=1

Ezért a centralis hatdreloszlastétel szerint

6000
P (6940 <) " n; <7080 :P<
j=1

6940 — 7000 < S—ES < 7080 — 7000>
50 ~ V/VarS — 90
— ES

Var S

= B(1.6) + D(1.2) — 1 ~ (0.9452 + 0.8849 — 1) ~ 0.83.

=P <—1.2 <5 < 1.6) ~ ®(1.6) — B(—1.2)



5.)

Ha adva van egy (2,4, P) val6szinliségi mez6 és azon valészintiségi valtozdk vala-
mely T halmazzal indexelt & rendszere, akkor ez utébbit sztochasztikus folyamat-
nak nevezziik. Egy sztochasztikus folyamat akkor Gauss folyamat, ha a 7" halmaz
minden {¢1,...,t;} véges részhalmazara a (& ,...,&,) véletlen vektor normaélis
eloszlas.

Legyenek (§;(1),...,&(d)), j = 1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszlast véletlen vek-
torok, amelyek mindegyik koordinatajanak van véges masodik momentuma, azaz
F¢,(1)? < oo minden 1 < k < d indexre. Definidljuk az

n

Sn = (Sn(1),..., Suldr)) = [ D (&) — E&(1)),..., Y (&(d) — E&;(d))

J=1 J=1

véletlen vektorokat. A tobbvaltozos centrélis hatareloszlastétel azt mondja ki, hogy
az \/LHS,L véletlen vektorok eloszlasban konvergalnak egy olyan nulla varhaté értéki
normadlis eloszlasu véletlen vektorhoz, amelynek kovariancia matrixa megegyezik a
(&(1),...,&;(d)) véletlen vektorok kovariancia métrixdval, ha n — oo.

Ahhoz, hogy lassuk, hogy ez értelmes allitas tudnunk kell egyrészt, hogy létezik a
kivant kovariancia matrix-szal rendelkez6 nulla varhaté értékii normalis eloszlasu
véletlen vektor. Ez azért igaz, mert minden véletlen vektor kovariancia matrixa
szimmetrikus és pozitiv szemidefinit matrix, és minden pozitiv szemidefinit mat-
rixhoz létezik ilyen kovariancia métrixi nulla varhaté értékii normaélis eloszlésu
(nulla varhato értékii) véletlen vektor. Masrészt tudnunk kell, hogy a hatédreloszlast
egyértelmiien meghataroztuk. Ez abbdl az eredménybol kovetkezik, amely szerint
egy normalis eloszlasu véletlen vektor eloszlasat egyértelmiien meghatdrozza annak
varhaté érték vektora és kovariancia matrixa.



