Az november 16-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

El6szor megbeszéltiik a kovetkezd héazifeladat megoldasat:

Tekintstiink eqy szabadlyos pénzdarab 10 000 egymds utani (fliggetlen) feldobdsabdl szdr-
mazo fej-irdas sorozatot. Adjunk becslést a Chebishev egyenldtlenség segitségével annak
valdszintségére, hogy a fej-dobdsok szamdnak eltérése a vart 5000 szamtol legaldbb 100-
zal, illetve legalabb 200-zal eltér! Milyen becslést ad ezekre a valosziniiségekre a centrdlis
hatdreloszldstétel?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez6 £;, < j < 10 000 valosziniiségi véltozokat, melyekre
§; = 1, ha a j-ik dobds eredménye fej, £; = 0, ha a j-ik dobas eredménye irds.

Ekkor &;, 1 < j < 10 000 fiiggetlen valészintiségi valtozdk, FE{; = %, Var§; = i,
10000 10000
ésaP || > (§—FEE&) >100) és P[] > (& — EE)| > 200 | valészintiségekre kell
j=1 Jj=1
) , o o 10000-1 1
becslét adnunk. A Chebishev egyenl6tlenség az els6 valdszintiségre a 1002 — 1 a
isodik valdszintisé di 10000.%—lfl"b lést adj
mésodik valdszinliségre pedig a — 5= = 7 felsd becslést adja.
10000
> (& - B8)
A centrélis hatareloszldstétel szerint P | 2= >u | ~1—®(u). Innen
1/10000 - £
kapjuk, hogy az els6 valészintiség kiszdmitdsahoz az v = £ 2% = +2 értékeket kell

1.100
tekinteni, és a vizsgalt valdsziniliség kozelitdleg (1 — ®(2)) + ®(—2) = 2(1 — ®(2)) ~
2(1—-0.97720) = 0.0456. A mésodik valésziniiség hasonléan koriilbeliil 2(1 — ®(4)) ~ 0,
(az els6 4 tizedesjegy 0).

A centrdlis hatdareloszlastétel targyaldsa.

Meg lehet adnia az elégséges sot alkalmas megfogalmazasban sziikséges és elégséges
feltételét annak, hogy a centralis hatareloszlastétel teljesiiljon. Ez a kovetkezo eredmény:

Centralis hatareloszlastétel. Legyen &, k = 1,2,..., figgetlen valosziniiségi vdl-
tozok sorozata, melyre FE&, = 0, ai = Eé% <oo, k=1,2,..., ésaz s2 = 5 a,%,
k=1
n=1,2,..., sorozat teljesiti a lim s2 = oo feltételt. Ha ezenkivil a &,, n =1,2,...,
n—oo

sorozat teljesiti a kovetkezd ugynevezett Lindeberg feltételt, mely azt kéveteli meg, hogy
minden € > 0 szamra teljesuljon a

1L
Jim > EGI({|] > esn}) =0.
" k=1



g S n ) .
reldcid, akkor az = sorozat, ahol S,, = & eloszldsban konvergadl a standard normdlis
Sn k=1
eloszlasfiigguényhez n — oo esetén.

Igaz a fenti allitas megforditasa is: Ha a fenti jeloléseket hasznélva a &, E&, = 0,

F& = o2, k = 1,2,..., fiiggetlen valészinfiségi véaltozokbol all6 sorozatra s2 — oo,
2
o ) Sn ) ) s
sup —& — 0, han — oo, és az — sorozat eloszldsban konvergél a standard normélis
1<k<n Sp Sn

eloszlasfiiggvényhez n — oo esetén, akkor ez a sorozat teljesiti a Lindeberg feltételt.

Jegyezziik meg, hogy ebben a megforditasban nem csak azt koveteltiik meg, hogy a

hatareloszlastétel normalis legyen, hanem azt is, hogy a “helyes szorassal” rendelkezzen.
2

o . , , p —

A sup £ — 0, han — oo, feltétel megkovetelése természetes. Egyrésat, ez azt fejezi
1<k<n Sp

ki szemléletesen, hogy az egyes Osszeadanddk hatasa elhanyagolhatd, azaz a centrélis

hatéareloszlastétel sok kis eredmény osszhatasaként all el6, masrészt e feltételnek tel-

jestilnie kell, mert kovetkezménye a Lindeberg feltételnek. Valoban, tetszéleges € > 0 és

1 < k < n szamokra

UI% _ Efl% _ E( il(|£k| < esn) 4 E( I%I(Ek > £5p,)

2 2 2
Sn Sn Sn

1 n
<e? 4 = > EGI{|&k] > esn}) < 2%,

" k=1
ha n > ng(e).
Két természetes kérdés:

1.) Tudunk-e példat adni arra, hogy a centralis hatareloszlastétel nem teljesiil, és mi
van az ilyen példak hatterében?

2.) Milyen egyszertien ellendrizhetd, hasznos feltételeket tudunk adni arra, hogy a Lin-
deberg feltétel, ezért a centrélis hatareloszlastétel teljestiljon?

1.) Legyenek &, k = 1,2,..., fiiggetlen valdészintiségi valtozok, P(§, = k) = P(& =

1

—k) = Yok P =0) =1-— = Ekkor E¢, = 0, B = 1, s2 = n. Viszont
(e.)

a Borel-Cantelli lemma alapjan, mivel > P(§x # 0) < oo egy valdszintiséggel
k=1

csak véges sok k indexre teljesiil az, hogy &i(w) # 0, ezért sup |S,(w)| < oo,

1<n<oo
S,
S M — 0 egy valdszintiséggel. Lehet rafindltabb példédkat is konstrualni.
Sn
(Példaul tekinthetjiik fliggetlen g, k = 1,2,..., valészintiségi valtozok sorozatat,
melyekre nor = &k, és az nop_1, kK = 1,2, ... valoszinliségi valtozdk minden egyéb

valdszintiségi valtozotol fliggetlen standard normalis eloszlast valdszintiségi valto-
n

z0k. Ekkor a — > & véletlen Osszegek eloszldsban tartanak egy nulla varhaté
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értéka, és %, azaz a vartndl kisebb szérasnégyzetli normaélis valészintiségi valtozo-

hoz.) De minden ellenpélda hatterében az van, hogy bizonyos valészintiségi valtozdok
kis valdoszinliséggel rendkiviil nagy értékeket vesznek fel. Ezek a rendkiviili értékek
csak nagyon kis mértékben befolydsoljak a normalizalt 6sszeg eloszlasat, de nagyon
befolyésoljak az Osszeg szérasnégyzetét.

2.) A kovetkez6 célunk az, hogy a Lindeberg feltételre, tehat a centralis hatarelosz-
lastételre jol ellenGrizhetd és elég altalanos feltételt adjunk. Ennek érdekéban a
kovetkezo allitast illetve annak bizonyitasat fogjuk targyalni.

Legyen &,, n = 1,2,..., fliggetlen valdsziniiségi valtozok sorozata, melyre F¢, = 0,
n
02 = F& <oo,n=1,2,..., lim s2 = o0, ahol s2 = > 07. Ez a sorozat teljesiti a

n—oo k=

1
Lindeberg feltételt, ha a kovetkezo tulajdonsagok egyike teljesiil.

a.) E|&|>T™ < oo, minden k = 1,2,... szédmra valamilyen o > 0 konstanssal, és
n 2/(24a)
(£ Blar)
lim —f=L 5 = 0. Specidlisan, ez a feltétel teljesiil akkor, ha Ef,z >
n—oo S
K valamilyen K n> 0 szammal minden k£ = 1,2,... indexre, és ezenkiviil érvényes

az E lim k=2 B|&L]2 T = 0 relécid.

b.) A fiiggetlen &,, n = 1,2,..., valdsziniiségi véltozok egyforma eloszldstiak. (Tehat
fliggetlen egyforma eloszlasi valdsziiségi valtozok sorozata is teljesiti a Lindeberg
feltételt, ezért a rajuk vonatkozo centrélis hatareloszlastétel specidlis esete a cent-
ralis hatédreloszldstétel Lindeberg feltételbdl kbvetkezd alakjénak.)

Bizonyitds: A Holder egyenl6tlenség alapjan

n n (2/a+2) n a/(2+a)
S” BeI(l6] > e5a) < (zmskw) (z Pl > >) |
k=1 k=1 k=1

n n  Rg2 1
Misrészt, a Chebishev egyenlétlenség alapjan > P(|&x| > €sn) < > f’; = —. Ezért
k=1 k=178, &

ha az a) eset feltételei teljesiilnek, akkor

1
Jim — > EGI(|k| > esn) =0,
" k=1

azaz teljesiil a Lindeberg feltétel is.
E
Az a.) rész végén tekintett esetben s, > const.n, és 3 [&]?FY = 0 (n(@+2)/2), ha

k=1
n — oo, ezért ekkor teljesiil a a.) részben megfogalmazott feltétel.

Ha &1,&,, ..., fliggetlen egyforma eloszlasi valdszinliségi valtozok sorozata, F&, =
1 2 1

0,0 < BE} < oo, akkor 5 3 BEI(&| > es0) = BT (J6n] > ev/nBE) —
n k=1 1

0, ha n — oo. Tehat ebben az esetben is teljesiil a Lindeberg feltétel.
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A tobb dimenzics normdlis eloszlds

Az els6 megtargyalandé kérdés az, hogy miért fontos szdmunkra ez a fogalom. A
hattérben a kovetkezd kérdés all. Lattuk, hogy fiiggetlen (valds, azaz egydimenzios)
valészintiségi valtozdk normalizalt részletosszegei nagyon altalanos feltételek mellett
normalis eloszlashoz konvergdlnak. Felmeriil a kérdés: Tekintsiink fiiggetlen k-dimenzios

§ = <§§1), e ,fj(-k)>, J=1,2,..., véletlen valészinfiségi vektorokat, mely &; vektorok
fliggetlenek. Az egyszertiség kedvéért korlatozzuk figyelmiinket arra az esetre, amikor
a &; vektorok egyforma eloszldstak. Tegyitk fel tovabbd, hogy E€\” = 0,1 < 1 < k.

g(.l), . ,§§k)> vektorok koordinatdinak kapcsolatarél semmilyen

Viszont az egyes §; = ( ;

Vn
normalizalt Osszegeket. Arra vagyunk kivancsiak, hogy igaz-e az egy-dimenzios centralis
hatareloszlastétel tobb-dimenziés valtozata, azaz igaz-e az, hogy a fenti véletlen vek-
torokbdl készitett normalizalt részletosszegek nagyon altalanos feltételek mellett elosz-
lasban konvergalnak. Tovabba, milyen eloszldsok jelennek meg mint hatareloszlasok? A
valasz az els6 kérdésre igenls. A lehetséges hatéareloszldsok jél jellemezhetoek, és ezeket
nevezik tobb-dimenziés normalis eloszlasoknak.

1 n 1 n n
korlatozé feltételt nem tesziink. Tekintsik a — ) & = — (Z 5](_1), cey §§k))
nj=1 j=1 j=1

Természetesen a tobb-dimenziés hatareloszlastételeket az egy-dimenzids problé-
méakhoz hasonléan targyalhatjuk. So6t, a tobb-dimenziés probléma egyszerlien vissza-
vezethetd az egydimenzids esetre a kovetkezo észrevétel segitségével.

Lemma: Legyen U™ = <U1(n),...,U,§n)), n = 1,2,..., k-dimenzios valdosziniségi
vdltozok sorozata. FEz a sorozat akkkor és csak akkor konvergdl eloszldsban eqy U =

(U1, ...,Ug) k-dimenzios véletlen vektor eloszldsdhoz, ha tetszdleges (aq, ..., ar) eqyiitt-
k k

hatékra a alUl(n) linedris kombindcick eloszlasban konvergdlnak a > ajU; linedris

kombindciohoz, ha n — oo.

A lemma bizonyitasa azon alapul, hogy a karakterisztikus fiiggvényekre kimon-
dott eredmények érvényesek tobb-dimenziés eloszlasok karakterisztikus fiiggvényeire is.

Nevezetesen, egy U = (Uy,...,Uy) valdsziniiségi véltozd eloszldsat meghatérozza an-
nak @(ty,...,ty) = Ee!tUrt+tUs) (¢, 1) € RF, karakterisztikus fiiggvénye,
tovabba ha valdszinfiségi vektorok egy U™ = (Ul(n), LU ,gn)> sorozata akkor és csak

akkor konvergél egy U = (Uy, ..., Uy) véletlen vektorhoz, ha e véltozdk ¢, (t1,...,tx) =

e () (m) o .
EettUr++t:U) karakterisztikus fiiggvényei minden (¢1,...,t;) € RF pontban kon-
vergal az U = (Uy,...,Us) véletlen vektor op(t1,...,t;) = Ee'ttUit+tUs) karakte-

k k
risztikus fiiggvényéhez. Tovabbé, ha i 4, (t) = E {t D alU}”)} jelsli a 3 a,U™
=1 =1

valoszinliségi valtozdk karakterisztikus fliggvényét, akkor

0% o () = W (art, ..., axt),
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és az analog eredmény érvényes az index nélkiili (Uy,...,Uy) vektorra és az e vektor
koordinataibol képzett linedris kombindcidékra. Ezért dtfogalmazva a Lemma allitasat a
karakterisztikus fliggvények nyelvére megkapjuk a Lemma bizonyitasat.

(Megjegyezziik, hogy az egy-dimenzids esetben megfogalmazott az itt felidézettnél
tartalmasabb allitas megfelel6je a tobb-dimenzids esetben is érvényes. Ha tudjuk, hogy

az UM = <U1(n),...,U,£n)) véletlen vektorok ¢, (t1,...,tx) = Bet(t Uy 4+t U™
karakterisztikus fliggvényei egy az origéban folytonos fliggvényhez konvergalnak, akkor

a limeszfiiggvény egy eloszlas karakterisztikus foggvénye, és a tekintett véletlen vektorok
eloszldsban konvergalnak ehhez az eloszldshoz.)

Térjink vissza a kiidul6 problémahoz! Tekintsiink fiiggetlen k-dimenziés §; =

<§](-1), . ,ﬁj(.k)), 7 =1,2,..., véletlen valoszinliségi vektorokat, melyek fliggetlenek, egy-

2
forma eloszldstiak és nulla vérhaté értékiiek. Tegyiik fel tovabbé, hogy E (5@) < o0,
1 < p < k. Vezessiik be a D(p,q) = Eﬁ(p)ﬁ(q) < 00, 1 < pg < k. Ekkor a

1
Z Z apé; () valoszinliségi valtozok az egy-dimenzids centralis hatareloszlastétel

\/_J 1p=

ko1
szerint konvergdlnak a nulla varhaté értékli és Z Z D(p,q)apa, szorasnégyzettel,

azaz o(t) = exp{—t2 > Z D(p,q)apaq / 2} karakterisztikus fliggvénnyel. Innen
p=1lg=
kovetkezik t = 1 valasztassal, hogy a limesz eloszlés karakterisztikus fliggvénye az

(a1,...,ar) pontban a ¢(a,...,ar) = exp Z Z D(p, )apaq/Z fiiggvény. E
p=1q=

formula segitségével megkaphatjuk a tobb-dimenzids centrahs hatareloszlastételt, illetve

a hatareloszlasok jellemzését, azaz a tobb-dimenziés normalis eloszlas fogalmat. Mielott

a részleteket kezdenénk el targyalni idézziink fel néhany linedaris algebrai fogalmat és

eredményt.

Linedris algebrai ismétlés

Tekintsiink egy X (véges dimenzids) Euklides-i teret, azaz X linedris tér, melyen
létezik skalarszorzat. Az, hogy X linedris tér azt jelenti, hogy ha x € X, y € X
X-beli elemek (melyeket az irodalomban vektornak neveznek) és «, (8 valés szamok,
akkor ax + By € X is teljesiilnek, tovabba teljesiilnek bizonyos algebrai azonossagok:
(x+y=y+z, 2+ (y+2) = (x+y)+ 2z létezik 0 € X, (null elem), melyre z 4+ 0 = z,
minden z pontnak létezik —x inverze, melyre x + (—z) = 0, (a + B)r = az + Bz,
(a(Bzx) = (af)z, 0x = 0, azaz, ha egy vektort beszorzunk a nulla szammal akkor a nulla
vektort kapjuk.) Valamely z1,..., 2, € X vektorokat linedrisan fiiggetlennek nevezziik,

k

ha a ) ajz; = 0 csak trividlis médon lehetséges, azaz csak akkor, ha minden o; € R

j=1
egyitthatéra a; = 0. Azt mondjuk, hogy az xzi,...,z) vektorok generdtorrendszert
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k
alkotnak, ha minden y € X eléallithat6 y = > agzy alakban. Ha x4, ...,z vektorok
=1
egyszerre alkotnak generatorrendszert és ﬁiggjetlen rendszert, akkor ezt bazisnak hivjak.
Az &ltalanos eredmények szerint egyrészt minden vektor egyértelmiien kifejezhetoek,
mint egy bazis elemeinek linearis linearis kombinacidja. Egy linearis térnek kiilonbozo
bézisai adhatok meg, de ezek elemszdma minden bézisra ugyanaz. Ezt a szdmot nevezik
a linedris tér dimenzidjanak.
A linedris algebra egyik fontos fogalma a linedris transzformécié fogalma. Egy
A: X — X leképezést a linearis transzformacionak neveziink, ha miden z € X, y € X
vektorra « és [ (komplex) szamokra (ax + fy)A = a(zA) + B(yA). (Az irodalom-
ban nem egységes a jeldlésrendszer, van ahol zA-t és van ahol Az-et frnak.) Két
linearis transzformécié szorzatan a transzformaciok egymas utani alkalmazasat értjik.
Ha rogzitiink egy bazist egy k-dimenziés linearis térben, akkor minden z € X vek-
tort természetes modon azonosithatunk egy szam-k-assal, ha a vektort felirjuk, mint a
bazisbeli elemek (egyértelmii) linedris kombinacidjat, és a vektort azonositjuk az ebben
a reprezentaciéban szerepl6 egyiitthatokkal. Ugyancsak természetes, (tanult) moédon
azonosithatunk egy linedris transzforméciét egy matrix-szal.

De valéjaban szamunkra bizonyos extra-tulajdonsagokkal rendelkez6 linearis terek
lesznek az érdekesek. Ugynevezett Euklidesi terekrél szél6 fogalmakra és eredményekre
lesz sziikségiink, azaz olyan linearis terekkel foglalkozunk, melyekben be van vezetve
egy skaldrszorzat, azaz minden x € X és y € X vektorokra létezik (x,y) skalarszorzat,
mely egy valos (illetve altaldnosabb esetekben komplex) szam, és teljesiti a kovetkezd
feltételeket: (x,z) > 0, s6t (z,z) > 0, ha = # 0, (axy + fx2,y) = a(z1,y) + B(x2,y),
(x,y) = (y,x), ahol Z a z komplex szdm konjugaltjit jeloli. Ez a skaldszorzat azért
olyan fontos a szdmunkra, mert ez teszi lehetove, hogy beszélhessiink egy x € X vek-
tor |z| hosszardl, melyet az |z|? = (z,z) formula definidl, valamint két = és y vektor
(z,9)
|z ly]
formula definidl. Tovabba definidlhatjuk az ugynevezett A(x,y) bilinedris formakat az
X x X téren. A(z,y) bilinedris forma, ha A(ayx + asze,y) = a1 A(x1,y) + asA(z2,y),
és A(x,any1 + asys) = a1 A(z,y1) + asA(xa,y2). Be lehet latni, hogy egy Euklides-i
térben egy természetes kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés létezik a linedaris transz-
formacidk és a bilinearis formak kozott. Nevezetesen, minden A linedris transzformacié
segitségével definidlhaté egy (zA,y) bilinedris forma, és tetszéleges bilinedris forma
egyértelmiien ilyen formaban irhaté. Ez a kovetkezoképp lehetséges: Igaz az, hogy egy
Euklides-i térben létezik eq, ..., e, ortonormalt bazis. (Azaz létezik olyan vektorokbdl
allé bazis, mely egymasra merdleges egy hosszisagu vektorokbdl all. Ilyen bazis tobb
is létezik. Bar nem lenne kotelez6, de Euklidesi terekben gyakorlatilag mindig orto-
gondlis bézis segitségével szamolnak.) Egy ilyen béazisban az A(x,y) bilineéaris format
megadd (zA,y) kifejezésben szereplé A linedris transzformacié métrixa az a matrix,
melynek p-ik sordnak g-ik helyén &ll6 elem az a(p,q) = A(ep,eq) szam. Egy ilyen ko-
ordindtarendszerben, ha x = (z1,...,2x) € X, y = (y1,...,yx) € X, akkor az A(x,y)

sz0gérol, (specidlisan merdlegességérél) melyet a cos(x és y dltal bezart szog) =

ko k
bilinearis format a A(z,y) = zAy* = > > a(p, ¢)xpy, képlet adja meg, ahol y* az y
p=1q=1
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vektorbdl készitett oszlopvektor.

Ha A lineéris transzformacié egy Euklidesi térben, akkor definidlhatjuk, annak
transzpondltjat az (v A,y) = (z,yA*) formuldval. Ha a linedris transzformdacié matrixét
egy ortonormalt bazisban irjuk fel, akkor annak transzponaltjat atlora vald tiikrozéssel
és a matrix (komplex értékii) elemeinek a konjugéldsaval kapjuk meg. Egy A linedris
transzformaciét onadjungaltnak neveziink, ha A = A*, unitérnek, ha UU* = I, ahol I
az identitds méatrix. Egy unitér matrixra az is érvényes, hogy U*U = [. Egy unitér
matrix szog és tavolsagtartd, ezért ortonrmalt bazist ortonormalt bazisba visz. Egy
A onadjungalt métrixra (zA,x) valés szdm minden x € X szdmra, mert (zA,z) =
(x,zA) = (zA,x). Azt mondjuk, hogy egy 6nadjungalt métrix pozitiv szemidefinit,
ha (zA,x) > 0 minden z € X szdmra, pozitiv definit, ha (zA,z) > 0 minden z # 0
vektorra. Nem nehéz belatni, hogy ha A onadjungalt métrix, akkor ezt a matrixot
illetve az altala definidlt (xA,y) bilinedris fliggvényt meghatdrozza ennek megszoritasa
az x = y pontokra, azaz az (xA, z) fliggvény, (kvadratikus alak).

Annak érdekében, hogy linedris operdtorok (a nekik megfelel) matrixat minél
jobban &t tudjuk tekinteni, érdemes olyan ortonormalt rendszert taldlni, melyben az
operator matrixa a lehet6 legegyszeriibb szerkezetii. Ezért fontos eredmény a kovetkezo
allitas. Ha A onadjungalt operator, egy k-dimenziés Euklidesi térben, akkor létezik
az A matrixnak k darab eq,..., e, ortonormalt sajatvektorbdl allé6 bazisa, azaz olyan
ep, 1 < p < k vektorokbdl all6 bézis, mely vektorokra e,A = A\,e, Tovabba A, valdés
szam, p = 1,...,k. Ebben a bazisban az A matrix egy diagonalis A matrix. E matrix
diagondlis elemei a A, sajatértékek. Az A onadjungalt operdtor akkor és csak akkor
pozitiv szemidefinit, ha minden sajatértéke nem-negativ. Megjegyezziik, hogy az A
matrix felirhatd, mint A = UAU™ alakban, ahol U unitér operator. Innen kiolvashato6 a
kovetkez6 szamunkra fontos éllitds: Ha A pozitiv szemidefinit operator (méatrix), akkor
A felirhaté A = BB* alakban. (S6t, valaszthatjuk a B métrixot mint 6nadjungélt
métrixot.) Ugyanis B = U VAU*, ahol VA az a diagonélis métrix, melynek elemei \/Tp ,
1 < p < k teljesiti a feltételeket. Ekkor ugyanis BB* = UVAU*UVAU* = UAU* = A.



