Az november 23-i szeminarium témaja
Rovid osszefoglalo

Miért fontos szamunkra az el6z6 gyakorlaton targyalt linearis algebrai ismeretek
felfrissitése?

Tekintsiink &1,...,& valdszinliségi valtozokat, melyekre Eﬁg < oo, 1 <p<k
Megjegyezziik, hogy ekkor FE|{,{,| < oo minden 1 < p,q < k esetén, mert ekkor
(E|§p§q|)2 < Ef’f,Eﬁg < oo a Cauchy—Schwarz egyenldtlenség alapjan. Statisztika
eloadason szerepelt egy k-dimenzids véletlen vektor kovariancia matrixanak a fogalma.
A (&1, ..., &) véletlen vektor kovariancia matrixa az a k x k matrix, melynek p-ik sordnak
és g oszlopanak a metszetében a Cov (§,,&,) = E(§p, — E&,) (&g — EEy) = E€,¢, — EE,EE,
elem &ll. Jellemezni akarjuk a kiilonboz6 véletlen vektorokhoz tartozé kovariancia
matrixokat. (A kovariancia matrix fogalma tulajdonképpen a szérasnégyzet természetes
tobb-dimenziés altalanositdsa.) Be fogjuk latni, hogy egy kovariancia métrix szim-
metrikus pozitiv definit matrix. Tovabba igaz ennek az allitasnak a megforditasa.
Nevezetesen, minden k x k-as szimmetrikus pozitiv definit matrixhoz létezik olyan
k-dimenziés véletlen vektor, melynek ez a kovariancia matrixa. Ez utébbi allitas a
most targyalandé eredmények koziil a legnehezebb, viszont erre az eredményre lesz
sziikségiink a tobb-dimenzids normalis eloszldsok vizsgalatdban. Annak érdekében, hogy
a fenti kijelentések értelmét megértsiik fel kell idézniink a linedris algebraban tanultakat.

A (z1,...,x5) k hosszisagi sorozatokbdl all6 sorozatok terét tekinthetjiik euk-

lideszi térnek, ha egyrészt bevezetjiikk a természetes (koordinatanként végzett) Ossze-
k
addst és (valds) szammal valé szorzast, definidljuk az (z,y) = > x,y, skaldrszorzatot.
p=1
Ennek az euklideszi térnek egy (természetes) ortogonélis bézisa az

BPZ(O,---’O’LO’...7O)’ 1§p§ka

vektorokbdl 4ll6 bazis,ahol az e, vektor p-ik koordindtédja 1, az 6sszes tobbi koordinataja
pedig nulla. Adva egy (&1,...,&k) k-dimenziés valdszintiiségi vektor, mely elemeire tel-
jesiilnek az E¢, = 0, Eﬁg < 00, 1 < p < k relacidk vezessiik be a D(p,q) = E&p¢,
mennyiségeket, és definidljuk a kovetkezd bilinearis fliggvényt a fenti euklideszi téren:

k k
A(z,y)=F (Z xp&c) <Z yqfq) = Z ZD(pa q)xpym

p=1qg=1

ahol x = (z1,...,2%), y = (y1,...,yk). Az A bilinedris fiiggvény 6nadjungdlt és pozitiv
k
szemidefinit, ugyanis A(x,y) = A(y,z), és A(z,z) = E | > x,& | > 0. Tovabba
p=1
a fent definidlt bilinedris fliggvény szoros kapcsolatban van az (£1,...,&;) k-dimenziés
véletlen vektor D = (D(p,q)), 1 < p,q <k, D(p,q) = A(ep, eq), kovariancia matrixaval.
Valéban, A(z,y) = xDy*, ahol © = (z1,...,2%), y = (Y1, -, Yk)-



A linedris algebraban, ha rogzitjiik egy k-dimenzids euklideszi tér egy (eq,...,ex)
ortonormalt bazisat akkor természetes kapcsolatot tudunk teremteni a bilinearis fiiggvé-
nyek, linedris transzformécidk és matrixok kozott. Nevezetesen, legyen A(x,y) bilinedris
fliggvény, és feleltessiik meg neki az D = D(p, q), 1 < p,q < n, matrixot, illetve az ebben
a koordinatarendszerben az e matrix altal meghatarozott linedris operatort. Jegyezziik
meg, hogy az ahogy az el6z6 paragrafusban a kovariancia matrix definicigjat megadtuk
egy bilinedris fiiggvény segitségével ezt a konstrukciés modszert koveti.

Egy bilinearis fiiggvény altal meghatarozott matrix fiigg a valasztott ortonormalt
bézistol, de be lehet latni, hogy az altala meghatarozott operator nem. Ezért a fenti
konstrukcié kolcsondsen egyértelmii linedris operatorok és (rogzitett ortogondlis bézis
esetén) k x k-as méatrixok kozott. Ezért ha bevezetjiik egy bilinedris operator ad-
jungaltjat, az Onadjungalt, pozitiv definit 6nadjungalt, unitér operatorok fogalmat,
akkor beszélhetiink a neki megfeleld linearis operdtorok adjungéltjardl, tovabbé (pozitiv
definit) 6nadjungalt és unitér tulajdonsigardl. (Emlékeztet6ill: Ha A bilinedris fligg-
vény, akkor ennek A* adjungdltjat az (zA,y) = (x,yA*) azonossidg minden x és y
vektorra formula hatarozza meg. Tovabba A 6nadjungélt, ha A = A*, unitér, ha
AA* = A*A = I. Egy A o6nadjungdlt operator pozitiv definit, ha (Az,z) > 0 min-
den z # 0 vektorra.) Nem magétdl értendd, hogy van értelme arrdl beszélni, hogy egy
méatrix onadjungalt vagy unitér. Ugyanis, kiilonboz6 bilinearis fiiggvényeknek ugyanaz a
matrix felelhet meg, ha més ortonormalt bazisban irjuk fel a matrixukat, tehat tisztazni
kell azt, hogy a fenti fogalmak nem fiiggnek attél, hogy melyik ortonormalt bazisban
dolgozunk. Be lehet latni, hogy van értelme métrixok adjungaltjarél, (pozitiv definit)
ondjungalt vagy unitér voltardl beszélni, csak ehhez kissé jobban meg kell érteniink a
linedris algebra néhany eredményét és fogalmat. Be lehet latni (nem nehéz a bizonyitéas),
hogy ha egy A bilinedris fiiggvénynek egy D = D(p,q), 1 < p,q < k, métrix felel
meg, akkor az A* adjungaltjanak megfelel6 D* = D*(p, q) métrixra D*(p,q) = D(q,p),
tehdt a D* métrix kiszamithaté a D matrix segitségével. A D métrix akkor és csak
akkor onadjungalt, ha D = D*, unitér, ha DD* = D*D = I, ahol a szokdsos matrix
szorzast tekintjiik, a D dnadjungalt matrix akkor és csak akkor pozitiv (szemi)definit,
ha xDx* > 0 minden z vektorra.

A fenti eredményekbdl lathatd, hogy egy (&1, .. ., &) véletlen vektor D = (D(p,q)),
1 < p,q < k, kovariancia matrixa pozitiv (szemi)definit matrix, (és ennek az allitdsnak
van értelme.) Be akarjuk latni, hogy tetsz6leges D pozitiv szemidefinit métrix el64ll mint
alkalmas véletlen matrix kovarianciamatrixa. Ehhez vegyiik észre, hogy ha (£1,...,&)
koordindtdi fiiggetlenek, (altalaban korreldlatlanok), Var¢, = 1, 1 < p < k, akkor
ennek a vektornak a kovarianciamatrixa az I identitas matrix, tovabba, ha A tetszoleges
(k x k-as matrix), akkor az (n1,...,mx) = (&1,...,&)A véletlen vektor kovariancia

matrixa az A*A métrix. Valéban, ha (ap ), 1 < p,q < k, jeloli az A métrixot, akkor
k k k

Cov (1p,ng) = Cov (E QupSus D av,q§v> = D QupQu,q, mivel Cov(§y,&u) = 1 és

u=1 v=1

u=1
k
Cov(€y,&) = 0, ha u # v. Ez a ) aypa,,, kifejezés viszont megegyezik az A*A
u=1
matrix p-ik p-ik soraban és ¢-ik oszlopaban allé elemmel.

Ezért a kivant allitas kovetkezik a kovetkez6 (nem trividlis) linedris algebrai ered-
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ménybol.

Lemma. Tetszdleges A k X k-as mdtrixra a D = A*A mdtrix k X k-as szimmetrikus
pozitiv szemidefinit mdtriz. Megforditva, tetszoleges D k X k-as pozitiv szemidefinit
matrizhoz létezik olyan A k X k-as mdtriz, melyre D = A*A. Sét létezik olyan k X k-as
onadjungdlt pozitiv szemidefinit A mdtriz, melyre D = AA = A*A.

Megjegyzés: A D matrix fenti el6allitasa nem egyértelmi, azaz a D = A* A egyenlet nem
hatarozza meg egyértelmiien az A matrixot. Valéban, ha D = A*A, U unitér matrix és

A=UA, akkor A*A = (UA)*UA = A*U*UA = AA* = D.

A lemma elsé (kevésbé fontos) allitasa egyszeriien bizonyithaté. Ugyanis, (A*A)" =
A* (A*)* = A* A, azaz A* A énadjungalt métrix, és (vA*A,z) = (zA*,zA*) > 0, tehat
D pozitiv szemidefinit matrix. A Lemma masodik, tartalmasabb &llitdsa egyszeriien
bizonyithat6, abban a specialis esetben, ha a D matrix diagonalis, azaz a diagonalisban
(A1, ..., k) elemek vannak, és a matrix Osszes tObbi eleme zéré. Ekkor ugyanis az,
hogy a D matrix pozitiv szemidefinit ekvivalens azzal, hogy A, > 0 minden 1 < p < k
szamra. Ezért definidlhatjuk azt a pozitiv szemidefinit diagondlis A matrixot, melynek
diagonalis elemei a (v/Aq, ..., v/Ax) szdmok. Ekkor nyflvanvalé médon D = AA = A*A.

Az altalanos eset visszavezetheto erre az egyszerlibb specidlis esetre a linearis al-
gebra azon alapvetd eredménye alapjan, mely szerint tetszoleges onadjungalt linearis
operator diagonizalhatd, azaz alkalmas ortonormalt bazisban az operator matrixa di-
agonalis. Itt az analizis egy alapveto és nagyon természetes gondolatat alkalmazzuk.
Nevezetesen azt, hogy a megoldandé problémat tekintsiik olyan koordinatarendszerben,
melyben az a lehet6 legegyszertibb alakt. Annak érdekében, hogy ezt jobban megértsiik,
targyaljuk meg ezt a diagonalizalasi modszert a Lemmaban megfogalmazott eredmény
bizonyitasaban részletesebben.

Az idézett diagonalizalhatésagi eredmény egyik lehetséges, leggyakrabban megfo-
galmazott alakja a kovetkez6: Egy k x k-as A 6nadjungdlt matrixnak létezik k darab
€1,...,€ sajatvektora \q,..., A\, sajatértékkel, azaz e,A = A\pe,, 1 < p < k. Tovabbd a
sajatértékek valésak és a sajatvektorok ortongondlisak. (A teljesség kedvéért jegyezziik
meg, hogy abban az esetben, ha tobbszoros sajatértékek vannak, akkor a tobbszoros
sajatértékekhez tartozo sajatvektorok megvalasztasa nem egyértelmii, és ekkor jol kell
definidlni ezeket a sajatvektorokat.) Ez azt jelenti, hogy ha az énadjungélt operdtort
ebben a koordinatarendszerben irjuk fel, akkor az diagonalis, ezért a fenti diagonalis
matrixokra vonatkozo érvelés elegendo a feladat bizonyitasahoz.

A fenti mddszer korrekt bizonyitast ad, ha vilagosan kidolgozzuk azokat a részlete-
ket, melyek lehetové teszik, hogy matrixok helyett a nekik megfelel6 és koordindtarend-
szert6l fiiggetlen bilinearis fiiggvényekkel illetve linearis operatorokkal dolgozhassunk.
Mégis tanulsagos lehet végiggondolni azt, hogy hogyan lehet ezt a mdédszert az eredeti
koordinatarendszerben alkalmazni.

Legyen é1,...,er egy D oOnadjungalt matrix sajatvektorokbdl allé ortonormalt
bazisa, és tekintsiik az euklideszi tér eredeti eq, ..., e, ortonormalt bazisat. Legyenek
Al,...,\g az €q,..., e sajatvektorokhoz tartozo sajatértékek, tovabba A az a diagonalis
matrix, melynek diagonalisaban a A1, ..., \x szamok allnak. Definidljuk az U linedris
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matrixot az e,U = ey, 1 < p <k, reldciéval. Vegyiik észre, hogy U unitér operdtor, és
annak U* adjungaltjit az e,U* = ¢€,, 1 < p < k, relacié definidlja. (Erdemes megérteni
az unitér operatorok geometriai tartalmat. Az, hogy U unitér operator, az geometri-
ailag azt jelenti, hogy tavolsag és szogtarto leképezés, tehat forgatas és esetleg utana egy
tengelyre valé tiikrozés alkalmazéasa. Be lehet latni, hogy U akkor és csak akkor unitér,
ha egy rogzitett ortonormélt bazist egy (éltaldban) masik ortonormalt bézisba visz.)
Ennek az éllitdsnak a formadlis bizonyitdsa azon mulik, hogy (€,U,e,) = (€p,e,U*)
minden 1 < p,q < k indexre, mert az azonossag mind a két oldala nulla vagy egy,
attél fiiggden, hogy p # q vagy p = ¢, 1 < p,q < k. Innen kovetkezik, hogy a
definidlt U* leképezés valéban az U adjungaltja. Végil UU* = U*U = I, mert
e,UU" = e,U" = ¢, és hasonléan e,U*U = e, minden 1 < p < k indexre. Végiil mu-
tassuk meg, hogy a fenti jelolésekkel D = UAU*. Ez a relacié ekvivalens a U*DU = A
azonossaggal, vagy az (e,U*DU, e,) = (ep/\, e,), minden 1 < p,q < k azonossiggal. Vi-
szont (e,U*DU, e,) = (ep,U*D,e,U*) = (€,D,€q) = A\p(€p,€q) = Apbp g, ahol 9, , = 1,
hap=gq,ésd,q =0, hap+#q. Az (e, eq) = A\pdp 4 azonossag nyilvanvald.

A fenti azonossdg lehetévé teszi a Lemma egyszerti bizonyitasat. Ha D pozitiv
szemidefinit matrix, akkor tekintsiik annak a fenti D = UAU* eléallitasat. Legyen VA
az a diagondlis matrix, melynek koordinataiban a A, sajatértékek \/Tp négyzetgyokei
vannak, 1 < p < q. Ekkor az A = UvV/AU* métrixra A = A* és AA = UVAU*UVAU* =
UANU* = D, és ezt kellett bizonyitanunk.

A fenti eredmények segitségével belathatjuk, hogy a normalis eloszlasu valdszinti-
ségi valtozdk alabb megadandd harom lehetséges definicidéja ekvivalens. A definicidk
kimondasa elott idézziik fel, hogy a korabban targyalt eredmények alapjan fiiggetlen
egyforma eloszlast nulla varhaté értékii véletlen vektorok normalizalt részletosszegei

egy olyan eloszlds, melynek karakterisztikus fiiggvénye a (t1,...,t;) pontban a
k l
Sp(tla s 7tk) = exp { _ZZD(p,Q)tptq/2}
p=1qg=1

fiiggvény, ahol a D(p,q) szamok a tekintett véletlen vektorok kovariancia matrixanak
megfelel6 elemei. A t6bb-dimenzidés normalis eloszlas kiilonb6zé egymaéssal ekvivalens
definicidja az ilyen karakterisztikus fliggvénnyel rendelkezo6 valészintliségi vektorokat irja
le, ha esetleg még egy konstans vektort adunk hozza.

Normalis eloszlast valdsziniiségi vektorok fogalma I.: A (&1,...,&k) valdszind-
k
ségi vektor akkor normdlis eloszldsi, ha a ) ay§, egydimenzids valdszindiségi vdltozo
p=1
normdalis eloszlasu tetszoleges aq, ..., ax valos szamokkal.
Normalis eloszlast valészintiségi vektorok fogalma II.: A (&5,...,&;) valoszind-

ségi vektor akkor normdlis eloszldsiu, ha annak karakterisztikus fiigguvénye

k k k
. 1 .
Pt ty) = Bellh@t ) — exp {_5 > D D, @)yt + i mptp}
1

p=1g=1 p=
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alakd, ahol D(p,q), 1 < p,q < k, pozitiv szemidefinit szimmetrikus mdtriz, és m,,
1 < p < k, tetszbleges valds szamok. Ekkor D(p,q) = Cov (&, — E&,)(&, — E&,),
1<p,q<k, ésmp:Egp; 1<p<k.

Normalis eloszlasu valésziniiségi vektorok fogalma IIl.: A (&,...,&) valdszi-
niiségi vektor akkor normdlis eloszldsu, ha létezik olyan figgetlen (n1,...,nx) standard
normalis eloszldsi valdsziniiségi valtozokbaol dlle véletlen vektor, valamint A = a(p,q),

1 <p,q <k, kxk mdtriz és (mq,...,mg) k-dimenzids valds szamokbdl dllé vektor,
k
melyekre az (771, o J]k)A + (m17 cee 7mk) azaz G (Cla o 7Ck>7 Cp = Z a(Q7p)nq + my,
q=1

1 < p < k vektor eloszlisa megegyezik a (&1, ... ,&) véletlen vektor eloszldsdval. Jelilje
ebben az esetben D(p, q) az A* A mdtriz p-ik sordnak q-ik elemét. Ekkor Ekkor D(p,q) =
COV (é-p - Egp)(é-q - qu)7 éS 1 S paq S k; mp = Egp; 1 S p S k

Lassuk be el6szor az aldbbi definicidk ekvivalencidja koziil a legnehezebbet, a
Definici6 II. = Definicié III. allitast.

A Definicié II.-ben szereplé D(p,q) szamok &ltal meghatérozott D = (D(p,q)),
1 < p,q < qk X k-as matrix onadjungalt és pozitiv szemidefinit. Ezért az ezen gya-
korlaton térgyalt lemma alapjan felirhaté D = A*A alakban. Ekkor a (&1,...,&) =
(M, ... yme)A+ (ma,...,mg) k-dimenzids vektor, ahol (ny,...,n) fliggetlen standard
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok, olyan véletlen vektor, melynek a karakteriszti-
kus fiiggvényét a Definicié I1I. képletben megadott képlet adja meg. Ugyanis tetszoleges
t1,...,t; valos szamokra a t1&1 + - -+ + k& valdszinliségi valtozd normalis eloszlasi
(emlékeztetiil: fliggetlen (egydimenzids) normalis eloszldsi valdszintiségi valtozok line-

ko k
aris kombindaciéja is normalis eloszlast) Var (8161 +---+tkék) = > > tpt,Cov (§¢,) =
p=1q=1

k
tA*At* = tDt* szérasnégyzettel, ahol ¢ = (t1,...,t5) és Y. myt, varhat6 értékkel.
p=1
Mivel egy valdszintiségi vektor eloszlasat meghatarozza annak karakterisztikus filigg-
vénye, ez azt jelenti, hogy a fenti reprezentacié egy a harmadik definiciéban szereplo
valoszinliségi vektorral azonos eloszlast valdszintliségi vektort allit elo, azaz teljesiti a
harmadik definiciot.

A Definicié III. = Definici6 I. allitdas bizonyitdsa egyszeri. Ha a (&3,...,&k)
véletlen vektor eloszlasa megegyezik egy a Definicié III.-ban megadott fliggetlen stan-
dard eloszlasu valdsziniiségi valtozok linedris transzformacidjaval (plusz egy determinisz-
tikus vektor), akkor a (&1,...,&;) véletlen vektor valamilyen linedris transzformécidja-
nak az eloszldsa megegyezik fiiggetlen normélis eloszlasu valészintiiségi valtozdk (altala-
ban egy masik) linedris transzformacidjaval, ezért az is normélis eloszldsu.

A Definicié I. = Definicié II. allitds bizonyitasa is egyszeri. Ha a (&71,...,&)
véletlen vektor teljesiti a Definicié 1. allitasat, akkor tetszoleges t1&1 + - -+ + tr&x va-
16szintiségi valtozo normaélis eloszldsid, melynek ki tudjuk szamitani a varhato értékét
és szorasnégyzetét. Innen lathatd, hogy a (&1,...,&) véletlen vektor karakterisztikus
fliggvénye olyan, mint azt a Definicié II.-ben megadtuk.



