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A MAJUS 7.-1 DOLGOZAT FELADATAI

Legyen £ és n két fiiggetlen valészintiségi valtozd, amelyek koziil € \ paraméteri és
1 u paraméterii exponencidlis eloszlasi valészintiségi valtozo, azaz a £ valészintiségi
valtozé f(-) stirfiségfiiggvénye f(x) = e **, haz >0, f(zr) =0, haz <0, az n
valésziniiségi valtozé g(-) stirtiségfiiggvénye g(x) = pe™"* ha z > 0, g(x) = 0, ha
x < 0, tovabba A > 0, u > 0 és A # . Szamitsa ki a £+ Osszeg stirliségfiiggvényét.

Legyen a (£,7n) kétdimenzids véletlen vektor eloszldsa egyenletes a (0,0), (0,1),
(2,0) csicspontok altal meghatarozott derékszogli haromszogben, azaz legyen sii-
riségfiiggvénye az f(x,y) = lazz >0,y > 0, z+ 2y < 2 egyenlStlenséget teljesitd
(x,y) pontokban, és f(x,y) = 0 egyébként. Szamolja ki a £ és n valdsziniiségi
véltozok Cov (€, n) kovariancidjat.

Legyen W(t), 0 < ¢t < 1, Wiener folyamat. Definidljuk a W (t) = tW (), t > 1,
sztochasztikus folyamatot. Lassa be, hogy W (t), t > 1, szintén Wiener folyamat.
Legyenek &1, . .. ,510000 fliggetlen, egyforma eloszlasu valészintiségi valtozok, P(& =
10000 10000
1)=P(& =-1)=7, P(&4 =0) = 3, és definidljuk az S = ) & ésT = Z 13
7j=1

véletlen Osszegeket. AdJunk egy normalis eloszlasfliggvény tablazat segltsegevel jo
kozelité értéket a P(S > 100,7 > 5100) valdszintiségre.

Feldobunk egy szabalyos pénzdarabot 100-szor. Jel6lje S1gg e dobédssorozat egymast
kovetd harom dobasbdl allé és csak fejdobast tartalmazo részsorozatainak a szamaét.
Szamolja ki az S1go valdszinliségi véaltozo varhato értékét és szérasnégyzetét.

Mi a tobbvaltozds normalis eloszlas definiciéja?

MEGOLDASOK.

Tudjuk, hogy a tekintett két fﬁggetlen valoszintliségi valtozd Osszegének a stirtiség-
fiiggvényét az f x g(x f flu — vy) du konvoluci6 segitségével szamithatjuk
ki. Mivel f(z) =0, g(x) = 0 ha x < 0, ezért ebben az esetben a konvoluciéban
szerepl integrandus f(u)g(z —u) =0, ha u < 0 vagy z —u < 0, azaz u > x. Innen

f*g(x)= / Ae M pe e gy — )\,ue“m/ e~ AUy, ha x>0,
0 0

és fxg(x) =0, hax < 0. Ezért

Ape HE
= A

ef)\x B

frg(x) = A

[e_(’\_“)“}: = A\ ha x > 0 és \ # p.

Cov (§,m) = Eén— EEEn, Eén = [xyf(x,y)dvdy, ES = [xf(x,y) drdy és En =
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Juf(z,y)dxdy.

Eénz/_i/:wyf(x,y)d:vdyz/OQw(/Olf(x,y)ydy> dzx

2l1—x+ % 1
—/ ldr=-—-1+1=-.
0 2 3
Innen, Cov (§,7) = ¢ — 2 - & = —+&.

A W(t) =tW(}), t > 1 szintén Gauss folyamat, EW (t) = 0 minden t > 1 szdmra,
tovdbbd a trajektoridi folytonosak. Ezért elég ellendrizni, hogy az EW (s)W (t) =
min(s, ¢) azonossag teljesiil. De EW (s)W (t) = st min(2, %) = min(t, s).

Tekintsiik a fiiggetlen (&;,m;) = (£,£€2), 1 < i < 10000, valészinliségi véltozdkat.
10000 10000
Ekkor (S,7T) = ( Z & Z nz), és a P(S > 100, T > 5100) val6sziniiséget

kiszamithatjuk kozehtoleg a tobbvaltozos centralis hatareloszlastétel segitségével.
Vegyiik észre, hogy ES = 0, ET = 10000E¢? = 5000, Var S = 10000(E£? —
(E&)?) = 5000, és Var T' = 10000(E¢T — (EE7)?) = 10000(2 — 1) = 2500. Tovabb4
Cov (S,T) = 10000Cov (£1,£2) = 0, ezért a tobbvaltozds centralis hatdrelosz-
lastételben megjelené hatareloszlasban fliggetlen normaélis eloszldasu valdszintiségi
valtozok egyiittes eloszlasat kell kiszamolnunk. Innen

S—ES ) T—-FET -
v Var § "VVarT
ahol (7 és (o fiiggetlen standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok. Ezért
P(S > 100, T > 5100) ~ (1 — ®(v/2))(1 — ®(2)).

Legyen n; = 1, ha az i-ik, i41-ik és i+2-ik dobés fej, és n; = 0 egyébként, 1 <7 < 98.
98

Ekkor az Sip0 = Y 1; valészinliségi valtozé varhatd értékét és szérasnégyzetét
i=1

akarjuk kiszamitani. Innen

98
ESi:ZEn,-, és Var§; —ZVarnz+2Z Z Cov (n:,m5).
i=1

1=1 j=1+1

P(S > 100, T > 5100) = P ( 2) ~ (G > V2,6 > 2),



Viszont En; = %, Cov (n;,n;) = 0, ha j > i + 3, Cov(n;,ni+1) = flEnmiirl -

EniEniy1 = % — 51 = o0 Cov (1, Miy2) = Eniniz — EniBniys = 55 — g1 = o] &
Varm- = %—@ = 6_74 Innen ESlO() = %, és VarSmO = 96?47+2976_41+2966_4 =
El6szor definidljuk a tobbvaltozos standard normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozo
fogalmat. & = (&1,...,&,) n-valtozds standard normélis eloszlast valdsziniiségi
valtozd, ha a &,...,&, valdszinliségi valtozok fiiggetlenek, és standard normalis
eloszlasiak. Legyen A tetszdleges n x n méretli métrix, és b = (by,...,b,) n-

dimenzids determinisztikus vektor, & n-valtozos standard normalis eloszldsi vek-
tor. Ekkor n = £A + b n-valtozés, normalis eloszlasi valdszintiségi valtoz6. Egy
n-valtozos véletlen vektor akkor és csak akkor normalis eloszlasu, ha eloszlasa meg-
egyezik egy az el6bbi médon elééllitott 1 vektor eloszlasaval valamilyen A matrix-
szal, b vektorral és ¢ standard normaélis eloszlasu vektorral.

Ha A n x m méreti matrix, b m-dimenziés vektor, xi n-valtozés standard normalis
eloszlasu vektor, akkor n = €A+ b (illetve tetszOleges vele azonos eloszlasu véletlen
vektor m-valtozés normalis eloszlésu vektor.



