Linearis algebra feladatok:

1. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges A n x n-es méatrix felirhaté a kovetkezo “polar
koordinatas alakban”: A = B1U; vagy A = U3B,, ahol By, By szimmetrikus
pozitiv (szemi)definit métrixok, U; és Us unitér matrixok. A B; és By métrixok
egyértelmiien meghatarozottak.

2. Legyen A n x n-es méatrix. Ekkor sup Tr AU = Tr AU, ahol A = BU,

U unitér matrix
az A matrix polar felbontasa.

3. Legyen A = (a;;) és B = (b;;), 1 <i,j < n, két n X n-es matrix. Definidljuk
kozottitk a kovetkezé miiveletet: A o B = (a; ;b; ), 1 < 4,7 < n. Bizonyitsuk be,
hogy ha A és B szimmetrikus, pozitiv definit matrixok, akkor A o B is az.

4. Legyenek Aq, ..., Ar n X n-es szimmetrikus pozitiv definit matrixok, és legyenek
az A, j = 1...,k, matrix sajatértékei monoton sorrendben 0 < )\gj) < )\éj) <. <
)\7({ ), Legyenek By, By, ..., Bg, n X n-es matrixok, melyeknek a normaja kisebb

vagy egyenlo 1. Bizonyitsuk be, hogy

TrBoA1By - ABy| < Y APAP AP
p=1
Ennek az egyenlotlenségnek a segitségével bizonyitsuk be a kovetkezd “Holder egyen-
I6tlenséget” matrixokra:
k
ITr Ay Ayl < H (Tr |Am|pm)1/p’m :
m=1
ahol A,,, = |A,,|U,, polar felbontas definidlja az |A,,| matrixot, (mindegy, hogy a
bal vagy jobboldali polar felbontést tekintjik), és p,,, m = 1,..., k, egész szamok,
ko1

melyek teljesitik a > — =1 reldci6t.

m=1Pm

5. Legyen A és B két szimmetrikus n x n-es matrix, melyekre A > B, azaz (Ax,z) >
(Bzx,z) minden =z € R"-re. Bizonyitsuk be, hogy az A és B matrixok A\ < Ay <

< Ay 1 < opg < - <y, sajatértékei teljesitik a A; > opy, 4= 1,2,...,n
relaciot.

6. Legyen A egy n X n-es szimmetrikus matrix sq, ... , s, sajatvektorokkal és A1, ...,
A, sajatértékekkel. Legyen B egy masik n x n-es szimmetrikus matrix. Tegyiik
fel, hogy az A matrix sajatértékei kiillonbozoek. Bizonyitsuk be, hogy a perturbalt
matrix A(e) = A+eB sj(¢) sajatvektorai és \;(e) sajatértékei, j = 1,...,n teljesitik
a

si(e) =s; +et; + O(e?)

Ni(e) = Aj +epj + O(e?)
reldciot. Szamitsuk ki az t; vektorokat és p; szdmokat a fenti képletben. Mit lehet
mondani abban esetben, amikor az A matrixnak tobbszoros sajatértéke van?



Hasznos észrevételek a feladatok megolddsdhoz:

1.

Ha A = B;U; akkor AA* = B%. Hatarozzuk meg a B; matrixokat ezen észrevétel
segitségével.

Léssuk be, hogy ha B pozitiv definit szimmetrikus, és U unitér matrix, akkor Tr BU
< TrB. (Késébbi alkalmazasok céljabdl lassuk be, hogy az allitas akkor is igaz, ha
|IU|| <1, de U nem feltétleniil unitér matrix.)

Lassuk be, hogy A =" \;s;0 s; alakba irhato, ahol s; és A; az A matrix sajdtvek-
torai és sajatértékei. Bizonyitsuk be az &allitast az A és B matrixok ilyen reprezen-
tacioja segitségével.

. Lassuk be az allitdst abban a specialis esetben, amikor A; = PU) egy projekcié.

(Ebben az esetben azt kell belatni, hogy az egyenlétlenség baloldala kisebb, mint

minrank PU).) Lassuk be az &ltaldnos esetet az A, métrixot a kovetkezd alakban
] o) )\ p () () ()
felirva: A; = > (/\TflJrl — M )Py, ahol P/ a projekcié az A ; matrixnak a o)

m=
sajatértékeknél kisebb sajatértéki sajatvektorok altal kifeszitett altérre.

Az, hogy A, > p, azonnal kiévetkezik a A, = sup(Az,x) és u, = sup(Bzx,x)
relaciokbol. Az &ltalanos eset bizonyitdsahoz lassuk be a felhasznalt eredmény

kovetkezd mini-max altaldnositdsat: A = max min (Ax,z), ahol RF jelsli R™
TERF RpeRF
osszes k-dimenzios alterének a halmazat.

Koordinata transzformaciéval elérhetjiik, hogy az A matrix megegyezik a A = (\; 1),
Ajk = 0k A; diagondlis matrixszal, és s, = e, a k-ik egységvektorral. Tekintsiik a
transzformalt feladatot. Legyen B = (b; 1), a keresett t; vektor (¢;5, 1 < j < n).
Ekkor az (si + etr)(A 4+ eB) = (Mg + cur)(sk + €ty) egyenletben az ¢ egylitthatd
vizsgalata a kovetkezo egyenletet adja:

tr (Al — A) = er(B — uiI).

by

Innent;; = ﬁ, ha j # k, p, = by . Valasszuk a ty, ;, koordindtat ¢y = 0-nak,
E— Ay

ami a sajatvektor valamilyen normaldsat jelenti. (Miért van szabadsigunk ennek a

koordindtdnak a megvélasztdsdban?) Be kell 1atni, hogy az igy kapott becslés helyes,

és nem csupan formaélis kozelités.

Abban az esetben, ha sajatértékek nem mind kiilonbozoek, tekintsiik azt a specialis
esetet, amikor A\ = Ao, és A\; # A\;, ha j # i és j > 2. Ekkor az A = A
matrix sy és so sajatvektorai helyettesithetéek barmely s| = as; + [s2 és sf =
Bs1 — asa, a® 4+ 32 = 1, ortogonalis vektorokkal. Az « és 3 szamok megvalaszthtok
ugy, hogy a B matrix megszoritdsanak a s; és sy vektorok &ltal kifeszitett altérre
s] és s, sajatvektorai. matrix. Jeléljik e métrix sajatértékeit mq és mo-vel.



Ekkor a kiilonboz6 sajatértékek esetén targyalt egyenlet adja meg a sajatvektorok
és sajatértékek elsérendli kozelitését. A kiilonbség a megoldasban az, hogy most
si(e) = s;, pi(e) = my, i = 1,2-re. Ez a formula leirja, hogy az m; = mg elfajulé
esetet kivéve a B matrix hatasara hogyan hasad szét az A maéatrix kétdimenzios
invarians altere a perturbacié hatasara.



