A Bolyai Kollégium matematika szeminariuma
John H. Conway utdn szabadon

Legyen L(H) a H halmazban nem szerepl$ legkisebb rendszdam. (L(H) tehat a
legkisebb természetes szdm, ami nincs H-ban, ha van ilyen.) Definidljuk rekurziéval a
rendszamokon (természetes szamokon) a kovetkezd szokatlan Gsszeadést és szorzast:

a+b=L{d +0bla <a}U{a+b|V <b})

ab= L({(a'b+ ab’) +d'b'|a’ < a,b <b}).

0. Lassuk be, hogy a fenti rekurziv definicié értelmes.

1. Igazoljuk, hogy a rendszamok (természetes szamok) ezzel a két miivelettel kommu-
tativ testet alkotnak. (Tandcs: ldssuk be, hogy a definiciékban az 6sszes a’ < a
mellett teszéleges a’ > a is bevehetd. Reciprok létezése nehezebb, lasd 6. feladat.)

2. frjuk le a miveleteket a természetes szamokon. Mik ennek a testnek a résztestei?

3. Igazoljuk, hogy w algebrai a természetes szdmok felett. Mi a minimalpolinomja?
Mi az altala generalt testbovités?

4. Tgazoljuk, hogy Osszes rendszam algebrailag zart testet ad.

5. Mi a legkisebb algebrailag zart résztest (azaz a primtest algebrai lezartja)? Mi a
“kovetkezd” test?

6. Igazoljuk, hogy minden rendszam a leheto legegyszeriibben béviti a kisebb rendsza-
mok &altal adott (parcialisan definiédlt) algebrai struktirat. Mit is jelent ez? (Ennek
pontos megfogalmazasa és igazolasa segit néhany el6z6 feladatnal. Segitség: Osszeg
egyszerlbb a szorzatnal, az a reciproknal, az az algebrai bovitésnél, ami egyszeriibb
a transzcendens bévitésnél.)

Aki irtézik a végtelentdl és a rendszamoktol még mindig megoldhatja a 1. és
2. feladatot (az el6bbit természetes szamokra). Azoknak, akik nem irtéznak a a
rendszamoktél, de még nem taldlkoztak veliik ime egy hevenyészett bevezetés:

A rendszamok a természetes szamok sorozatanak folytatdsa: beveszink egy “vég-
telen nagy” szamot, w-t, majd egy annal is nagyobbat és igy tovabb egyesével, minden
kezddszelet utdn egy még nagyobbat hozzavéve. Végtelen sok 1épés utdn sem allunk
meg, csak akor, ha mar “nem alkotnak halmazt” a bevett rendszamok. Ugyanez kissé
precizebben:

Linedaris rendezés egy tranzitiv < relacié egy alaphalmazon, hogy * = vy, = < v,
y < x koziil pont egy teljesiil. Ez jolrendezés, ha minden nem iires részhalmazbdl van
legkisebb, azaz nincs leszallo végtelen lanc. Két jélrendezés ekvivalens, ha az alaphal-
mazok kozt rendezéstarté bijekcié van. A rendszamok ezen ekvivalencia osztédlyai (ha
ez értelmes lenne), azaz a jolrendezések tipusai. Egy jélrendezés egy kezd&szelete az egy
eleménél kisebb elemek halmaza ugyanazzal a rendezéssel. Egy rendszam kisebb egy
masiknél, ha kezdOszelete. Ez jélrendezi a rendszéamokat (eltekintve attél, hogy azok
nem alkotnak halmazt). Igy aztdn miikodik réjuk az indukeié: (Yo((V8 < o T(3)) —
T())) — VaT(a), és a rekurzié, mint a miiveletek fenti definicidja. (Ezeket transzfinit
indukciénak és rekurziénak hivjuk.) A véges rendszamokat azonositjuk az alaphalmaz



méretével, mert véges halmazok csak egy féle képpen jolrendezhetoek. Megszamlalhatd
rendszam azonban mar nagyon sok (nem megszamldlhatd) van. A legkisebb végtelen
rendszamot hivjuk w-nak.

Erdemes felfigyelni arra, hogy a test szokdasos definicidjaban szerepel a testelemek
halmaza, a rendszamok pedig nem alkotnak halmazt. A test most egy osztdlyon van
adva, igy a miveletek sem fiiggvények, ez azonban semmilyen zavart nem okoz. Ha
valakit mégis zavar, akkor szoritkozzon a megszamlalhato rendszamokra.



