Feladatok

1.)

2.)

Legyen £ és n két fiiggetlen valésziniiségi valtozd, f(x,y) olyan fliggvény, melyre
E|f(&,m)| < co. Bizonyitsuk be, hogy E(f(&,n)|ln = y) = Ef(§,y). Mi ennek az
allitasnak a szemléletes tartalma?

Az el6z6 allitas jobb megértése érdekében mutassuk meg, hogy az allitas kovetkezik
a Fubini tételbdl. Azaz, hasznaljuk fel a kovetkezé eredményt: Legyen adva két
mértéktér (X, A, u), (Y,B,v) és az (X x Y, A X B, u X v) szorzattér a szorzatmér-
tékkel, tovabbd egy mérhetd f(x,y) fliggvény a szorzattéren. Akkor tetszéleges
mérheté B C X-re

| temtdnvan = [ g,

BxY B

ahol g(z) = [ f(z,y)v(dy). Mutassuk meg alkalmas transzformdcié segitségével,
hogy az el6z6 allitas kovetkezik ebbdl az eredménybol.

Bizonyitsuk be az 1. feladat kovetkez6 altalanositasat. Legyen adva egy (£2,.A, P)
valésziniiségi mezoén egy F C A o-algebra és két £ illetve n valésziniiségi valtozo,
melyekre n F mérhetd, és ¢ fliggetlen az F o-algebratol. Lassuk be, hogy tetszoleges
mérhetd f(x,y) figgvényre, melyre E|f(&,n)| < oo

E(f(€7n>|f)(w) = Ef(ga y)|y:7](w) .

Legyen £(t), t € T, valdsziniiségi valtozéknak a halmaza valamilyen T indexhal-
mazzal indexelve, egy n valészin(iségi véaltozé és egy A esemény valamely (2,4, P)
valészintiségi mezon gy, hogy informalisan megfogalmazva, az A esemény feltételes
valoszintlisége feltéve a &; valdszintiségi valtozok barmely véges részhalmazanak és
az n valdsziniiségi valtozd értékét csak az n valdsziniiségi valtozotdl figg. Azaz,
tegytk fel, hogy P(A|o(&,,...,&,.,n)) = P(A|n) tetszOleges {t1,...,tx} C T véges
halmazra. Ekkor P(A|o(&,t € T,n)) = P(Aln).

A kovetkez6 feladat célja az, hogy egyszerii médon konstrudljunk Poisson folyamatokat.

5.)

a) Legyen adva k darab urna, és ezekbe dobjunk be véletlen £ szdmu golyét, ahol £
Poisson eloszlasu valészintiségi valtozdé A > 0 paraméterrel. Legyenek az egyes
dobasok eredményei egymastol és a £ valdszinliségi valtozétdl fiiggetlenek.
Tegyiik fel tovabbd, hogy minden egyes dobasnal a goly6 az j-ik urndba p; > 0

k
valdszintiséggel esik, j = 1,...,k, > p; = 1. Jelolje n; a j-ik urndba esé
j=1

golyok szdmét. Bizonyitsuk be, hogy az n;, j = 1,..., k valésziniiségi valtozok
fiiggetlenek, és n; Poisson eloszldst A\p; paraméterrel, j =1,... k.

b.) Legyen adva egy (X,.4) mérhetd tér, és azon egy p valésziniiségi mérték.
Legyen £ Poisson eloszlasi valészinliségi valtozé A > 0 paraméterrel, Va-

lasszunk egymdstol és a £ valdszinliségi valtozotdl figgetleniil x4, ... , ¢ pon-
tokat az X téren ugy, hogy P(x; € A) = p(A) minden A € Aés j=1,...,¢
re. Lassuk be, hogy tetszOleges diszjunkt A; € A, ..., Ay € A halmazokra
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6.)

az e halmazokba es6 kivalasztott x; pontok szama egymaéstol fiiggetlen, és az
egyes Aj;, j = 1,...,k, halmazokba es6é pontok szama Ap(A ;) paraméteri
Poisson eloszlasi valdszintliségi valtozo.

c.) Legyen adva egy (X,.4) mérhetd tér és rajta egy v o-véges mérték. Az eloz6
konstrukciét felhasznalva konstrualjunk egy olyan x1, o, ... véletlen pontrend-
szert az X téren, mely teljesiti a kovetkezo tulajdonsagot: Barmely mérhetd
véges v mértékli A halmazba es6 pontok szama v(A) mértékii Poisson eloszlasu
valésziniiségi valtozd, és diszjunkt (mérhetd, véges mértékii) halmazokba esé
pontok szama egymastol fiiggetlen.

Legyen W (t) (standard) Wiener folyamat. Rogzitsiink bizonyos 0 < t1 <ty < --- <
tr < 1 szdmokat. Bizonnyitsuk be, hogy a W(ty),..., W () feltételes eloszlasa
W (1) = x feltétel mellett egy d;; = di; = t;(1 —t;), 1 < j <1 < k, kovarian-
cilamatrixi és m; = tjz, 1 < j < k varhat6 értéki normdlis eloszldst vektor. A
W(t), 0 <t <1, folyamat feltételes eloszlasa feltéve, hogy W (1) = z, megegyezik
a B(t) + tz eloszldsaval, ahol B(t) Brown bridge.

Egy Komogorovtdl szdrmazo eredmény szerint, ha az X (t), 0 < ¢ < 1, sztochaszti-
kus folyamat teljesiti az E|X (t) — X (s)|>T° < C|t — s|'*= feltételt valamely & > 0,
e > 0 és C > 0 szamokkal, akkor létezik olyan X (t) egy valdszinfiséggel folytonos
trajektériaji folyamat a [0,1] intervallumon, melyre P(X(t) = X(¢)) = 1 min-
den t € [0,1]-re. Altalanositsuk ezt az eredményt arra az esetre, amikor az X (t)
sztochasztikus folyamat a t € [0,1]¥ van értelmezve. Ennek megfogalmazésahoz

vezessiik be a kovetkezd jeléléseket: Ha A = [ay,bi] x --- X [ak,br] C [0,1]F
k
egy k-dimenziés téglatest, akkor |A| = [] (b; — a;), az X (t) megvaltozdsa a A-
j=1
n X(A) = > (—D)XCrt) X (¢t ty), ahol (¢, ... tk) = #{j: t; =
tj:aj vagy bj
J=1,.. .k

aj, 1 <j <k}. Ha E|X(A)** < C|A['* valamely § > 0, € > 0 és C' > 0-ra,
akkor 1étezik olyan X (t) folytonos trajektoriaju sztochasztikus folyamat a [0, 1]*-n,

melyre P(X(t) = X(t)) = 1 minden ¢ € [0, 1]*-ra.



Megoldasok, megoldasvazlatok

1.)

Léssuk be az allitast elészor abban az esetben, amikor f(z,y) = Ia(x)Ig(y), ahol
Ic(+) jeléli a C halmaz indikatorfiiggvényét, és A C R illetve B C R! tetsz6leges
Borel mérhet6 halmazok. Ekkor a feltételes varhato érték tulajdonsagai alapjan

E(f&n)n=y)=Ela)IBM)n=1y)=Is(y)E{Ia(&n=1y)
=Ig(y)EIA(§) = EIg(y)Ia(§) = Ef(&,y) .

Az azonossag a varhatd érték és a feltételes varhatéd érték linearis tulajdonsaga
miatt kovetkezik a fenti formuldbdl abban az esetben, ha az f(x,y) figgvény

k
f(x,y) = > Ia,(x)IB,(y) alaki. Tekintsiik azt a specidlis esetet, amikor az
j=1

A; x B; halmazok diszjunktak. Jelolje D azon D C R? halmazok osztalyat,
melyekre EIp(&,y) = E(Ip(&,n)|n = y). Tudjuk, hogy D tartalmazza a véges
sok diszjunkt téglalapbdl all6 halmazokat. Tovabba a varhato érték és feltételes
varhato érték tulajdonsagai miatt D monoton halmazosztaly, azaz rendelkezik a
kovetkezo tulajdonsagokkal: Ha Dy C D, Dy C D, Dy, Dy diszjunktak, akkor
(o)
D, UD, CD,ésD; €D, D; C Djy1,5=1,2,..., akkor |J D; € D. Altaldnos
j=1

mértékelméleti eredmények szerint egy a téglalapokat (altalaban egy halmazgytiriit)
tartalmaz6 monoton halmazosztaly tartalmazza a Borel o-algebrat (a halmazgytiri
altal generalt o-algebrat). Ezért a bizonyitandé azonossag igaz akkor, ha az f(x,y)
fiiggvény egy mérheté halmaz indikatorfiiggvénye. Felhasznédlva a varhato érték
és feltételes varhaté érték tulajdonsagait kapjuk, hogy a kivant azonossig igaz
tetszoleges 1épcsosfiiggvényre, illetve azutdn hataratmenettel kapjuk, hogy igaz
olyan f(x,y) fliggvényre, melyre E|f(£,n)| < co.

Legyen a & valdszinliségi véltozé eloszlasfiiggvénye F(z), és az n valdsziniiségi
valtozé eloszlasfiiggvénye G(z). Definidljuk az R? = R! x R! szorzatteret a
p(dz,dy) = F(dx)G(dy) szorzatmértékkel, tovdbba a T: (Q, A, P) — (R2%, B, p)
mérhet leképezést a T(w) = ({(w), n(w)) képlettel. Ez a T leképezés mértéktarto,
azaz tetszleges B C R? mérhetd halmazra u(B) = P(T~!(B). Annak megélla-
pitdsdhoz, hogy a T leképezés mértéktartéd elég ellendrizni azt hogy u(A x B) =
P(T7Y(A x B)) tetszééleges A x B C R? tipusti halmazra, ami a feltételekbdl
konnyen adodik.

frjuk at a bizonyitandé formulat az el6bbi transzformacié segitségével az (R?2, A, 1)
térre. A bizonyitando allitas ekvivalens az

[ semar=[ Efeyl,, dr
neC neC

azonossaggal tetszéleges mérhet6 C € R! halmazra. Ez pedig ekvivalens, a T
transzformacié mértéktartd tulajdonsdga miatt az

[ stetanan = [ ([ senrin) e
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azonossaggal, és az utolsé allitas a Fubini tétel kovetkezménye.

Az els6 feladatnak mind a két bizonyitdsa moédosithaté dgy, hogy megadja en-
nek a feladatnak a bizonyitdsat. Az els6 bizonyitasban szinte semmit sem kell
valtoztatni. A masodik bizonyitasban a T: (2,4, P) — (R' x Q,B x F, ur x P),
T(w) = (£(w),w), leképezést tekintjiik, ahol B a Borel o-algebra Rl-en és ur a
¢ valoszintiségi valtozo F' eloszlasa altal meghatarozott mérték. Ekkor a T tran-
szformaciéo mértéktartd. Ennek a tulajdonsidgnak az ellendrzésekor elég a B x C
alaku halmazokat és azok Osképét elég vizsgalni, ahol B € B és C € F. Fontos: A
C halmaznak csak F mérhetonek kell lenni és nem feltétleniil .4 mérhetének. Innen
kapjuk, a mésodik bizonyitas érvelését hasznalva, hogy egy a [0, 1] x Q-n definialt
B x F mérhetd H(z,w) fiiggvényre E(H(§,w)|F)(w) = [T H(z,w)dF(z). Eat
az Osszefiiggést a H(z,w) = f(z,n(w)) figgvényre alkalmazva megkapjuk a kivant
allitast.

Mivel a P(A|n) valészintiségi valtozé o (&, t € T,n) mérhetd a bizonyitandé &llitas
ekvivalens a kovetkezovel:

/ P(Aly)dP = P(A N B)

tetszbleges B € o(&,t € T,n) és A € A halmazra. Rogzitsk az A € A halmazt.
A feladat feltételei miatt a kivant azonossag igaz minden B € (&, &y, -+, &5 M)
halmazra, ahol {t1,...,tx} a T paraméter halmaz tetszOleges véges részhalmaza.
Mivel a bizonyitandé azonossdg mindkét oldala o-additiv mint a B € 4 halma-
zokon értelmezett fggvény, ezért a mértékek kiterjesztésének egyértelmiisége mi-
att egy halmazgylrirdl az altala generalt o-algebrara az azonossag igaz minden
B € 0(&,t € T,n) halmazra.

a.)

(l1++lk)| ll”'plk

P(nlzlla7nk:lk):P(€:l1++lk) l1|..-lk;| Py k

Alle) I —X . i) s,
e 72911 .. .pkkei — H e Pj
l...],. N
Ii!--- 1! i1 l;!
tetszoleges [1 > 0, ..., I > 0 egész szamokra. Innen adédik az allitas.
k
Legyen Apt1 =X\ U Aj, pj = pi(Aj),j=1,...,k+1. Ekkor a feladat a.) része
i=1

szerint az egyes A; halmazokba esé pontok szdma egymastdl fliggetlen Ap(A ;)
paraméterii Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozoé.

Tekintsiik az X halmaznak egy particigjat, mely rendelkezik a kovetkezo tulaj-
(o.@)

donsagokkal: X = |J Xj, az X;, 7 = 1,2,..., halmazok diszjunktak, p(X;) =
j=1

Aj < oo. Konstrualjunk a b.) feladat felhaszndlasaval mindegyik X, halmazon

egy olyan pontrendszert (véletlen szamu pontot dobva le p(X;) paraméter Pois-

son eloszldssal egymadstol fiiggetleniil ugy, hogy egy pont egy A; C X, halmazba
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(A,
(X5)
(A ), paraméterii Poisson eloszldsi val6szintliségi valtozd, és diszjunkt halmazokba
egymdstol fliggetlen szamu pont essék. Legyenek a kiilonbozé X ; halmazokba esd
pontok szama egymaéstdl fiiggetlen. Mivel fliggetlen Poisson eloszlasi valészintiségi
valtozok osszege Poisson eloszlasi, és az 6sszeg paramétere egyenlo az 6sszeadandok
paraméterének az Gsszegével, ezért az itt leirt konstrukciéban tetszéleges p(A) < oo
mértékli halmazba p(A) paraméterii Poisson eloszlasi valdsziniiségi valtozé esik,
és diszjunkt halmazokba es6 pontok szama egymastdl fiiggetlen. (Lassuk be, hogy
végtelen sok fiiggetlen Poisson eloszlasi valdszintiségi valtozo osszege is Poisson
eloszlasu, és az Osszeg paramétere megegyezik az Osszeadanddok paraméterének
az Osszegével, feltéve, hogy ez az Osszeg véges. Ennek bizonyitasandl érdemes
észrevenni, hogy ebben az esetben az Osszeg 1 valdsziniiséggel, ezért eloszlasban
is konvergal.)

A W(t) —tW(1), 0 <t <1, folyamat fliggetlen a W (1) valdsziniiségi valtozétdl,
mert korreldlatlanok, és a W (t;) —t;W(1), j = 1,...,k, és W(1) valdszintiségi
valtozdk egyiittesen normalis eloszlasiak tetszoleges k pozitiv egész szamra és
0 <t <--- <ty <1 szamokra. Ezért a W(t;) = (W(t;) —t;W (1)) + ¢t;W(1),
j = 1,...,k vektor feltételes eloszlasa W (1) = =z feltétel esetén megegyezik a
Wi(t;) —t;W(Q) + tjz, j = 1,...,k vektor eloszlasaval. Hogyan kovetkezik ez
az allitas az elso feladat tobbdimenzids valtozatabol? Ily mdédon bebizonyitottuk
a feladat els6 allitasat. A feladat masodik, a folyamatokra vonatkozo allitasa ek-
vivalens a kovetkezd két allitdssal: A C([0,1]) tér tetszéleges (Borel) mérheté A
halmazdra és a szdmegyenes (Borel) mérheté B részhalmazara az F(u) = Fa(u) =
P{w: (Bo(t,w) +tu, 0 <t <1) € A}) fiiggvény mérhetd, és

=

valoszintiséggel essék), hogy egy A ; C X; halmazba esé pontok szama legyen

T

/ P{w: (Bo(t,w) +tu, 0 <t < 1) € AD)o(u)du

=P({(w: W(t,w), 0<t<1)e A}n{W(1) € B}),

ahol By(-) a Brown bridge-t és ¢(+) a standard normalis slirtiségfiiggvényt jeloli. A
feladat els6, mar bizonyitott felébdl kovetkezik, hogy ez a két allitas igaz abban a
specialis esetben, amikor A hengerhalmaz, azaz a kovetkez6 alakid: A = {x(t), 0 <
t <1:z(-) € C([0,1]), x(t;) € B;, j = 1,...,k} valamilyen pozitiv egész k-ra,
0 <t <--- <t pontokra, és B;, j = 1,..., k mérhetd halmazokra.

Az Fa(-) fiiggvény mérhetd, ha az A halmaz hengerhalmaz, és az olyan A halma-
zok, melyekre Fa(-) mérhet fiiggvény, monoton halmazosztalyt alkotnak, ezért
az ilyen halmazok tartalmazzak a hengerhalmazok &altal generdlt legsziikebb o-
algebrat, ami egybeesik a C([0.1]) tér Borel mérheté halmazaival.

Annak érdekében, hogy beldssuk azt, hogy a felirt azonossag igaz tetszoleges mér-
het6 A halmazra, rogzitsiink egy Borel mérhet6 B halmazt a szamegyenesen, és
definidljuk a p1(A) = [ g P{w: (Bo(t,w) +tu, 0 <t < 1) € A})p(u)du és
pa(A) = P{(w: W(t,w), 0 <t <1) e A}n{W(1) € B} halmazfiiggvényeket.
Mivel mind g1 mind po mérték a C([0,1]) tér mérhetd részhalmazain, és pi(A) =
p2(A), ha A hengerhalmaz, ezért pup = g, és ez a bizonyitandé azonossag.



