A Korteweg-deVries egyenlet vizsgalata

A Korteweg-de Vries egyenlet (az egyik szokdsos normalassal) a kovetkezo:
Up + Uy + Upye = 0 . (%)

Fontos, hogy az uu, tag miatt az egyenlet nem linedris. Be lehet latni, hogy ennek

3c .. . P
az egyenletnek az u(z,t) = s(z — ct,c), s(v,c¢) = ———— fiiggvények megolddsai

cosh” 3v/cx

tetszoleges ¢ > 0 szamra. Ezek a fiiggvények egyenletes ¢ sebességgel haladé hullamokat
irnak le. Az igazan érdekes nem az, hogy ezek a fliggvények megoldasok, hanem hogy
e megoldasok fontos szerepet jatszanak az altalanos megoldas viselkedének leirasaban.
(A nem-linearitds miatt nem varhatjuk, hogy az dltaldnos megoldés felirhaté specidlis
megoldasok linearis kombinaciéjaként.) Az eredmény, melyet legalabb részben meg

kivanunk érteni, a kévetkezo:

Tétel: Legyen u(x,t) a (%) egyenlet £oo-ben elting megolddsa. Léteznek olyan cq, ... ,
cN pozitiv szamok, (az u megoldds sajatsebességei) és olyan Hii eltoldsok, melyekre

lim wu(z+ct) =

t—+o0

{ s(x — 0%, ¢;) hac=c,
0 ha ¢ # ¢;

A megoldas fontos 1épése sok (a fizikai irodalomban integrdlnak nevezett) meg-
maradé mennyiséget taldlni (példaul a c; sajatsebességek ilyenek), azaz olyan Fu funk-
ciondlokat, ahol u = wu(x) f+oo-ben eltiing sima fiiggvény, melyekre Fu(x,t) nem fiigg
t-t6l, ha u(z,t) a (x) egyenlet megolddsa. Ha idénk engedi, érdemes megtargyalni
a kovetkez6 kérdést is: Ha olyan megoldast tekintiink, melyek negativ idépontokban
egy gyorsan és elotte pedig egy lassan haladé hullambdél all, akkor hogyan viselkedik a
megoldas azutdan, hogy a gyors hullam eléri a lassu hullamot?

Ugyancsak érdemes beszélni arrdl, hogy melyek azok az u; = K (u) parcidlis diffe-
rencidlegyenlettel leirhato ,,integralhato rendszerek”, melyek megoldhatoak a sok meg-
maradé mennyiség miatt. (A mi esetiinkben K(u) = —uu, — Uzer.) Megbeszéljik,
részben feladatok forméjaban a kovetkezo fontos Lax Péter altal megfogalmazott mdd-
szert. Minden sima u = u(zx) fiiggvényhez rendeljiink hozza egy L, onadjungalt ope-
ratort (mondjuk az Lo(R,.A, \) térben). Rogzitsiink egy u = ug fliggvényt, és legyen
L(t) = Ly(y,1), ahol u(z,t) az uy = K(u), u(x,0) = ug egyenlet megolddsa. Prébaljuk
az L, operdtorokat ugy megadni, hogy az L(t), t > 0, operatorok unitér ekvivalensek,
ami a kovetkezot jelenti:

Definicié. Az L(t), t > 0, dnadjungdlt operdtorok unitér ekvivalensek, ha létezik U(t)
unitér operdtoroknak serege, melyekre az U~L(¢)L(t)U(t) operdtorok nem fiiggnek a t
paramétertol.

(Ilyen esetben a L(t) operédtor spektruma nem fiigg ¢-t6l.)

E médszer mogott a kovetkezo filozofia all. A fizikdban szereplé kozonséges dif-
ferencidlegyenletek vizsgalataban fontos szerepet jatszanak a megmaradd mennyiségek,
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azaz integralok, melyek konstansok egy trajektoria mentén. Jelen esetben parcidlis
differencidlegyenleteket tekintiink, melyekben végtelen sok megmaradé mennyiséget ke-
resiink. Szeretnénk olyan végtelen dimenziés métrixokat (operatorokat) taldlni, melyek
konstansok egy trajektoria mentén. Kénytelenek vagyunk azonban egy ennél gyengébb
célt kitlizni. Ugy akarunk operatorokat a fiiggvényekhez hozzarendelni, hogy a parcialis
differencidlegyenlet egy trajektoridja mentén egy operator elforgatottjai jelenjenek meg.

x
Ezt jelenti az unitér ekvivalencia bevezetése. Egy kozonséges i F(x,t) differencial-

egyenlet esetében egyszerlien megfogalmazhaté annak feltétele, hogy egy G(x) fliggvény
dG(z(t
dG(z(t)) = 0 feltétel. A kovetkez6

tétel ennek az allitasnak a végtelen dimenzids, nem kommutativ megfeleléje.

integral legyen. Ehhez az kell, hogy teljesiiljon a

Tétel. Legyen adva (a too-ben eltind sima u figgvényektdl folytonosan figgd) Ly,

onadjungalt és B, antiszimmetrikus operdtorok (azaz B* = —B) egy rendszere, tovabbd

az u figguényeknek egqy a t paramétertdl folytonosan figgd u = u(t) csaladja, (pl. egy

u; = K(u) egyenlet megolddsai). Legyen L(t) = L4, B(t) = Byy). Ha Ly =
dL(t

[B(t),L(t)], ahol Ly = %, [B,L] = BL — LB, akkor az L(t) operdtorok unitér

ekvivalensek.

Megfogalmazunk néhany feladatot, melyek megtargyalasa segithet ennek az allitasnak
a megértésében.

1.) Legyen U(t) unitér n x n-es métrixok a ¢ véaltozé szerint differencidlhaté rendszere.
dU(t)
Ekkor

Megforditva, ha adva van antiszimmetrikus métrixoknak egy differencidlhaté B(t)

= BU, ahol B = B(t) antiszimmetrikus matrix, azaz B* = —B.

dU(t
serege, t > 0, akkor az % = B(t)U(t), U(0) = I egyenlet megoldasa unitér
matrixoknak egy U(t) serege.
Segitség: Tekintsiik a kovetkez6 kozelité megoldasokat:U(t) = et=HBE)U (%), ha
J Jj+1

Lt
n n

d e
2.) (Ismétlés) Az zd— operator 6nadjungalt (pontosabban kiterjeszthet$ 6nadjungalttd)
x

az Lo(RY, B, \) téren, ahol \ a Lebesgue mérték a szamegyenesen.

3.) Ha A(t) invertdlhaté matrixok a ¢t paraméter szerint differencidlhaté serege, akkor
dA~1(t) dA(t)
————2 = ATt ——=AT(1).
o )= (t)
4.) Bizonyitsuk be a tételt az 1. feladat végtelen dimenzids véltozata segitségével.

dU—L(t)L(t)U(t
Segitség: Lassuk be, hogy (tH)L()U(?)

U, = BU, (U(0) =1) egyenlet hatarozza meg.

=0, ha az U(¢) unitér operatorokat a

1
5.) Az L, = D? + Eu operator 6nadjungalt, a By = D és By = D3 + bD + Db



d
operatorok pedig antiszimmetrikusak az L?(R,B,\) térben, ahol D = —, az f

dx
fiiggvény szorzdoperator az f fiiggvénnyel. [Bg, L] = G U
1 o, 1 1 ) 1
B1,L] = —uyD* + —upy D + —tggy — 46y D7 — 4byye D — byyo + = buy .
2 2 6 3
6.) A [Bo,L] = gu, &llitdsbdl kovetkezik, hogy az u, = u egyenlet u(z) = u(t, z)

1
megoldésaira az L = D? + éu operatorok unitér ekvivalensek. Miért nyilvanvald

1
ez az allitds a fenti szamoldasok nélkiil is? A b = —u valasztassal a B, operator

definicigjaban és B = 24B; definiciéval mutassuk meg, hogy a fenti L operatorok

unitér ekvivalensek, ha a benniik szereplé u = wu(t,z) fiiggvények a (x) egyenlet

megoldésai.
7.) Az Fu = ffooo u?(z) dz a () egyenlet megmaradé mennyisége, azaz Fu(z,t) nem
fiigg t-t6l, ha u(z,t) a (x) egyenlet megoldésa.

Segitség: Mutassuk meg, hogy %J—"u(t,x) = [2u(x,t)u(z,t) de = 0 parcidlis in-

tegralas segitségével.

Erdemes bevezetni a véges dimenziés terekben definidlt érintévektor természetes
megfelel§jét a sima és a +oo-ben eltiing fliggvények terében. Legyen u = u(x) egy ilyen
du(z,e)

de |._,
érintot, feltéve, hogy az létezik. Vizsgaljuk meg, hogy hogyan valtozik az érintévektor,
ha az u fliggvény valtozasat egy parcialis differencidlegyenlet irdnyitja. Részletesebben
leirva, tekintsiink egy u; = K (u) parcidlis differencidlegyenletet, ahol K (u) egy ,,szép”
funkciondl, legyen ugy = ug(x,e) egy a 0 idépontban kiindulé fliggvénysereg v érinté-
vektorral. Legyen u(t,e) = u(z,t,e) az uy = K(u) egyenlet megoldasa u(z,0,e) =
up(x,e) kezdeti feltétellel, és hatdrozzuk meg az ehhez a fiiggvénysereghez tartozoé

du(z,t,€ e
v(t) = dulz,t,¢) érintévektorokat.
de

e=0

figgvény és az u(z, e), u(z,0) = u fiiggvénysereghez, rendeljiik hozzd a v =

8.) Legyen az u; = K (u) differencidlegyenlet olyan, melyre a K (u) kifejezés differencidl-
haté, azaz létezik olyan V' = V' (u) funkciondl a sima fiiggvények terén, melyre igaz

dK
minden sima +oo-ben eltiiné v fliggvényre, hogy w = V(u)v. Ekkor
6 =
a fent definidlt v(t) érintévektorok léteznek, és teljesitik a v, = V(u(t))v parcidlis
differencidlegyenletet. Ha K(u) = —uu, — Uzye, (a Korteweg-deVries egyenlet),

akkor V(u) = —uD —u, — D3 = —Du— D3, ahol D a differencidloperatort, f pedig
az f fiiggvénnyel val6 szorzas operatorat jeloli.

Legyen I(u) az u; = K (u) parcidlis differencidlegyenlet egy integralja, (azaz a dif-
ferencidlegyenlet egy u = wu(t) megoldasdra I(u(t)) =const.). Azt mondjuk, hogy az
I(u) funkcionalnak létezik egy G(u) gradiense, ha minden sima £oo-ben eltiing u és v

dr) G, v) = [G)@)()d.

fiiggvényekre
de e=0



9.) Teljesitse az uy = K(u) egyenlet az elozé feladat feltételeit, legyen u(t) ennek az
egyenletnek megolddsa, v = v(t) pedig az u(t) pontokbdl kiindulé érintésereg.
(Ez ekvivalens azzal, hogy v(t) a v; = V(u(t))v egyenlet megolddsa.) Ekkor a
(G(u(t)),v(t)) kifejezés nem fligg ¢-tél.

Megbeszéljiik a Lax cikk néhany fontos részeredményét. Legyen az uy = K (u) diffe-
rencidlegyenlet eltoldsinvaridns, és legyen u(t,z) = s(x — ct) ennek egy eltoldsinvaridns
(hulldm) megolddsa. Ha I(u) a differencidlegyenlet egy integrélja, G(u) gradienssel,
akkor a G(u) gradiens fiigg mint az u fliggvényt6l, mint az I(u) funkcionéltél. Viszont
alkalmas feltételek teljesiilése esetén, melyet példaul a Korteweg-deVries egyenlet teljesit
G(s) = ks, (s egy hullaim megoldds) minden valamilyen G gradienssel rendelkezd I
integralra.

Legyen a differencidlegyenlet olyan, melyre az L, = D? + fu operdtor I(u) =
A(u) sajétvektora integral. Ennek meghatdrozhaté a gradiense, és ez %wQ, ahol w,
[w?dr =1, az L, = A\(D*w+ %uw) egyenlet megoldésa, azaz a A sajatértékhez tartozé
sajatvektor. Ez az Osszefliggés az alapja annak az eredménynek, mely a Korteweg-
deVries egyenlet megoldasaban megjelend hulldimok sebességét kifejezi a hozzatartozé
L, operator sajatértékeinek segitségével.

A duplahullé,mok vizsgalatdhoz hasznos a KdV egyenlet olyan 1j integraljait talalni,
melyek I(u) = [ P(u) du alakdak, ahol P(u) az u, ug, ... , Uy, fiiggvények polinomja.
Sikertilt olyan Iy, I, I 3 integrélokat talalni, melyek magfiiggvényei a kovetkezo alakuak:
Pi(u) = 3u?, Py(u) = 2u® —u2, P3(u) = ; — 3uu? + 2uZ,. Ahhoz, hogy be tudjuk
latni, hogy ezek a kifejezések valoban integralok, oldJuk meg a kovetkez6 feladatot:

10.) Az alabbi tipusi fiiggvények esetén a G(u) gradiens az u fliggvény és azok de-
d
rivéltjainak (kiszdmithatd) polinomja, azaz az — f P(u+ ev) dw‘ = [G(u)vdzx

egy ilyen fliggvénnyel. Az ilyen gradienseket lokahs fliggvényeknek hlVJak (Miért?)

A fenti tipusu I (u) funkciondl integral, ha a hozzétartozé G(u) gradiensre G (u) K (u)
teljes differencidl (az u; = K (u) egyenlet integréljait keressiik), azaz G(u)K(u) =
[H(u)], alakfl alkalmas H(u) fliggvénnyel.

Segitség: —fP )dz = (G(u), K (u)).

Tekintsiik a fent definidlt I, I, I3 integralok valamilyen aq I1 + aols + ag I3 linearis
kombin&cidjat, illetve a hozza tartozé G = G(ay, a2, a3) = a1Gy1 + asGse + a3G3 gradi-
enst. Lassuk be, hogy
11.) Ha wg olyan fliggvény, melyre G(u) = 0, akkor a KdV egyenlet u(t) megolddsai

u(0) = ug kezdeti feltétellel szintén teljesitik az G(u(t)) = 0 azonossagot.

Ez az észrevétel segit kétpupu hullammegoldasok megtaldldsaban. Viélasszuk a G
gradienst gy, hogy két eléirt ¢1 és co sebességili s1 és so hulldmra G(s1) = G(s2) = 0.
(EmlékeztetSil: G(s) = ks tetszéleges G gradiensre, ha s hulldim megoldas.)



