Egy maésik hasonlé konstrukcio

Ez is John H. Conway “On numbers and games ” cim1 konyve alapjan késziilt. A fenti knyvon
kiviil ezzel a konstrukciéval foglalkozik D. Knuth egy szorakoztaté konyve is.

Nem hiszem, hogy szeminariumot kellene szentelni rd, de szivesen beszélek errdl barkivel, akit
érdekel.

Konstrukcié
Legyen L és R szamok két halmaza, gy, hogy L egyetlen eleme sem > R egyetlen eleménél
sem. Ekkor ez a halmazpér egy szam, amit igy jelolink: {L|R}. Minden szam igy lett konstrudlva.

Jeldlés

Az x = {L|R} szédm esetén z! jeldli L tipikus elemét, ¥ pedig R tipikus elemét. (Ez olyan,
mint ahogy o jelolte a tipikus a-nél kisebb elemet a rendszémos konstrukciéban.)

Ahelyett, hogy x = {L|R}-et irnank, altalaban felsoroljuk L és R elemeit a kapcsos zéardjelen
belill, mint példaul az Osszeg, szorzat definiciéjaban, vagy példaul irhatjuk altalaban, hogy x =
{z¥]z®}. (Hasonlé konvenciét hasznaltunk a rendszémos konstrukciénal.)

Definiciok

Azt mondjuk, hogy = > y (vagy ezzel ekvivalensen y < z) ha egyetlen % szdmra sem teljesiil,
hogy =t <y, és egyetlen y” szdmra sem teljesiil x < y*.

Azt mondjuk, hogy x = y, ha mind z > y, mind z < y teljesiil. Ilyenkor az x és y szdmokat
azonositjuk.

Osszeadas: =+ y = {zF +y,x + 9"z +y,z + yF}.

Kivonds: —x = {—azf| — 2L}

Szorzés: zy = {xty +zy? — alyl 2By + oyl — 2By B|aly + oyl — alyl ally + 2yt — 2Byl

Feladatok

0. A konstrukcié értelmes. (A rendszdmos konstrukciéval ellentétben itt ezt nehéz belatni. A
konstrukcid csak a > és = definicigjaval ér véget, hiszen a >-t hasznaljuk a konstrukciéndl, mig az
= szerint azonositjuk a szamokat. Milyen értelemben van megalapozva a rekurziv definici6? Az =
szamok azonositdsdhoz igazolni kell, hogy = ekvivalencia-relécié, és azt is, hogy ha a konstrukciéban
a szamokat veliik egyenlére cseréljik, akkor a konstrudlt szam is csak egyenlére valtozik. Hasonléan
azt is, hogy a > reldci6 sem érzékeny ilyen cserére.)

1. A szadmokat linedrisan rendezi >. (Azaz tranzitiv, és barmely két szdm Osszehasonlithaté.)

2. Az Osszeadds, kivonds, szorzds értelmes. (A rekurzié megalapozottsiagan til kell, hogye-
gyenld szamok Osszege, kiilonbsége és szorzata is egyenlé. Ez olyan, mint a 3. és 9. pont a masik
konstrukciénal.)

3. A szamok rendezett testet alkotnak. (A reciprok létezésén kiviil minden egysoros bi-
zonyitdssal kijon. Reciprok létezése nehéz.)

4. Ha a konstrukciéban csak véges (esetleg csak egy elemil) L és R halmazokat engednénk
meg, csak a szamok egy részét lehetne megkonstrualni. Melyeket? Mi az “értéke” ennek a szamnak:

BB

5. Talaljuk meg a valds szamokat az Gsszes szam kozott.

6. Az olyan szdmokat, melyekre R iires (azaz x = {z|}) jél rendezi a < (z < y, ha x < y,
de nem z = y). fgy ezek azonosithatoak a rendszamokkal. Ezek az Osszeadasra és szorzasra zartak
(egyszerii), de rajtuk az Osszeadds nem a rendszamosszeadas lesz (mert az nem kommutativ), (és
persze semmi koze nem lesz a rendszamos konstrukcioval definialt 6sszeaddashoz. Hogy irhaté le ez
az Osszeadss? Es a szorzds?



