Feladatok:

Elészor a Wiener folyamat és a Brown bridge kapcsolataval foglalkozunk. Egy
W(t), 0 <t <1, Wiener folyamat a [0, 1] intervallumon olyan folytonos trajektériaji
Gauss folyamat, amelyre EW (t) = 0, EW (s)W (t) = min(s,t), ha 0 < s,t < 1, Egy
B(t), 0 <t < 1, olyan folytonos trajektoridji Gauss folyamat, amelyre EB(t) = 0,
EB(s)B(t) =s(1—t),ha0<s<t<1.

1.) Legyen W (t) Wiener folyamat a [0, 1] intervallumon, Egy B(t) folytonos trajek-
toridju sztochasztikus folyamat, akkor és csak akkor Brown bridge, ha a véges
dimenzids eloszldsai megegyeznek az aldbbi By(t) sztochasztikus folyamat véges
dimenzids eloszlasaival. By(t) = W(t) —tW (1), 0 <t < 1. A By(t) Brown bridge
és a W (1) valdszintiségi valtozé fiiggetlen egyméstol.

2.) Legyen B(t), 0 <t < 1, Brown bridge, és legyenek adva valamely 0 < s <u <v <1
szamok. Mutassa meg, hogy E[B(u) — B(s)][B(v) — B(s)] = (u—s)(1 —v + s).

3.) Legyen adva egy W(t), 0 <t < 1, Wiener folyamat. Rogzitsiink valamely 0 < s <
t < 1 szamokat, és konstrualjuk meg a Wiener folyamat segitségével a kovetkezo
Bo(u), s < u < t, sztochasztikus folyamatot az [s,t] intervallumon. By(u) =
W(u) — W(s)] — 5=2[W(t) — W(s)], s < u < t. Ez tekinthetd egy dtskdlazott
Brown bridge-nek a kovetkez6 értelemben. A B(u) = (t — s)~Y2By(s + u(t — s)),
0 < u < 1, sztochasztikus folyamat Brown bridge. Tovébba, a By(u), s < u < t,
sztochasztikus folyamat és a W (t) — W (s) valdszintiségi véltozé fliggetlenek.

Megjegyzés. A konstrudlt B(t) sztochasztikus folyamat folytonos trajektdridju
Gauss folyamat nulla varhato értékkel. Ahhoz, hogy beldssuk, hogy Brown bridge
elég megmutatni, hogy EB(u)B(v) =u(l —v),ha0<u<wv <1

4.) Bizonyitsuk be a “Néhany alapvetd eredmény a &2 statisztikarél” cimfi ismertetés
3. feladatanak eredményét a Cochran—Fisher tétel segitségével. A bizonyitdsban
azt mutassuk meg eloszor, hogy a Xi,..., X valészintiségi valtozék altal megha-
tarozott X7 + -+ + X2 — (/p1X1 + -+ + /PeXk)? kvadratikus alakhoz, ahol a
p; egyltthatdkra Z?Zl p; = 1, olyan (p;;), 1 < i,j < k, szimmetrikus matrix
tartozik, amelynek elemeit a p;; = 1 —p;, pij = —\/Pipj, hai # j, 1 <i,j <k,
képlet adja meg 1 < j < k, konstansokkal, és egy ilyen matrix rangja legfeljebb
k —1. (Azt kell észrevenni, hogy ha az i-edik sort beszorzom ,/p;-vel, akkor az igy
kapott sorok dsszege nulla.)

Ismeretes az eloszlasban valé konvergencia kovetkezd jellemzése. Tekintsiink az
egyszeriiség kedvéért csak értékeit az R¥ Euklideszi téren felvevd valészintiségi val-
tozékat. Vegyik &,, n = 0,1,2,..., valésziniiségi valtozok egy sorozatat. A &,,
n = 1,2,,..., sorozat akkor és csak akkor konvergal eloszldsban a &; valdsziniiségi
valtozéhoz, ha Eg(&,) — Eg(&) minden (az R* Euklideszi téren definidlt) folytonos és
korlatos g(x) fiiggvényre.

5.) Bizonyitsa be az eloszldsban valé konvergencia fenti jellemzésének a segitségével azt,
hogy ha &,, n =1,2,,..., valészinliségi valtozdk egy sorozata eloszlasban konvergal



egy &y valészintiségi véltozohoz, és h(z) egy folytonos fiiggvény (azon az R téren,
ahol a &, val6szintliségi valtozdk felveszik az értékiiket), akkor a h(&,), n =1,2,,...,
val6szintiségi véaltozok sorozata eloszlasban konvergal a h(&y) valdszintiségi valto-
z6hoz.

. Legyen adva egy (f1(z),..., fn(x)) vektor értékii fiiggveny (valés szam értékii ko-

ordindtdkkal), ahol x € X valamilyen X téren, és egy p mérték az X téren.
Definidljuk az A; ; = [ fi(z)f;(z)p(dz koordindtdkbdl a &llé, (A;,), 1 < i,j <
n, n x n méretd métrixot. Bizonyitsa be, hogy ez az (Aij), 1 < 4,5 < n,
matrix pozitiv szemidefinit. Bizonyitsa be ezen eredmény segitségével, hogy a
tobbdmenziés Cramer—Rao egyenl6tlenségben szereplé Fisher-féle informéciéo mat-
rix pozitiv szemidefinit.

Legyen egy normalis eloszlasi (Z7, ... Z) vektor vérhaté érték vektora 0, kovari-
ancia métrixa D = (D; ;), 1 <4,j < k. Tekintsitk a Z = Zle a; Z; valésziniiségi
valtozét valamilyen aq,...ar egyltthatokkal. Mutassa meg, hogy Z normalis
eloszlast valészintiségi valtozé nulla varhaté értékkel, és (ay,. .., ar)D(ai, ..., a)T
szérésnégyzettel. Ha a Z(") = (Z{n), . .,Zén)), n = 1,2,..., véletlen vektorok
eloszlasban konvergalnak a Z véletlen vektorhoz, n — oo esetén, akkor a Zle Zi(n)

valészintiségi valtozok eloszldsban kovergélnak a ) |, Z; valészintiségi valtozéhoz
n — oo esetén.



