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Eloszo

Az elmuilt néhany évtizedben a pénziigyi matematika latvanyos fejlodésen ment keresztiil.
Ez a fejlodés természetesen nem valaszhato el a kozgazdasagtan és a matematika kapcsolodd
teriileteinek fejlodésétol. fgy tobbek kozott a portfolick valasztasanak és menedzsmentjének
problémadi, altalanossagban a bizonytalan koriilmények kozotti dontéshozatal kérdéskorei,
a kockazatmenedzsment vagy éppen az opcidarazas és azzal kapcsolatos problémak egyre
fontosabb szerepet jatszottak és jatszanak ma is a modern kozgazdasagtan és kiilonosképpen

a modern pénziigy gyakorlati és elméleti teriiletein egyarant.

Ebben a konyvben a fentiekben emlitett problémékhoz kapcsoloddéan harom teriilet
koré csoportositva mutatunk be pénziigyi matematikai alapismereteket, illetve hozzajuk
tartozoan egyes kozgazdasagi, matematikai eredményeket: hasznossiagelmélet, portfolid--
menedzsment és opcidelmélet. Konyviink, ahogy cime is tartalmazza, bevezeté ismere-
teket nyujt a szoban forgd tertileten. fgy nyilvanvaléan nem sajat —pl. egyes, specidlis
piacokhoz, problémahoz tartozo— kutatési eredményeinket, hanem a szakirodalom ismert
eredményeinek alapszintt bemutatasat, néhol aprébb kiegészitését vallaljuk olyan egységes
formaban, hogy az reményeink szerint alkalmas lesz mind egyetemi tankonyvként gradudlis
és posztgradudlis szinten, mind a szakteriilet irant érdeklodéknek az alapfogalmak elsajati-

tdsaban.

A konyv felépitése
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A Hasznossdgelmélet részben célunk a kozgazdasagtan szamos teriiletén alkalmazott
hasznossdgfoglalom és hasznossagelmélet axiomatikus megalapozasanak bemutatasa, kiilonos
tekintettel a bizonytalan kortilmények kozotti dontésekkel kapcsolatos kérdésekre. A hasz-
nossagelméletet kovetd részekben leginkdabb portfélidkkal kapcsolatos dontésekkel kivanunk
foglalkozni. fgy az 1. és 2. Fejezetekben, figyelembe véve a késébbi fejezetekhez sziikséges
fogalmakat és elméleti kérdéseket, kialakitjuk a hasznossidg és a varhaté hasznossag kon-
cepcidjanak (Neumann-Morgenstern féle hasznossagfiiggvény) a szdmunkra sziikséges axio-
matikus felépitését és kereteit az irodalomban ismert modellek alapjan. Tovabba attekintjiik,
hogy milyen kapcsolat van egy egyén (preferenciéi dltal meghatdrozott) hasznossagfiiggvé-
nyének alakja és az dltala hozott dontések kozott. Ezt kovetoen a kockazatkeriilés és annak
mérése segitségével (az Arrow-Pratt mértéket hasznalva) ismertetjiik, hogy milyen eszkézoket
javasolnak az irodalomban az egyén kockazattal kapcsolatos viselkedésének, dontésének a

leirasara.

A pénziigy és pénziigyi matematika elméletének egyik klasszikus probléméja értékpa-
pirok és portfélick kockazatossaganak jellemzése és kiilonosképpen (valamilyen értelemben)
optimalis portfélio kivélasztasa. Ezzel a kérdéskorrel foglalkozunk a Portfolio-menedzsment

és kockdzat cimu részben.

Képzeljiink el egy értékpapirpiacot, ahol kiilonbozo értékpapirokkal lehet kereskedni,
mint példaul kotvényekkel, részvényekkel, hataridos tigyletekkel és opcids szerzodésekkel.
Tegytik fel, hogy adott egy piaci szerepld, aki egy bizonyos tokemennyiséget birtokol, és sze-
retné azt a piacon befektetni értékpapirokba. Természetesen a t6kéjét szamos modon lehet al-
lokélnia a papirok kozott. Ezen allokaciokat, azaz a megvasarolt értékpapirok egyiittesét fog-
juk portféliénak nevezni. Egyes portfélick mas portfélicknal igéretesebbek lehetnek (példdul
abban az értelemben, hogy nagy a jovébeli varhaté hozamuk), mig egyes portféliok pedig

kevésbé kockédzatosak lehetnek (példdul azért, mert alacsony szérassal rendelkeznek).

Ekkor szamos kérdés mertil fel természetesen médon. Melyik portfoliot fogja a piac egy
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szereplGje valasztani? Mi a kiilonbség az egyes szereplok dontéshozatalaban és mivel ma-
gyarazhato ez? Milyen eszkozok és mértékek segitségével lehetne karakterizalni az egyének
dontéshozatalat és kockazattal szembeni viselkedését ilyen koriilmények kozott? Ezen rész-
ben a fenti kérdésekkel és azokkal kapcsolatos egyéb problémakkal kivanunk foglalkozni az

irodalomban ismert eredményeket alapul véve.

Ebben a részben el6szor varhaté hasznossag értelmében optimalis portfoliok kivalaszta-
sanak problémakorével foglalkozunk, s bemutatjuk azt, hogy hogyan lehet abbdl az egyéni ke-
resleti fliggvényt szarmaztatni értékpapirok esetén a nem bizonytalan dontések esetének ana-
légidjara (3. Fejezet). Ezt kdvetden, szintén az optimalis portf6lié problémé&jabdl kiindulva
azzal foglalkozunk, hogy a sztochasztikus dominancia fogalmat hogyan lehet értékpapirok

kockazatossiagénak Osszevetésére haszndlni ilyen modellekben (4. Fejezet).

Majd ratériink egy masik megkozelitésre portfolidk optimalizdlasa esetén: az in. 'mean-
variance’ portfolié analizis témakorére. Ahogy a név is utal ra, itt a portfélick varhato ho-
zama és a portfoliok szérdsa (vagy variancidja) figyelembe vételével alakitunk ki optimaélis
portfolidkat. Ez a portfolio-menedzsment leginkabb klasszikus teriilete, melyet gyakran
Markowitz-féle portfélidelméletnek is neveznek, s mely alapjat képezi a Capital Asset Pricing

Model-nek (CAPM) is.

Egy fontos teriilete a modern pénziigynek portfolidk és pénziigyi eszkozok kockazatos-
saganak (kockazatanak) mérése. Ennélfogva a 6. fejezetben koherens kockazati mértékekkel
foglalkozunk, majd két széles korben hasznalt kockdzati mértéket tanulmanyozunk, neveze-
tesen a Value at Risk (,,a kockéztatott érték”) és az expected shortfall (,,a nagy veszteségek

atlaga”) mértékeket.

A konyviink utolsd, Opcidelmélet cimii részében a modern pénziigy taldn legdinami-
kusabban fejlod6, s szamos mas tertiletre nagy hatassal biré problémakdrével, az opcidk

arazasaval ismerkediink meg. Az elmult 3-4 évtizedben a pénzpiacok fejlodésével egyiitt jart
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a szarmaztatott értékpapirok egyre nagyobb mértékii elterjedése. Ezen értékpapirok mas
értékpapirok, pénziigyi vagy egyéb eszkozok segitségével vannak definialva, azaz a masik
eszkozbol vannak szarmaztatva. Gyors elterjedésiikhoz szamos ok jarult hozza, itt csak azt

emlitjiik meg, hogy a kockazatkezelésben ezen értékpapirok szerepe igen fontos.

Az opcids szerzodések a szarmaztatott értékpapirok egy tipusat képezik, konyvinkben
els6sorban ezekre koncentralva tekintiink at problémékat. Példaul ilyen (egyben az egyik
legegyszeri(ibb) egy adott részvényre vonatkozé eurépai vételi opcid, mely a tulajdonosit az-
zal a joggal ruhazza fel, hogy egy jovébeli rogzitett idépontban egy rogzitett aron vasarolhat
egy részvényt. Az opcidelmélet alapveté feladata az opcid ésszerii (arbitrazsmentes) aranak

a meghatarozasa.

Ebben a részben diszkrét idejii piacokon a sziikséges alapfogalmak (pl. 6nfinanszirozé
stratégiak, fedezeti stratégidak) utan két kulcsfontossagu kérdést jarunk korbe, ezek: piaci ar-
bitrazsmentesség és piaci teljesség. Ezek ismeretében bemutatjuk a legfontosabb opcidarazasi
eredményeket diszkrét idejii piacokon, kiilonos tekintettel a binomidlis piacokra és azon a

Cox-Ross-Rubinstein drazasra.

Célok és motivdciok: kiknek szanjuk konyviinket?

A konyviinket mindazoknak irjuk, akik szeretnének alapozd ismereteket szerezni a
fentiekben ismertetett pénziigyi matematikai teriileteken. Reményeink szerint konyviink
segitséget nyujthat egyrészt az egyetemi oktatdasban egyetemi oktatdk és hallgatok szamara
egyarant, tovabba a kozgazdasagi szakmaban dolgozoknak és természetesen minden kedves

érdeklédonek.

A kényv megirdsdnél az volt az alapelviink, hogy egy bevezet (egy féléves) egyetemi
valészintiségszamitas kurzus tananyaganak elsajatitdsa utan a konyv feldolgozhaté legyen
minden érdeklodo szaméra. Ezért nem célunk minden elmélet ma ismert legaltaldnosabb

formajaban valo kifejtése. Masrészt ez az oka annak, hogy a konyvben szereplé minden
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részletesen feldolgozott kérdés diszkrét ideji piacokra épiil, igy bonyolult sztochasztikus
kalkulus ismerete nem feltételezett. Mivel viszont egy bevezetd valdszinliségszamitasi kur-
zusnak nem feltétleniil része a diszkrét idejii sztochasztikus folyamatok alapveto fogalmainak
targyalasa sem, igy az olvasét melléklet segiti ezen teriileten, kiilonosképpen az opcidéelmélet
fejezethez sziikséges martingalelméleti alapok megismerése céljabol. Ezen melléklet megi-
rasanal is arra figyeltiink, hogy csak a céljainkhoz feltétleniil sziikséges szinten targyaljuk
a fogalmakat a konnyebb feldolgozhatdsag érdekében. Hasonléan mellékletben adunk meg
néhany egyéb matematikai eredményt is, melyek az alapozd matematikai kurzusoknak nem

feltétlentl részei.

A mellékletek mellett a konyv bibliografiai megjegyzéseket is tartalmaz a konyv irasa

soran felhasznalt irodalomrol, illetve néhany ehhez kapcsolédo dltalunk ajanlott miirol.

A fentiek alapjan reméljiik, hogy konyviink nem csak matematikus, matematika sza-
kos hallgatok modern pénziigyi matematikaba valé bevezetésére alkalmas, hanem segitséget

nyujthat gazdasagtudomanyi és egyéb tudomanyteriiletek képzéseiben.

A Debreceni Egyetemen az utébbi évtizedben szamos pénziigyi matematikai kurzust
hoztunk létre és vezettiink be kiillonbozé szakok programjaba. fgy oktattunk és oktatunk
tobbek kozott matematikus, alkalmazott matematikus szakon hallgatokat, kiilonos tekintet-
tel a kozgazdasagi és pénziigyi szakiranyokra, de hasonlé témakorben indultak természetesen
tobb kozgazdasz képzésben is kurzusaink, ahol szintén kiemelendéek természetesen a pénziigyi
targyu szakirdnyok a szempontunkbol. Ezek mellett mas szakokon, igy példaul gazdasagin-
formatikus szakokon is beinditottunk hasonl6 tartalmu kurzusokat. Konyviink egyes részeit
ezen kurzusok oktatdsa soran fejlesztettiik ki és dolgoztuk at tébbszor. Egyes fejezeteit, de

bizonyos szakokon a teljes anyagot hasznéljuk az oktatas soran.

Itt megemlitend6 egy masik fontos cél is a konyv megirdsa kapcsan. Hiszen felmertl

a kérdés, hogy miért kezdtiink el egy ilyen munkat, ha adott szamos hasonlé targyt munka
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a szakirodalomban. Egyrészt a pénziigyi és a pénziigyi matematikai és a kapcsolédo teriile-
tek szakirodalméanak olvasasa és feldolgozasa soran egyes teriileteken szamos esetben ki-
deriilt, hogy az irodalom klasszikus eredményei pontatlanul, hibasan vagy éppen hidnyos
feltételrendszerrel vannak kozolve, amely nem csak az oktatasban, de a kutatasban is je-
lentés gondokat okozott. Ez kiilonosen a fenti kurzusok kialakitdsa soran volt igy, ma mar
orvendetes latni, hogy ebben a tekintetben javult a helyzet. Ezen probléma miatt célunk
volt, hogy a targyaldasmodunk preciz legyen és lehetdleg egységes keretek kozott ismertessiik a
kérdéses témakoroket. fgy, bar természetesen az ismertetett eredmények ismertek a szakiro-
dalomban, azok nyilvanvaléan nem sajatjaink, de a bizonyitdsok kidolgozasa, precizzé tétele
vagy éppen alternativ bizonyitasok adésa tobb helyen adott munkat szamunkra. Masrészt
ugy gondoltuk, hogy magyar nyelven egyébként is kevés konyv, jegyzet jelent meg a teriileten,

igy reméaljiik, hogy konyviink tekintheté hidnypotlénak ezen szempontbdl.

Konyviink kevés példat tartalmaz, s az nagyrészt csak az elméleti eredmények, isme-
retek bemutatasat végzi el. (A példak csak néhany klasszikus eredményt, esetet mutatnak
be, néhol a pontos matematikai feltételek leirasanak sziikségességét igazoljak, esetenként
segitenek néhdny meglepének tiiné dllitds bemutatasara.) A kevés példa legfébb oka, hogy
konyviink mellé két példatar is elkésziilt. Az elsét, [6], Barczy Matyés kollégank készitette,
aki szintén részt vett a fentiekben emlitett egyetemi kurzusok gyakorlatainak az oktatasaban.
Ebben konyviink elsé két részéhez kinal a szerzé szamos feladatot, példat és még elméleti
kiegészitéseket is. A mésodik, Barczy és Gall [7], pedig az opciéelmélet részhez kindl ha-
sonlé példakat és kiegészitéseket. Az oktatdsban az elkésziilt anyagokat egyiitt hasznaljuk,
s ezek egyiittes olvasasat ajanljuk a kedves olvaséinknak is. Ennek megfeleléen azonos

jelolésrendszert hasznalunk, s6t, szamos helyen hivatkozunk mindkét irdnyban egymasra.
Koszonetnyilvanitas

Végezetiil szeretnénk koszonetet mondani mindazoknak, kiilonos tekintettel kollégaink-

nak, korabbi hallgatéinknak, akik megjegyzéseikkel, tamogatasukkal segitették a munkankat.
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Kiilon koszonetet mondunk Martien van Zuijlen professzornak, akivel kozosen kezdtiink
el pénziigyi matematikai jegyzeteket fejleszteni. Fzen konyviink nagyban tamaszkodik a
korabban egyiitt kifejlesztett angol nyelvii jegyzeteinkre is. Barczy Matyas mind a konyv
témajahoz tartozo egyetemi gyakorlatok tartasa soran, mind a konyv irdsa soran szamtalan
észrevétellel segitette munkankat, amiért nagyon hélasak vagyunk. Koszonetet mondunk
Kramli Andrasnak, aki hosszu faradsagos munkaval végezte el a konyv lektordlasat, és
adott szamtalan tanacsot, tett szamtalan megjegyzést, mely nagyban hozzajarult a konyv

elkészitéséhez, javitasahoz.

Munkankat a korabbi években nagyban tamogatta az Orszagos Tudomanyos Kutatasi
Alapprogramok altal finanszirozott tobb palyazat, tovabba Tempus és Erasmus palyazatok,
a Debreceni Egyetem Informatikai Kara, Kozgazdasig- és Gazdasagtudomanyi Kara, va-
lamint Természettudoméanyi Kara, a Nijmegeni Egyetem Matematikai Intézete (Nijmegen
University, IMAPP), a Szegedi Egyetem Bolyai Intézete. Végiil koszonjiik a fenti intézetek

munkatdrsainak szamtalan modon biztositott segitségét, tamogatasat.

A jovoben is szivesen vesziink minden olvasoi megjegyzést, kritikat. A konyvvel kapcso-
latos késoObbiekben felmeriilé megjegyzéseket, kiegészitéseket, segédanyagokat és hibalistat
az alabbi honlapjainkon tervezziik elérhetévé tenni:

Gall Jozsef, Debreceni Egyetem, Kozgazdasag- és Gazdasagtudomanyi Kar,
http://www.econ.unideb.hu/jgall,
Pap Gyula, Szegedi Tudomanyegyetem, Bolyai Intézet,

http://www.math.u-szeged.hu/portal /hu/2.html (1d. Sztochasztika Tanszék).

a szerzok

Debrecen, 2009. november
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I. rész

Hasznossagelmélet
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1. fejezet

Hasznossagelméleti bevezeto

Tobb mint egy évszazaddal ezelott nagy valtozasokat hozott a modern kozgazdasigtan
fejlodésében az tn. marginalis forradalom. Ennek egyik legfontosabb eredménye volt a
modern hasznossagelmélet kiépitésének megkezdése, amely nagy attorést eredményezett a
kozgazdasagtanban altalaban, de kiillonos tekintettel a mikrookonémidban napjainkig. Azota
szamos olyan modellt hoztak létre kiilonb6z6 problémak megoldédsa soran, melyek alapjat a
hasznossdgelmélet képezi. Egyike ezen teriileteknek az egyéni dontések vizsgalata akar az
egyszeribb, ,,bizonytalansagok nélkiili”, akar a kicsit bonyolultabb, bizonytalan koriillmények

kozotti esetben.

A késébbi portfélioval kapcsolatos problémak megolddsahoz nekiink is sziikségiink
lesz tobb hasznossdgelméleti fogalomra, ezért elészor leirjuk az altalunk hasznalt modellt!,
feltevéseket és fogalmakat, bar megjegyezziik, hogy nem célunk az irodalomban ismert

legaltalanosabb hasznossidgelméleti modell ismertetése annak szamos kérdéskorével.

LA fejezetben targyalt felépités és modell kialakitdsa soran leginkdbb [42] segitett az axiomatikus

felépitéshez a [48] monografia mellett, mig [33], [40] és [29] az ezt kovetd néhany kérdés targyaldsaban.

19



20 FEJEZET 1. HASZNOSSAGELMELETI BEVEZETO

1.1. Preferenciarendezés és hasznossagfiggvények

Az aldbbiakban a dontéshozdkat legtobbszor egyéneknek fogjuk nevezni, vagy ezzel ekvi-
valens modon a fogyasztd szot fogjuk hasznalni. Nyilvanvald, hogy az egyes egyének a

dontéseiket a sajat preferenciarendszeriik alapjan hozzék. Ezt irjuk most le.

Tegyiik fel, hogy az alabbiakban adott n (kiilonb6z6) jészdg, amelyek elérhetbek, azaz
megvasarolhatdk az egyének szamara a piacon. Feltételezziik, hogy az egyének képesek arra,
hogy az ezen j6szagokbdl oGsszedllitott joszagkosarakat (a kés6bbiekben ezeket egyszeriien
kosarnak is fogjuk nevezni) értékeljék és igy azokat Ossze is hasonlitsdk. A tovabbiakban
egy joszagkosarat egy x = (x1,...,x,) alaki vektorral fogunk jelolni, ahol z; (i = 1,...,n)
azt mutatja, hogy az i-edik jészaghdl milyen mennyiséget tartalmaz a koséar, azaz vasarolt
meg az egyén. Jelolje tovabba B az Osszes, az egyén szamara elérhet6 (azaz megvésarolhatd)

kosarak halmazat. Természetesen addédik, hogy B C R”.

A kovetkez6 megjegyzésekben B-re vonatkozoan olyan feltételeket ismertetiink, melyek-
kel gyakran élnek a hasznossagelméletben, hiszen azok kozgazdasagilag redlisabbé és egyben

matematikailag kezelhetobbé teszik az alaphalmazunkat.

1.1.1. Megjegyzés. Az esetek tobbségében ésszerii azt feltételezni, hogy létezik egy b € R”
vektor tgy, hogy barmely x € B kosarra teljesiil x > b, ahol az egyenlotlenséget koor-
dindtédnként értjiikk. Ha ez teljesiil, akkor B-t (koordindtanként) alulrdl korlatosnak nevezziik.
Ennek az alulrdl valé korlatossagot leird feltételnek az értelmében azt mondhatjuk, hogy a
joszagkosar egyes koordindtdiban lehet ugyan akar negativ szdm is (azaz negativ mennyiséget
birtokol az egyén az adott jészagbdl), &m nem élhetiink ezzel a lehetéséggel korlatlanul.
Példaul feltehetnénk specidlisan azt is, hogy B = {(z1,...,z,) | z; > 0, i = 1,...,n},
azaz csak pozitiv mennyiségek elérhetoek, méghozza korlatlanul. Azonban jegyezziik meg
azt is, hogy B gyakorta feliilrol is korlatos a joszagok sziikossége miatt, vagy éppen az egyén

rogzitett (korlatos) jovedelme miatt nincs jelentésége annak, hogy B esetleg feliilrél nem
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korléatos. A

1.1.2. Megjegyzés. Tovabba azt is feltételezik a legtobb esetben a hasznossagelméleti mo-
dellekben, hogy B konvex halmaz és 0 = (0,...,0) € B. Utébbi alapjan az origd (a ,,semmit
sem tartalmazé kosdr”) is megvasarolhat6, mig e két feltétel igy egyiitt azt is implikalja,
hogy a joszagmennyiségek ,,végtelentil oszthatok”. fgy, ha példaul 2 egység megvasarolhato,
akkor 1 egység, de akéar 1/7 vagy v/2 mennyiségii j6szag is megvasarolhaté (hiszen egy B-beli

kosar esetén minden azt az origéval Gsszekoto szakaszon elhelyezked6 kosér is B-beli). A

Az egyének preferencidit a B halmazon egy < preferenciareldcié (vagy preferenciaren-
dezés) irja le. Bér jegyezziik meg, hogy ez a reldcié nem feltétleniil rendezés, mégis gyakori

az irodalomban a preferenciarendezés elnevezés. Az
x2y, xyebB,

kijelentés tigy olvasandd, hogy ,,y kosar az x kosarral szemben preferdlt”, azaz az y-t jobban
szereti az egyén x-nél. Definicid szerint y > x és x < y jelentése azonos. Az y és x kosarakat
k6z6mbosnek nevezziik (az egyén szempontjabdl), —vagy masképpen azt mondjuk, hogy ezen
kosarak kozombos viszonyban allnak— és ezt x = y mddon jeloljiik, ha mind x < y mind
y = x teljesiil. (Az egyszertiség kedvéért ilyenkor azt fogjuk mondani, hogy az adott kosarak
kozombosek.) Azt mondjuk, hogy az y kosar szigortian preferalt az x kosarral szemben, ha

x Xy ugy, hogy y és x nem kozombosek. Ennek jelolése: y > x vagy x < y.

A tovabbiakban a preferenciarendezés azon tulajdonsagait soroljuk fel, s egyben de-
finialjuk, amelyek leginkdbb elterjedtek a szakirodalomban, ezek tobbségét a késobbi téte-

lekben feltételezni is fogjuk. Ezek valasztasat az 1.1.4. Tétel teszi indokoltta.

1.1.3. Definicié. A B halmazon adott < preferenciarendezésnek a tovabbiakban az alabbi

tulajdonsagait definialjuk.

(a) Reflexivitds, azaz x < x minden x € B esetén.
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(b) Tranzitivitas, azaz x <y ésy <z egyittes teljesiilése esetén x < z, ahol x,y,z € .

(c) Linearités (vagy teljesség), azaz bdrmely (x,y) € B x B par esetény < X vagy X Xy

teljesiil.

(d) Folytonossig, ami azt jelenti, hogy minden x € B kosdr esetén az ehhez képest szi-
gorian preferdlt joszagkosarak halmaza (azaz{y € B|y = x}) és az azon joszagkosarak
halmaza, mellyekkel szemben x € B szigorian preferdlt (azaz {y € B|y < x}) egyardnt

nyilt halmazok B-ben.

A fentiekben ismertettiik azt a relaciét, mely az egyének preferencidit irja le. Ezen
preferenciarendezés leirja tehat azt, hogy az egyén milyen dontéseket hozhat. Nyilvanvalo,
hogy ha egy x joszagkosar preferalt egy y kosarral szemben, akkor ezen ketto kosar koziil
az egyén az x kosarat kivdnja megvésarolni, vagy kivalasztani (amennyiben csak ezen kettd
koziil van lehet6sége valasztani). Mindezt tgy is megfogalmazhatjuk, hogy az x kosarat

hasznosabbnak taldlja az egyén, mint a masik kosarat.

A preferenciareldacié birtokaban természetesnek tiinik az az igény, hogy az egyes joszag-
kosarakat értékeljiik, azaz hasznosségértéket tulajdonitsunk nekik tgy, hogy egy magasabb
érték nyilvan egy magasabb (jobb) hasznosségszintet jeloljon egy alacsonyabb értékkel szem-
ben. Matematikailag ez azt jelenti, hogy sziikségiink lenne egy olyan U fiiggvényre, melyre

teljesiilnek az alabbiak:

U:B—R
és
x=y <<= Ux) <Uly) Vx,y € B. (1.1)

Egy ilyen fiiggvényt neveziink hasznossagfiiggvénynek. Jegyezziik meg, hogy (1.1) ekvivalens

azzal, hogy

x<y <<= Ux)<U(y) Vx,y € B.
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A kozgazdasdgtanban jol ismert az az allitas, hogy ilyen fliggvény létezik, ha a fenti-
ekben ismertetett feltételeket teljesiti a preferenciarelacio. A kovetkezd tétel ezt az allitdst

ismerteti pontosan.

1.1.4. Tétel. (Arrow-Debreu) ? Tegyiik fel, hogy B osszefiiggd halmaz R"-ben és adott

egy = szimbolummal jelolt relacié B-n.

Ekkor a < preferenciarelacié akkor és csak akkor elégiti ki az 1.1.3. Definicioban ismer-
tetett (a)-(d) axiomdkat, ha létezik egy folytonos U : B — R fiiggvény gy, hogy arra (1.1)

teljestil.

Bizonyitas. Eldszor tegyiik fel, hogy a reldcid teljesiti az (1)-(4) tulajdonsdgokat. Ek-
kor megkonstrualunk egy U fliggvényt, mely a tétel allitasanak megfelel. Ennek az iranynak

az igazolasat a konnyebb érthetdség kedvéért 5 1épésre bontjuk.
(i) lépés: U konstrukcidja.

Legyen Y egy megszamlalhaté és stiri halmaz B-ben. Egy ilyen halmaz 1étezése kovet-
kezik abbol, hogy B szeparabilis. (Ilyen példdul Q™ N B is, azaz a racionélis koordindtdja
B-beli pontok halmaza.) Ekkor Y a megszamldlhatdsidga miatt felirhaté egy sorozatként,
azaz legyen Y = {y;}ien. El6szor egy U : Y +— R fiiggvényt definidlunk, melyre (1.1) tel-
jesiil. Majd az U fiiggvényt kiterjesztjiik minden jészagkosarra. Az U definiciéjat indukciéval

adjuk meg.

Legyen U(yo) = 1/2. Ha U(yo), U(y1),..., U(ym) mar egyarant definidltak, akkor
tekintsiik y,1-t és vizsgdljuk az alabbi négy (egymést kizard) esetet és definialjuk ekkor U

értékét az aldbbi mddon:

® Vi1 KOzombos egy olyan kosarral szemben, amelynek a hasznossagértéke mar de-

2Ezen tétel bizonyitdsdhoz nem Arrow és Debreu eredeti munkéja szolgalt, hanem a [42] munkaban lefrtak

segitettek, amelynek biztositasdért eziiton is kdszonetet szeretnénk mondani Jos Pottersnek.
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finidlt, azaz létezik egy 0 < j < m index ugy, hogy ym+1 ~ yj. Ekkor legyen

U(Ymsr) == U(yy)-

Vme1 nem kozombos egyetlen mar definidlt hasznossagértékii Y-beli kosarral szem-
ben sem, méghozza tugy, hogy léteznek olyan 0 < iy, < m indexek, melyekre
Vi, < Ym+1 < Vi,- Ebben az esetben legyen 0 < k; < m és 0 < ky < m két
olyan index, melyre U(yy,) = max{U(y;) | Yms+1 = yi» 0 <i < m} illetve U(yy,) =

min{U(yi) | Yms1 < yi,» 0 <i < m}. Ekkor legyen U(ymi1) := (U(ykl) + U(yk2)) /2.

Legyen a kovetkezO az az eset, amikor y,,,1 nem kozombos egyetlen mar definidlt
hasznossagértékit Y-beli kosarral szemben sem, méghozza gy, hogy létezik egy 0 <

r1 < m, melyre ymi1 < yr, =< yi minden 0 < i < m esetén. Ekkor legyen U(ymi1) :=

U(yr,)/2-

Végiil maradt az az eset, amikor y, 1 nem kézombos egyetlen mar definidlt hasznos-
sagértékli Y-beli kosarral szemben sem, méghozza gy, hogy 1étezik egy 0 < ry < m,
melyre ymi1 = Yr, = yi minden 0 < i < m esetén. Ekkor legyen U(ymi1) :=

U(yr,) +1/2.

(i1) 1épés: belatjuk, hogy A = {U(y;) | i € N} egy sfirti halmaz [a, b]-ben, ahol b illetve a az

A halmaz supremumat illetve infimumaét jeloli. Ennek megmutatdsahoz elég belatni, hogy

Bz{% (a,b)\k,nEN} C A

Definicié szerint U(yg) értéke 1/2.

A folytonossdg axiéméja szerint ekkor az A; = {x € B | x < yo} és a Ay = {x €

B | x = yo} halmaz egyardant nyilt. Ha A; iires, akkor a = 1/2. Hasonléan, ha A, iires,

akkor b = 1/2. Ha A; (As) nemiires, akkor az Y siirliségéb6l azt kapjuk, hogy van egy olyan

vi, (¥i,) kosar Y-ban tgy, hogy yi, € Ay és yi, € Ay. Ennélfogva létezik olyan k, k € N,

hogy U(yi) = 1/4 (U(yx) = 3/4).
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Ha k/2" = U(yy,) és (k+1)/2" = U(yy,), akkor az By = {X € B | yr; < X < ¥rp}
halmaz szintén nyilt és nemiires. A By nemiiressége indirekt konnyen lathaté, hiszen ha tires
lenne, akkor a By = {x € B |x <y} ={x€B|xy,}éaB={xeB|x>yn} =
{x € B | x » y.,} halmazok nyiltak lennének gy, hogy B = By U By, By N By = (), ami
ellentmond az Osszefiiggoségnek. Ekkor By nemiirességébdl pedig az kovetkezik, hogy 1étezik

egy olyan y € Y kosér, melyre U(y) = (2k +1)/2"*L.

Hasonléan lathaté az is, hogy ha k € N a legkisebb (vagy a legnagyobb) olyan index
rogzitett n € N esetén, melyre teljesiil, hogy k/2" = U(y,) valamely y, € Y kosarral, akkor
vagy a C, = {x € B|x<y:} (C. ={x € B|x > y:}) halmaz tires és igy a = k/2" = 1/2"
(b=Fk/2" =1—1/2"), vagy C, nemiires és nyilt, amelybdl pedig az kovetkezik, hogy létezik

olyan 7’ € N, hogy 1/2™*" = U(yw) (illetve 1 — 1/2"*! = U(yw)).

Tehat belattuk A slirii az [a, b] intervallumban. Valdjaban azt lattuk be, hogy az (a, b)

intervallumban levé 6sszes diadikus tort megtaldlhaté A-ban.
Az is nyilvanvalé tovabbd, hogy U-ra teljesiil az (1.1) tulajdonsig.

(iii) lépés: U definiciéja. Az U segitségével az U fiiggvényt az aldbbi médon definidljuk.
Legyen ekkor minden x € B esetén By := {U(y) |y €Y, y < x} és tekintsiik a kovetkezd
definiciét:

sup By ha By # 0
U(x) :=

a egyébként.

Ekkor belatjuk, hogy U = U az Y halmazon. Ehhez vegyiik észre, € Y esetén
egyrészt definicié szerint U(x) > U(x), hiszen x € By. Masrészt U(x) > U(x) esetén létezne
egy y € By kosar tigy, hogy U(x) < U(y), ami ellentmondéshoz vezetne, hiszen x < y

teljesiilne.

(1v) lépés: azt fogjuk ellenérizni, hogy (1.1) teljesiil az U fliggvényre.
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Ha x < z akkor By C B, és ennélfogva U(x) < U(z).

A masik irany bizonyitasdhoz el6szor vegyiik észre, hogy ha x < z akkor léteznek
olyan y1,y2 € Y jészdgkosarak, melyekre x < y; < y2 < z (a fentiekhez hasonléan lathaté
ez is be a folytonossdg és az Osszefiigglsség segitségével), amibdl pedig azt kapjuk, hogy
U(x) < U(y1) = Uly1) < Ulyz) = Uly2) < U(z). Tgy U(x) < U(z) és x = z egyiitt azt

eredményeznék, hogy U(x) > U(z), ami pedig nem lehetséges.

(v) lépés: belatjuk, hogy U folytonos. A hasznossagfiiggvény folytonossdgat a preferencia-
relaci6 folytonossagabdl fogjuk igazolni. Ha u € U(B), akkor létezik egy xo € B kosar 1gy,
hogy U(xo) = u. Legyen V ={x € B | x > xo} és Z = {x € B | x < x0}. Ekkor vildgos,
hogy

U ' ((u,00)) =V b U ((—o0,u)) = Z,

amelybdl igy az is kovetkezik, hogy ezek egyardant nyilt halmazok. (Jegyezziik meg, hogy
R-ben a nyilt halmazok struktiratétele miatt elegendé azt ellendrizni, hogy az (u, o) vagy

a (—oo,u) alakd nyilt intervallumok 6sképe (teljes inverzképe) nyilt-e B-ben.)

Most pedig beldtjuk a tétel dllitasanak mdasik irdnydt. Tehdt teqyiik fel most, hogy adott

egy folytonos U : B — R fiigguény, amely teljesiti az (1.1) tulajdonsdgot.

A preferenciarelacié 1.1.3. Definiciéban megadott (a)-(d) tulajdonsigait ekkor konnyt

ellendrizni.

Reflexivitas: mivel U(x) < U(x), x € B, igy x = x. Tranzitivitds: U(x) < U(y) <
U(z) esetén x <y < z minden x,y,z € B esetén. Linearitds: ha adott x,y € B, akkor vagy
Ux) < Uly) vagy U(y) < U(x), ezért teljesiil x <y vagy y < x. Folytonossdg: tekintve

egy Xo € B kosarat, melyre U(xg) = u és felhaszndlva, hogy
U ((u,00)) =V b U ((—o0,u)) = Z,

ahol V ={xe€ B |x>x¢} és Z ={x € B|x <x0}, az U fliggvény folytonossagdbdl (mely
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szerint nyilt halmaz inverzképe nyilt) rogton adédik, hogy V' és Z nyilt halmazok.

Ezzel az allitas bizonyitott. 0

1.1.5. Megjegyzés. Hangsilyozandd, hogy U-nak csak a létezését allitottuk és bizonyi-
tottuk a fentiekben, d&m U nem egyértelmii. Ugyanis U-nak barmely monoton novekvd
folytonos fiiggvénye is olyan fiiggvényt szolgaltatna, amely kielégiti a fenti tétel feltételeit,
azaz barmely ® : R — R szigorian névekvo folytonos fiiggvény esetén ®(U) : B — R is

teljesiti az 1.1.4. Tétel feltételeit, amennyiben U teljesitette azokat. A

A kovetkezo megjegyzésben Osszegyujtiink néhdnyat azon legfontosabb tulajdonsagok

koziil, amelyekkel az egyes egyének hasznossagfliggvényeit szokas karakterizalni.

1.1.6. Megjegyzés. Eloszor rogzitsiik azt, hogy az elkovetkezendéek soran azt fogjuk mon-
dani, hogy egy adott hasznossagfiiggvény reprezentalja egy egyén preferencidit, ha a fliggvény

teljesiti az (1.1) tulajdonsagot.

Az esetek jelentds részében meglehetésen természetesnek tiinik az a feltételezés, hogy
az egyén a tobbet preferdlja a kevesebbel szemben. Ez annyit jelent, hogy x > y (ko-
ordindtanként értendd) esetén, ahol nyilvin x,y € B, teljesiil az is, hogy x > y. Ezt
a tulajdonsigot szokas az irodalomban a dominancia elvének nevezni. Ebben az esetben
tehat a hasznossagfiiggvény szigorian monoton novekvd. Tovabba differencidlhaté hasz-
nossagfiiggvény esetén ebbdl az is adddik, hogy nemnegativ parcialis derivaltakkal rendel-
kezik a fiiggvény. Hangsilyozandd, hogy ez a tulajdonsag az 1.1.3. Definiciéban megadott

(a)-(d) tulajdonsagbdl nem kévetkezik.

Mivel a hasznossagfiiggvénybe stiritett informéacié a preferenciarendezésrol nem tobb,
mint az (1.1) ekvivalencidban leirt tulajdonsdg, igy valéjdban a preferenciarendezést leirhat-
nank az ICyx, ={x € B|x~xo} ={x e B|U(x) =U(x0)} (xo € B) halmazokkal is. Egy

ilyen halmaz tehat egy adott kosarral k6zombos kosarak halmazat tartalmazza, s ezt ezért a
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kozgazdasdgtanban kozombosségi gorbének vagy kozombosségi feliiletnek nevezik.

Most pedig tegyiik fel, hogy U kétszer differencidlhaté és koordinatanként novekvo

0 € B kosédr és tegyiik fel tovdbbd, hogy U szi-

hasznossagfiiggvény. Legyen adott egy x
gortian konkdv az x° egy V kornyezetében (ahol V' C B). (A monotonitdshoz hasonléan
egy hasznossagfiiggvény konkavsaganak is tudunk egyszeri értelmezést adni, nevezetesen az
egyén kockazatkeriilését, kockazathoz vald viszonyat fogja jellemezni. Ezt a késobbiekben

a varhaté hasznossdg ismeretében térgyaljuk.) Esetiinkben vildgos, hogy %U (x%) > 0,

1=1,2,...,n.

Megmutatjuk, hogy ha x € V[ ICyo, akkor x-nek barmely koordinatajat ki tudjuk

fejezni a tobbi koordinata fiiggvényében.

Az implicit fiiggvény tétel alapjan ugyanis (1d. Fliggelék, A.1.1. Tétel) 1étezik egy olyan
folytonosan differencidlhaté g fiiggvény az xP = (2f,..., 2% 1,20, ,,...,2%) € R"! pont egy

V* kornyezetében gy, hogy
U(:El, e i1, 9T, T, T, e X)), Ty - - ,xn) = U(x°) (1.2)

és g(x?) = 29, ahol (z1,..., % 1,%ir1,...,2,) € V*. Mdsképpen ezt tigy fogalmazhatjuk
meg, hogy rogzitve a hasznossdgszintet (esetiinkben ez éppen u = U(x?%)) és csak az ezen
szinthez tartozo kozombosségi gorbén mozogva azt allithatjuk, hogy a jelenlegi helyzetiink-
nek megfelel6 pont n koordinatajabol elég n — 1 ismerete ahhoz, hogy helyzetiinket meg-
hatarozzuk, azaz barmely koordinata felirhaté a tobbi koordinata fliggvényeként, legalabbis
az x° pont egy megfeleld kornyezetében. fgy vilagos, hogy lényegében g nem més, mint az

x; koordinata (amely 1, ..., z;_1, Tit1, .. ., T, altal egyértelmiien meghatérozott), és ezért a

konnyebb jelolésméd kedvéért z;-t fogunk irni g helyett (példdul az (1.3) egyenletben).

Ennélfogva vilagos tehat az is, hogy n — 1 joszag esetében az egyén altal fogyasztott
mennyiség valtozasa egyértelmiien meghatarozza a kimarado egyetlen jészagban bekovetke-

zett fogyasztasvaltozast abban az esetben, ha ugyanazt a hasznossagszintet kivanjuk elérni
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(feltéve persze azt, hogy a véltozas soran nem keriiliink ki a V* kornyezetbol).

Vegyiik most az (1.2) egyenletben a parcialis derivaltakat a j-edik koordindta szerint.

Ekkor
8 0 a 0 8$2 0y _
Ox; Ue)+ O; Uix )&Ej i) =0
amibdl 9
. D U(x°)
_8:):, 0)281 1#£ 5, 1<i,j<n. (13)

0z; (5 a%i U(x%)
Az igy kapott kifejezést nevezik az irodalomban az i és j joszagok kozott a helyettesités
hatdrrdtdjinak és MRS; ;(x°) a szokésos jelolése. Lényegében azt fejezziik ezzel ki, hogy
mennyi egységnyi i joszagrol kellene lemondanunk akkor, ha a j joszaghdl eggyel tébb
egységet kivannank fogyasztani, feltéve, hogy azonos hasznossigi szinten maradunk (és a

t6bbi koordindta nem véltozik, azaz a tobbi jészdghdl a fogyasztasunk nem valtozik); ugyanis

Al'j ’

MRSZ'J' (XO) ~

Vegyiik észre azt is, hogy a kozombosségi gorbék invaridansak a hasznosségfiiggvény
barmely f(U) szigortian névekvd transzformadltjara. Ugyancsak teljesiil az invariancia a
helyettesitési hatdrrata esetén is, ha f differencidlhaté és f' > 0, hiszen a fenti (1.3) formula

alapjan ekkor

= f(UX)  fUE))5 U

? (U(x9)) - f/(U(xo))aa_ U(x9) = MRS, ;(x°) i#j, 1<i,j<n (1.4)

Végiil megjegyezziik, hogy az elébbiekben targyalt tulajdonsagokkal, levezetésekkel

kapcsolatban tovabbi részleteket tartalmaz Barczy Matyas [6] példatara. A

1.1.7. Megjegyzés. (Ordindlis versus kardindlis hasznossigfogalom) Amikor a milt
szazad nyolcvanas éveiben, a marginalis forradalom idején, Menger, Walras és Jevons el6szor
kezdték hasznalni a hasznossagfiiggvény fogalmat, még tgy goldoltak, hogy a hasznossag-
fliggvény tobbet fejezne ki a fogyasztoi hasznossag vagy elégedettség fokardl, mint amely

az (1.1) tulajdonsag alapjén a hasznossagfiiggvény segitségével leolvashaté az elégedettségrol.
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Valgjaban a fent emlitett szerzok egyvéltozds hasznossagfiiggvényeket értelmeztek, amelyek
egy-egy joszagra vonatkozdan reprezentaltak a hasznossagot, azaz minden egyes joszaghoz
egy kiilon hasznossdgfiiggvényt értelmeztek. (Emlitsitk meg azt is, hogy ebben az egyszeri
modellben a szerzok egy joszagkosar teljes hasznat az egyes joszagok altal okozott hasz-

nossagok Osszegeként értelmezték.)

A fenti szerzék ugy goldoltak, hogy a hasznossagfiiggvénnyel ne csak egyszeriien azt
donthessiik el, hogy példaul ketto joszagkosar kozill melyiket valasztana az egyén, azaz azt,
hogy lényegében szdmara melyik a jobb, hanem azt is, hogy a jobb (preferélt kosér) mennyivel
lesz jobb a mésiknal. Példdul U(zg) = 2 és U(x;) = 4 esetén azt mondték, hogy az x1 kosér

éppen kétszer olyan hasznosnak bizonyul az egyéni preferenciak szerint, mint az xy kosar.

Tudjuk, hogy az ilyen tulajdonsiagokkal rendelkez6 hasznossigfiiggvényeket kardindlis
hasznossagfigguényeknek nevezzik, megkiilonboztetve azokat az ordindlis hasznossdgfiiggue-
nyektol. Utdbbiak nem hordoznak tobb informéciot a kosarak hasznossagardl, mint amit
az (1.1) alapjan le tudunk olvasni. Ennélfogva azt mondhatjuk, hogy az 1.1.4. Tétel egy
folytonos ordindlis hasznossagfiiggvény létezését mondja ki, mely konzisztens a megfelelo

preferenciarendezéssel az (1.1) tulajdonsag szerinti értelemben.

Bar tudjuk, hogy elobb jelent meg a kézgazdasagtanban a kardindlis hasznossdg-értel-
mezés és csak késébb az ordinalis, mégsem szeretnénk azt sugallni, hogy az utébbi fogalom a
helyes, so0t, még azt sem, hogy altalaban jobban szolgélja az 6konémiai elméletek céljait. Ez a
problémafelvetés még ma is egy fontos kérdése a modern kozgazdasagtannak. fgy mindossze
annyit mondhatunk, hogy bizonyos problémék esetén jobb eszkozoket biztosit az ordindlis
megkozelités, mig mas esetekben nem. A mi céljainkhoz azonban szerencsésebb (elegendé)
az ordindlis megkozelités, ahogy ezt mar lattuk az 1.1.4. Tételben és fogjuk latni még az

elkovetkezendd fejezetekben. A
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1.2. A hasznossag maximalizalasa

Egy klasszikus probléma a mikrookonémiaban az optimalis fogyasztoi joszagkosar —azaz
a leginkabb preferalt jészdgkosar— meghatarozasa akkor, ha adott egy bizonyos jovedelem
(vagyon) a fogyaszt6 szaméra. Ez lényegében nem maés, mint a hasznossiag maximalizaldsa
egy F halmaz felett, amelyet a lehetséges (a fogyaszté szamaéra elérhet6) kosarak alkotnak.
Vildgos, hogy F = {x € B | > ., x;p; < I}, ahol I a fogyaszté jovedelme, p; pedig az i-edik
joszag arat jeloli. Tehat a feladat az, hogy talaljuk meg U maximumanak a helyét az F

halmagz felett.

1.2.1. Tétel. Legyen B = [0,00)" és tegyiik fel, hogy 0 € B és U : B — R egy (koor-
dinatanként) folytonos, szigortian konkav hasznossagtiiggvény. Barmely (p1, .. .,p,) drvektor
esetén, melyre p; > 0,1 = 1,...,n, és adott I > 0 jovedelem mellett egyértelmiien létezik
egy x kosar F-ben ugy, hogy

U(x) = max U(y),

yeF

ahol F={y e B| Y. yipi < I}. Tovabbd Y . , x;p; = I, ha U névekvd.

Bizonyitas. Az F halmaz feliilr6l korlatos (hiszen vildgos, hogy y; < I/p; hay =
(Y1, .-, yn) € F), igy F tehat korlatos, zart és nemiires, ennélfogva kompakt. Mivel U foly-
tonos, igy a globalis maximumat fel kell vennie. Legyen ez a pont az x. Ha U a maximumat

egy x* € F pontban is felvenné, ahol x* # x, akkor az adédna, hogy

X + x*
2

cF 4s U(x—l—x) 1 1

5 > 5U(x)—|—§U(x*):U(x),

ahol kihasznaltuk U szigoru konkavsagat. Ezért x egyértelmi. Végiil jegyezziik meg, hogy

trividlisan > . | x;p; = I. Egyébként ugyanis az

<x1+w’x27"'7ajn)

Y4

kosar szigortian preferalt lenne az x kosarral szemben. 0
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Jegyezzilk meg, hogy mas feltételrendszerrel is ki lehetne hasonlé allitasokat mondani
az optimum létezésére, egyértelmiiségére vonatkozoéan. A fenti tétel csak egy a lehetséges

allitasokbol.
Az optimum megkeresése

Egy, a fentiekben leirt feltételes szélstérték feladat megoldasdhoz hasznélhatjuk a
Lagrange-féle multiplikdtor médszert akkor, ha U differencialhaté.  (Ezt a moddszert, a
modszerrel kapcsolatos fontos allitdasokat részletesen targyalja Barczy Matyas [6] példata-
raban.) Tekintsiik az x;-re és A\-ra vonatkozd parcidlis derivaltjat (i = 1,...,n) az U(x) +
MI = >0 piw;) kifejezésnek! Ekkor az aldbbi elsérendii feltételrendszert kapjuk:

0
al’i

=1

Mivel U konkav a konvex F halmaz felett, igy az (1.5) feladat megoldasa sziikségképpen

U(x) = Ap; i=1,...,n
(1.5)

egyben globalis maximuma is lesz az U-nak F felett.

Tekintstink most egy, az 1.2.1. Tételbeli feltételeket és legyen U’ > 0. Legyen T az
az n — 1 dimenzids hipersik, amelyet az I = ) | p;x; egyenlettel adhatunk meg. A fenti
tételben targyaltak alapjan nyilvanvald, hogy az optimum helye a T'NJF halmazban van. Azt
is tudjuk, hogy a megoldast a Lagrange-féle multiplikdator modszerrel biztosan megtalaljuk
abban az esetben, ha a megoldés (a T' tér topoldgidjara nézve) a TNF halmaz belsejében van.
Azonban fontos megjegyezni, hogy amennyiben a maximum helye a (T N F) halmaz® egy
pontja ismét a T tér topoldgidjat alapul véve, akkor a Lagrange-féle multiplikator médszer
nem feltétlenil taldlja meg az optimumot, hiszen az optimum nem lesz megoldédsa a (1.5)
egyenletrendszernek. Ezen kiilonbozo eseteket is bemutatjak a jol ismert 1.3.1., 1.3.2. Példak
is a kovetkezo részben. (Taldn hasznos ismételten kiemelni, hogy a T'NF halmaz hatérét T-

ben, a T tér topoldgiajaban tekintettiik és nem az n dimenziés R™ térben, hiszen utébbiban

3Egy topologikus térbeli A halmaz esetén OA jeldlje az A halmaz hatarpontjainak a halmazat.
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az a teljes halmazt adnd vissza.) Az optimum megkeresésével kapcsolatosan szdmos példat

tartalmaz —a fenti megjegyzésekre vonatkozéan is— a [6] példatar.
Gossen mdsodik torvénye

Ha az x°P' optimumot a Lagrange-féle multiplikdtorok segitségével kapjuk meg, gy a

megoldasra sziikségképpen teljesiil az alabbi egyenletet:
MRS, (x™)) =20 24 1<ij<n
bj
Ez egyszeriien adédik az (1.5) egyenletekbdl. Ennélfogva az optimumban a helyettesitési
hatarrata (M RS;;) —amelyet az egyéni preferencidk hatédroznak meg- megegyezik azzal a
helyettesitési (hatdr)ratdval, amelyet a piac tesz lehet6vé, azaz p;/p;-vel. Vilagos, hogy
ha M RS;; nagyobb lenne p;/p;-nél, akkor bizonyos mennyiségii j jészagot az egyén (vagy
fogyaszt6) helyettesitene valamennyi i jészaggal. Masképpen tugy is irhatjuk, hogy az opti-
mumban
o UG™) g UG™) i£j, 1<ij<n, (1.6)
Di pj

tehat egy egységnyi pénz elkoltése ugyanakkora haszonnovekedéssel jarna az adott pontban,

fliggetleniil attél, hogy azt melyik joszag véasarlasara forditanank. A kozgazdasdgtanban

az (1.6) formula Gossen mésodik torvényeként ismert.
Az eqyéni keresleti gorbe

Most tekintsiik az egyik joszagot, legyen ez az i-edik, és tegyiik fel, hogy az Osszes tobbi
joszag ara rogzitett, tovabba a jovedelmiink is rogzitett és végiil feltessziik, hogy az 1.2.1. Té-
tel feltételei teljestilnek. Ekkor barmely p; > 0 ar esetén a tételben ismertetett allitas alapjan
egyértelmiien létezik egy ehhez az drhoz tartozd optimalis joszagkosar, amelyet jeloljiink
most xP'-vel. [gy mar értelmezhetjikk R%-ben a D; = {(p,q) | p=pi, q= a:;ftl} halmazt,
ahol persze :E;ptl az optimalis jészagkosar i-edik koordinatajat jeloli. A D; halmaz nem més,
mint az egyéni keresleti gorbe az i joszagra vonatkozdan, amely azt mutatja, hogy adott

aron mekkora mennyiséget kivan (a hasznossdg-maximalizalé) fogyaszt6 az adott jészagbdl
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(feltéve, hogy minden maés rogzitett a modellben). Itt nem célunk a keresleti gorbe részletes
tanulmanyozasa, hiszen az szamos mikrookonémiai kényvben megtalalhato (1d. [40] vagy
[33]). Azonban a késébbiek sordn kitériink az egyéni keresleti gorbe targyaldsara abban
az esetben, amikor az egyén bizonytalan koriilmények kozott dont, ami azt fogja jelenteni,
hogy a hasznossiag helyett, annak a varhaté értékét maximalizdlja az egyén (ld. bévebben

a 3.4. alfejezetben).

1.3. Néhany klasszikus hasznossagfiiggvény

Ebben a részben feltételezziik, ha méast nem mondunk, hogy a joszagkosarak halmaza B =
{xeR"|x; >0, i=1,...,n}. Feltessziik tovabba, hogy I > 0 jeldli az egyén jovedelmét

ésp; (pi>0,i=1,...,n) pedig az i-edik jészdg piaci ara.

Az alabbiakban ismertetjiik a leggyakrabban hasznalt hasznossdgfiiggvényeket, ame-

lyek esetén a kordabbi részekben ismertetett mennyiségeket szarmaztatjuk.

1.3.1. Példa. (Cobb-Douglas-féle hasznossagfiiggvény ) Ebben az esetben legyen B =
{xeR"|z; >0, i=1,...,n}. Ekkor a Cobb-Douglas-féle hasznossagfiiggvény definicija
az alabbi:
U(x):ﬁxﬁ”, ahola; >0, i=1,...,n.
i=1

A koénnyebb szamoléds kedvéért megtehetjitk az 1.1.5. Megjegyzés és (1.4) alapjan, hogy az
In U fiiggvényt tekintjiik az eredeti U fliggvény helyett, hiszen elébbi egy szigorian monoton
novekvé transzformaciéval adodik U-bdl. Ekkor (1.3) alapjén

% (ZZ:I Ak lnxk> . Cl,j/llfj . Q;T;

(%i (ZZ:]_ Qy lnfﬂk) B Clz’/%’ N ai:vj'

Kozelitésként azt irhatjuk, hogy MRS;; ~ —Ax;/Ax;, s ez az (1.7) formula alapjan azt

adja, hogy
Arjfz; a;

AIZ/IZ - ai'
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Ez tehat azt jelenti, hogy az i joszag egy konstans szazalékardl vald lemondasunkért cserében
a B barmely pontjaban azonos szazalékkal kellene novelniink a j joszadg mennyiségét, ha
kozben egy rogzitett hasznossagszintet akarunk elérni. Ugy is mondhatnank, hogy a ,,sza-
zalékokban kifejezett helyettesitési hatarrata” (amelyet rugalmassdgnak neveziink) konstans

az egész B halmaz felett.

Az optimalis kosar koordinatait kiszamolhatjuk (1.5) segitségével, nevezetesen: a;/z; =
Ap; (i=1,...,n)ésT=>"" ai/\ [gy azt kapjuk, hogy

a; a; I

Ty=—— =5 -
Ap; pizkzlak

A

1.3.2. Példa. (Linedris hasznossagfiiggvény) Legyen most a hasznossagfiiggvény az alab-
bi alaku:

U(X):Zaixi, ahol a; >0, i=1,...,n.
i=1
Ekkor konnyen lathat6, hogy a helyettesitési hatarrata éppen konstans (mindenhol), hiszen:

MRS, =%, 1<ij<n.

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy a jészagok tokéletesen helyettesithetdk egymassal és
ennélfogva egy hasznossagmaximalizalé vasarlo csak az egyik fajta joszaghdl fog véasarolni,
mégpedig nyilvan abbdl, mely az ¢ személyes preferenciai szerint a legolcsébbnak bizonyul.

Legyen most ennek megfeleléen i az az index (i € {1,...,n}), melyre

teljesiil. Ekkor az x = (z1, ..., x,) optimélis kosar a kovetkezd:
1
Ty = 52 - J = 17 y T,
j 7 b

ahol d;; a Kronecker féle delta fiiggvényt jeloli.
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Vegyiik észre ugyanakkor, hogy a Lagrange-féle mdédszer most nem adja meg a meg-
oldast (altalaban), itt éppen egy olyan esettel allunk szemben, ahol a megoldas a megengedett

halmaz hatdran van.

Jegyezzilk meg tovabbd, hogy x nem sziikségképpen egyértelmii. Ugyanis abban az
esetben, ha létezik egy j € {1,...,n} index gy, hogy i # j és a;/p; = a;/p; akkor végtelen

sok optimalis allokécié 1étezik. A

1.3.3. Példa. (Kiegészits jészdgok) Ebben az esetben tegyiik fel, hogy az aldbbi hasz-

nossagfiiggvényt vizsgaljuk:
U(x) = min{a,x; | i =1,...,n},

ahol a; > 0 (i = 1,...,n). Tehét adott egy hasznossagfiiggvény, mely ugyan folytonos, de

nem differencialhato. (fgy nem hasznalhaté példaul a Lagrange féle multiplikator eljaras

sem.) Legyen x egy kosar ési € {1,...,n} egy olyan index, melyre
a;x; =min{a;z; | j=1,...,n}.
Ha ajz; > a;x; (5 € {1,...,n}) akkor az egyén a j j6szdgbdl egy bizonyos mennyiséget

feleslegesen birtokol. A felesleges sz6 magyarazatdahoz vezessiik be a kovetkezo jelolést:
T; = a;z;/a;. Ekkor z; > x;. 'Tovabba x} pontosan elég lenne ahhoz, hogy ugyanazt a
hasznossdgszintet érjik el, amit egyébként x;-vel is elérnénk, tehat az z; — 2 mennyiség
haszontalan, mert nem okoz hasznossagnovekedést. Masképpen ugy fogalmazhatunk, hogy
ha adott x;, akkor pontosan az x; = 3_3:1:@ mennyiségre van sziikségiink a j joszagbdl (j =
1,...,i—1,i+ 1,...,n) ahhoz, hogy az u = a;r; hasznossdgszintet elérjik pénzpazarlds
nélkiil. Ezért hasznalatos tehat ilyen hasznossagfiiggvény az egymast kiegészito joszagok
esetén a preferenciarendszer lefrasara. Ezen javak egy rogzitett ardnyban fogyaszthaték

csak —ezt az ardnyt az a; konstansok hatarozzak meg— és nem helyettesitheték egymassal

egyaltalan.

Most pedig tekintsiik a hasznossag maximalizalasdnak problémajat. Vilagos a fenti
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érvelés értelmében, hogy csak olyan pont lehet optimum, ahol a,z; = a;z; teljestil minden

i,7 €{1,...,n} esetén. Ezért az optimédlis pont nem mas, mint az

1
Zlﬁ'i:—t, tE]R,izl,...,n,

7

egyenlettel meghatarozott egyenes és a

Z xipi =1
i=1
egyenletii hipersik metszéspontja. Ebbdl pedig mar azonnal adédik, hogy

I

:nip
CI,Z'E =1
a.

j=1

Z; Zzl,,n

A késobbi fejezetekben még mas példakat is mutatunk hasznossagfiiggvényekre.
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2. fejezet

A varhatdé hasznossag

Az €loz6 fejezetben targyalt hasznossagfiiggvények egyik legfontosabb szerepe, hogy egy
konnyen kezelheté eszkozt jelentenek az egyéni preferencidk lefrasara és vizsgdlatara. fgy
szamos mikrookonomiai problémat tudunk egyszertien megoldani hasznossagfiiggvények se-
gitségével, mint példaul az optimélis dontés egyes kérdéseit (a hasznossiag maximalizdldsaval),
az egyéni keresleti gorbe szarmaztatasat, stb. Ezek a probléméak mind determinisztikus kime-
neteket feltételezve voltak megfogalmazva, tehat ,,bizonyossag feltétele mellett” vizsgaltuk
6ket. Azonban nagyon gyakran olyan problémaékkal szembestiliink, ahol bizonyos kockazattal
is kell szamolnunk, azaz olyan dontési lehetdségek kozott kell valasztanunk, amelyek kime-
netele a véletlentdl is fligg. Példaul tekintsiink egy kiilonboz6 lehetséges értékpapirokbdl
(vagy &ltaldnosabban pénziigyi eszk6zokbol) alkotott portfliét. Ebben sokféle értékpa-
pir, eszkoz lehet, példaul bizonyos mennyiségii készpénz, deviza, kotvények, részvények,
hatéridés szerzédések, opcids szerzédések. Egy ilyen portfolié értéke vagy kifizetése (kifi-
zetési fliggvénye) egy jovébeli iddpontban bizonytalan (kockézatos), hiszen az fiigg a ‘vilag’

vagy a gazdasdg’ jovobeli allapotatol.

Ilyen és ehhez hasonld bizonytalan dontések esetén az egyik lehetséges megkozelités

alapotlete az, hogy a hasznossag varhaté értékét maximalizaljuk. Ezt a megkozelitést

39
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kivanjuk a tovabbiakban attekinteni, am ehhez el6bb néhany tjabb fogalmat kell definidlnunk.

Az irodalomban szamos helyen talalkozhatunk a varhaté hasznossag elméletének felé-
pitésével.! Figyelembe véve természetesen a tobbi fejezetben targyaltakat is, az aldbbiakat
leginkabb [42] és [43] alapjan alakitottuk ki. Megemlitjiitk még, hogy a [48] munkaban
szamos kérdés targyalasra keriil az axiomatikus varhato hasznossag felépitése kapcsan, pél-

daul kitérve ennek biztositasi problémakban valé alkalmazasi lehetdségeire is.

2.1. Axidmak és a modell

2.1.1. Definicié. Legyen X = (x1,...,X,,) egy kosdr m-es, x; € BCR", (i =1,...,m), és
P = (p1,...,pm) egy m dimenziés vektor ugy, hogy > »" pi=1,0<p; <1 (i=1,...,m),
azaz P egy diszkrét eloszlds . Ekkor az (X, P) part lotténak, az X elemeit a lotto lehetséges
kimeneteleinek, P elemeit pedig a megtelelé kimenetelek valoszintiségeinek fogjuk nevezni.
Jelolje 1L az dsszes lottok halmazat.

Ha adott £, = (X, PY),... Ly = (X*, P*) e Lésay,...,a € [0,1] tigy, hogy Zle a; =1,

akkor a lottok Zle a;L; konvex linearis kombinacidja alatt azt az (X, P) lottét értjiik,

melyre
(ol 1 2 2 k k
X = (X1, Xy XD X5 X5 X ),
_ 1 1 2 2 k k
P_(alpb"'>a1pm1>a2p1’"'>a2pm2"">akp1>"'aakpmk)

(ahol a fels6 index nem hatvanyozdst jelol, hanem az adott kimenetel —azaz kosar— vagy

valdsziniiség esetén azt, hogy az melyik lottéhoz tartozik).

Vilagos, hogy a definicié ,,jé”, azaz a lottdk linearis kombinacidja szintén teljesiti a

1Jegyezziikk meg 4m azt is, hogy tobb helyen nem teljes’ targyaldst taldlhatunk a vérhaté hasznossig
felépitésére (bar ezek munkank soran hasznosnak bizonyultak), igy példaul a kévetkezdket emlithetjiik: [48],

[29], [27].
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lotté definicigjat.

2.1.2. Megjegyzés. Egy L lottot ugy képzelhetiink el, mint egy m kiilonb6z6 kimeneteli
jatékot, ahol az x; kimenetel bekovetkezésének valdszintisége p;. Masképpen fogalmazva
minden lotténak megfeleltethetiink egy alkalmas (€2, F,P) val6szintiségi mezon értelmezett
[ diszkrét valészintiségi vektorvaltozot, melyre P(I = x;) = p;. Az egyszeriiség kedvéért egy

L lottoé esetén a hozza tartozo valdszintiségi vektorvaltozét [ fogja jelolni.

Valéjaban csak azért nem valségi valtozoként vezettiik be a fenti definicioban a lotté
fogalmat, mert a konvex linearis kombindciénal lényeges a fentiekben, hogy a lottok esetén

az nem azonos azzal, ahogy valdszintiségi valtozéknal definidlnank. A

2.1.3. Feltétel. Feltételezni fogjuk az elkévetkezenddbek soran, hogy két lottot azonosnak
tekintiink, amennyiben az az azokat leiré valoszintiségi valtozok eloszlasban megegyeznek.
fgy az egyén sziikségképpen kézombds is két ilyen lotté esetén. Specidlisan, aL+ (1 —a)L =

L, minden L € L és o € [0, 1] esetén.

Az Gsszes joszagkosarat tartalmazo halmazon kordbban ismertetett preferenciarendezés
mintdjara (Id. (1.1)) most az Gsszes lottét tartalmazé L halmazon kivanunk bevezetni egy

preferenciarendezést.

Legyen L1 = (X1, P) és Lo = (Xo, Py) két lottd. Jelentse £1 =< Ly azt, hogy az
egyén az Lo lottét preferélja (jobban kedveli) az £; lottéval szemben. Jeloljiik tovabba
Ly = Lo formaban azt, ha £y és Ly kozombosek az egyén szaméra —vagy masképpen
mondva k6zombos viszonyban allnak—, amely alatt azt értjiik, hogy £1 =X Lo és Lo < L,
egyarant teljesiil. (Itt is éliink azzal az egyszertisitéssel, hogy L£; = L, esetén a szébanforgd
lottékat egyszertien k6zombosnek fogjuk nevezni.) Ha £, < Lo gy, hogy ezek a lotték nem
kozombosek, akkor Lo-t szigortan preferaltnak (jobbnak) nevezziik az £, lottoval szemben,

ennek jelolése L1 < Ly vagy Lo = L.
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Az alabbiakban ismertetjiik azokat a tulajdonsagokat (axiémakat), amelyeket a ké-
sobbiekben feltételeziink egy gazdasagilag racionalis dontéshozotol. Majd az ezt koveto tétel
teszi vildgossa, hogy miért éppen ezeket az axiémakat véalasztjuk és hogy ezek miért lesznek

elegenddek céljainkhoz.
2.1.4. Definicié. Legyen < egy L halmazon megadott preferenciareldcié (preferenciaren-
dezés).
(1) Reflexivitas: £ < L teljesiil minden £ € L esetén.
(2) Tranzitivitas: ha £, < Ly és Lo < L3 akkor £1 =< L3 minden Ly, Lo, L3 € L esetén.
(3) Linearitas (vagy teljesség): ha Ly, Lo € L akkor vagy L1 = Ly vagy Lo = Ly teljesiil.

(4) Folytonossdg: ha Ly, Ly, L3 € L, melyekre L1 < Lo és Lo = L3, akkor létezik egy p

konstans [0, 1]-ben gy, hogy pLy + (1 — p)L3 = L.
(5) Figgetlenség: minden L, L' K € L, p € (0,1] és L < L' esetén

pL+ (1—p)K <pL +(1-pKkK.

(6) Monotonitas: ha L1 < Ly (L1,L2 € L) és0<s <t <1, akkor
tLy + (1 — t)ﬁg < sLy+ (1 - S),Cg.

2.1.5. Megjegyzés. Ahogy mar emlitettiik, a fenti (1)-(6) tulajdonsdgokat axiéméknak is
nevezik az irodalomban, példaul az otodiket szokds a fiiggetlenségi axidmanak nevezni. A

fliggetlenségi axiémat helyettesitési axiomaként is szokas a szakirodalomban emliteni.

Konnyen lathato, hogy a fiiggetlenség axiomajat ugy is irhatnéank ekvivalens alakban,

hogy minden £, L', IC € L és p € [0, 1] esetén £ < L', akkor és csak akkor, ha

pL+ (1—p)K =<pL +(1-pKkK.
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Végiil megjegyezziik, hogy a monotonitas axiémajabol adodik, hogy minden £, < Lo,

L1,Ly €L és0<s,t<1esetén s <t akkor és csak akkor, ha
tﬁl + (1 - t)ﬁg j Sﬁl + (1 — S),Cg.
A

2.1.6. Megjegyzés. Az el6z6 fejezetben a joszagkosarak B halmazan foglalkoztunk ren-
dezéssel. Természetesen a jelenlegi preferenciarendezés tekinthet6 a korabbi probléma kibo-
vitésének, hiszen a jészagkosarak halmaza bedgyazhatd a lottok L halmazaba természetes
moédon: egy x € B joszagkosarnak a ((x), (1)) lott6t logikus megfeleltetni, hiszen ez egy
valoszintiséggel adja az x joszagkosarat. Ezek alapjan a kovetkezo jeloléseket vezetjiik be.

A

2.1.7. Jelolés. Egy x,y € B joszagkosdr esetén Ly := ((x), (1)), tovdbbd x,y € B esetén
X <y (x =2 y) alatt azt fogjuk érteni (a fenti 2.1.6. Megjegyzés alapjan), hogy Ly < Ly,
(Lx <X Ly).

2.1.8. Lemma. Tekintsiink egy preferenciarelaciot, melyre teljesiil a folytonossag és a mo-
notonitas. Ekkor, ha L1, Lo, L3 olyan lottok, melyekre L1 = Lo, Lo = L3 és L1 < L3, akkor

egyértelmiien Iétezik egy p konstans [0, 1]-ben tgy, hogy pLy + (1 — p)L3 = Ls.

Bizonyitas. Legyenek az L1, Lo, L3 lottok a tételbeli feltételeket kielégitdek. Tegyiik
fel, hogy p1, p2 € [0, 1] olyan konstansok, hogy p; L1+ (1—p;) L3 = Ly, i = 1, 2. Ilyen konstans

a folytonossag alapjan létezik. Tegytk fel, hogy p; < po. Ekkor a monotonitas alapjan
Lo~ piLy+ (1 =p1)Ls < poLy+ (1 —p2)L3 = Lo,
ami nyilvanvaléan ellentmondés. U

2.1.9. Lemma. Egy preferenciarelacio esetén a fiiggetlenségi axiomabdl kovetkezik a mo-

notonitas axiomaja.
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Bizonyitas. Legyen £, < L5 és 0 < s <t < 1. Azt kell belatnunk, hogy

tLy+ (1 —t)Ly < sLy + (1 — s)Lo. (2.1)
Legyen L := sLq 4+ (1 — )Ly és v € (0,1). Ekkor a fliggetlenséget hasznédlva £ = sL; + (1 —
S)Lo = sLy+ (1 —s)Ly = L4, igy ezt és a fliggetlenséget ismét hasznalva

L=vL+(1=7)L=vL+(1—7)L
=y (sLy+ (1 —58)Ls) + (1 —7) Ly (2.2)
=(ys+1—=7) L1 +7(1—s)Ls.

Legyen v := (1 —1t)/(1 — s). Ekkor v € (0,1), és y(1 —s) =1 — ¢, mig

1—-1¢ 1—-t¢
—14+1)+1— = —(1—-t)+1=t

vs+1—v=

igy a (2.2) levezetésbol éppen (2.1) adédik.

Az alabbi tétel alapozza meg a varhaté hasznossag koncepcidjat.

2.1.10. Tétel. 2 Legyen a B C R" kosarak halmazan értelmezett dsszes lotték halmaza 1L és
tegylik fel, hogy azon adott egy preferenciarendezés, melyre teljesiilnek az ebben a fejezetben

ismertetett (1)-(6) axiomak. Ekkor létezik egy U : B — R (hasznossag)fiiggvény amelyre
L1 =Ly << EUL)<EU(L), (2.3)
ahol egy L = (X, P) = ((X1,---,Xm), (P1,---,pm)) € L lotté esetén
EUL) := Z U(x:)p. (2.4)

Egy L € L lotté esetén tekintsiik a hozza tartozé [ valdsziniiségi valtozot (1d. 2.1.2. Meg-

jegyzés). Igy valdjdban E U(L) alatt a definiciéja szerint az E U(l) varhaté hasznosségot

2A tétel bizonyitdsdhoz els6sorban a [43] kéziratban leirtakat vettiik alapul.
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értjik. Ezek segitségével a fenti tétel allitasat tehat ugy fogalmazhatjuk meg, hogy az egyén

szdméara az a lotté a jobb (preferalt), amelynek a varhaté hasznossdga magasabb.

A 2.1.10. Tétel bizonyitasa. A bizonyitds soran kozvetleniil az U hasznossagfiigg-

vényt konstrualjuk meg.

El6szor tekintstink két olyan x;, xo € B kosarakat, melyek nem kozombosek. Példaul
tegyiik fel, hogy x; < x2. Ha nem létezne két ilyen kosar, akkor minden B-beli kosar
k6zombos lenne, ennélfogva U-t valaszthatnank konstans fiiggvénynek és az trividlisan kie-

légitené a (2.3) ekvivalencidt.

Hasznaljuk a kovetkezd jelolést: [x1,xX2]<x = {x € B | x3 = x < x2}. ElGsz0r az
[X1,X2]< ,,intervallumon” konstrudlunk egy U fliggvényt gy, hogy az teljesiti a (2.4) ekvi-

valenciat.
Ehhez legyen U(x1) =0, U(x2) =168 Ly, x, = {L. = (X, P) € L | X C [x1,X2]<}.

Most tekintsiink egy tetszéleges y € [x1,X2]< kosarat és vezessiik be az aldbbi jel6lést:
Ly legyen az az egyszerii lotté, amelynek egyetlen kimenetele van, nevezetesen y, azaz
P(L, = y) = 1. Legyen tovdbba —a jelolés tovabbi egyszeriisitése céljdbdl— az y = x;
és y = xXo specidlis esetekben X; := Ly, és Xy := Ly,. (Tehdt P(X; = x1) = 1 és
P(X5 = x3) = 1.) A preferenciarendezés folytonossidga miatt tudjuk, hogy létezik egy olyan
ty € [0, 1] konstans, melyre

,Cy =~ (1 — ty)Xl + tng.

Tovabba a 2.1.8. Lemma szerint még azt is tudjuk, hogy egy ilyen konstans egyértelmi.

Legyen ekkor U(y) = t, médon definidlva. Ekkor azt kapjuk, hogy

Ly~ (1-U(y))Xi+U(y)Xe. (2.5)

Ha £ € Ly, x, és P(L = yi) = pi, @ = 1,...,k, ahol Zlepi = 1 akkor (2.5) és a
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fliggetlenségi axiéma egyiitt azt adja, hogy

k k
LY pily = Y pi| (1= Uly) Xo + U(y) X
i=1 i=1 k (2.6)
X1+ piUyi)Xa = (1-EU(L)X; + (B U(L)) X,.

= [1 - ZPiU(Yi)

Jegyezziik meg, hogy egy ilyen £ lotté esetén a konstrukciobdl adédéan E U(L) € [0, 1].

A fentiekbdl pedig a relacié monotonitasat a 2.1.5. Megjegyzéssel egyiitt, tovabba a (2.6)

levezetést felhasznédlva kapjuk, hogy
EU(Ly) <EU(Ly) < (1-EUL))X, + (B U(L1))Xs

S (1=EU(L)) X1+ (EU(Ly)) Xy = L1 X Lo,

Vegyiik észre, hogy az U(xy) = 0 és U(xz) = 1 feltételek mellett ¢, az egyetlen le-
hetséges érték U (y)-ra, ha azt akarjuk, hogy (2.3) teljesiiljon. Tehat megéllapithatjuk, hogy a
tétel feltételeit az [x1,Xa]< intervallumon kielégité és U(xq) = 0 és U(xz2) = 1 peremértékkel

rendelkezé U fliggvény mér egyértelmiien meghatérozott az [x1,Xa]< intervallumon.

Most pedig kiterjesztjiik az U fiiggvényt. Ehhez tekintsiink egy tetszoleges x3 kosarat,
amely nem eleme az [X;,X2]< intervallumnak. (Ha nincs ilyen kosar, akkor a tétel allitdsa
méar bizonyitott is.) Vagy az teljesiil most, hogy x3 < x3 vagy az, hogy x3 < x3. Tegyiik fel
példdul, hogy az el6bbi teljesiil. (A masik esetben a bizonyitas tovabbi része teljesen analdg.)
Ekkor a fenti gondolatmenetet ismét alkalmazva tudjuk, hogy lehet konstrualni egy olyan
U hasznossagfiiggvényt, amely pedig az [xs, X2]< intervallumon teljesiti a tétel feltételeit.

Legyen most

~ . Uly) = Ulx)
UW%—U@ﬂ_U@ﬂ,

Igy U(xy) = 0 és U(xz) = 1, ami azt jelenti, hogy U egyenlé kell, hogy legyen U-val az

ahol y € [x3,x%2]<.

[X1,X2]< halmazon, hiszen ott U egyértelmi.

Ezzel belattuk, hogy U kiterjesztheté az egész B halmazra 1gy, hogy teljesiti a tétel

allitasaban megfogalmazottakat. O



2.1. AXIOMAK ES A MODELL 47

Lényegében a 2.1.10. Tétel bizonyitasa soran lattuk, hogy U értékét két, egymassal
nem kozombos viszonyban allo kosar esetén rogzitve mar csak egyetlen hasznossagfiiggvény
teljesiti a tétel feltételeit. Az is latszik konnyen, hogy egy alkalmas U fiiggvény esetén
ennek a fliggvénynek egy tetszéleges pozitiv affin transzformaltja (1d. (2.7)) is kielégiti a

tétel feltételeit.

Ezeket a megallapitasokat foglaljuk 6ssze az alabbi kovetkezményben.

2.1.11. Kovetkezmény. A 2.1.10. Tétel feltételei mellett legyen Uy és Uy ketté (ordindlis)
hasznossagfiiggvény gy, hogy azok egyarant kielégitik a 2.1.10. Tétel dllitdsat, azaz a (2.3)

ekvivalenciat. Ekkor léteznek olyan a,b € R, a > 0 konstansok, hogy

Uy(x) = aU;(x) + b, x € B. (2.7)

2.1.12. Megjegyzés. Egy olyan U hasznossagfiiggvényt, mely teljesiti a 2.1.10. Tétel al-
litasat, azaz amelyre a varhaté hasznossdg (2.3) rendezési tulajdonsiga teljesiil, Neumann-
Morgenstern féle hasznossdgfigguénynek vagy indexnek neveziink. Noha Ramsey volt az,
aki elOszor vezette be a varhatd hasznossag koncepciéjat modern megkozelitésben a XX.
szazad 30-as éveiben, mégis Neumann és Morgenstern nevei taldlhatok az elmélet alapitoiként
emlitve az irodalomban®. Neumann és Morgenstern ugyanis szintén kidolgoztédk az elmélet

lényegét, Ramsey munkajat nem ismerve, attél fiiggetleniil.

A kés6bbiekben egy hasznossagfiiggvény alatt mindig Neumann-Morgenstern tipusu
fliggvényt értiink, hacsak nem értelmezziik azt masképpen. Tehat feltételezziik, hogy varhaté

hasznossdg alapjan hozza az egyén a dontéseit a (2.3) alapjén.

Végezetiil azt is megjegyezziik, hogy természetesen egy preferenciarendezés lehet olyan,
hogy az mind az 1.1.4. Arrow-Debreu Tétel, mind a 2.1.10. Neumann-Morgenstern Tétel

feltételeit kielégiti. A

3A hasznossdgelméletrdl és a varhaté hasznossidg fogalmanak kialakuldsdrél tovabbi torténeti meg-

jegyzéseket is taldlhatunk a [9] és [23] cikkekben.
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2.2. (Gyakorlati cafolatok, kritikak

Ugyan azt mar korabban is emlitettiik, hogy a varhaté hasznossidg koncepcidja igen elterjedt
a kozgazdasdgtanban (elsésorban a kordbbiakban ismertetett axiémédkra tdmaszkodva, bar
ismert néhdny alternativ felépités), mégis vannak j6l ismert gyakorlati példdk és kritikak,
amelyek szerint az elmélet bizonyos axiomai a gyakorlatban cafolhaték. Ezen kritikak leg-
nagyobb része a fliggetlenségi axioma létjogosultsagat kérddjelezi meg. Rogton az elején
érdemes leszogezniink, hogy az ismertetendo cafolatok természetesen nem azt jelentik, hogy
'rossz’ (hibas) lenne az elmélet egy-egy eredménye, bizonyitdsa, mindossze azt kérddjelezik

meg, hogy alkalmas-e az egyének preferencidinak leirasara.

Az irodalomban az els6 és talan egyben a legismertebb ilyen cafolat az un. Allais
paradoxon. Ez nem egyetlen kisérletet jelent, ugyanis szdamos mas kutatdé megismételte
Allais kisérletét és lényegében minden esetben az adddott, hogy az emberek dontései soran
a fliggetlenségi axioma nem teljesiil. Mi most ennek azt a valtozatat ismertetjiik, amelyet

Kahneman és Tversky végzett el.

Megkértek egyetemistakat, hogy bizonyos felkindlt lehetdségek koziil jeloljék meg azt,
amelyiket valasztandk. Ezek a lehet6ségek mind egy-egy lottonak felelnek meg. ElGszor az

aldbbi kett6 lottét ajanlottak fel nekik (ingyen), amelyek egyikét kellett kivalasztaniuk.

o A lotté = ((4000 IS, 0 IS), (0.8, 0.2)), azaz ezen lott6 esetén 0.8 valdszintiséggel nyer-
hetnek 4000 IS-t vagy 0.2 valészintiséggel nem kapnak semmit. (Az IS az izraeli sékel

roviditése itt.)

e B lotto = ((3000 IS), (1)), azaz kockdzat nélkiil kapnak 3000 IS-t, ha ezt vélasztjdk.

Az egyetemistdk tobbsége, nevezetesen 80 szazaléka a B lottét valasztotta. FEzek
utan az alabbi dontési helyzet elé allitottdk oket ismét. Most is két lottd egyikét kellett

valasztaniuk.
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e C lotté = ((4000 IS, 0 1S), (0.2, 0.8)),

e D lotté = ((3000 IS, 0 IS), (0.25, 0.75)).

Ebben az esetben ugyanazon megkérdezett egyetemistak 65 szdzaléka adta a C' valaszt.
A ketto kisérlet alapjan tehat biztosak lehetiink abban, hogy tobb egyetemista is volt, akik
az els6 kérdésnél a B lottét mig a masodiknal a C'lottét jelolték meg. Most tegyiik fel, hogy
ezek az egyetemistak a varhaté hasznossag maximalizalasa alapjan hoztak meg dontéseiket.

Ekkor az els6 dontés alapjan azt kapjuk, hogy
U(0) 0.2+ U(4000) - 0.8 = U(4000) - 0.8 < U(3000), (2.8)

ahol U jeloli az adott egyén hasznossagfiiggvényét és feltessziik tovabbd, hogy U(0) = 0 (ezt
a 2.1.11. Kovetkezmény miatt megtehetjiik, hiszen U(0) = 0 egy lineéris transzforméciéval is
elérhetd). (Jegyezzilk meg, hogy itt csak egyvéltozds hasznossagfiiggvényt tekintiink —vagy
masképpen mondva a tobbi valtozdt rogzitjiik— ahol ezen egyetlen valtozonak megfelelo
jészag a pénz.) Ha azonban a mésodik dontést is figyelembe vessziik, akkor abbdl pedig
adddik, hogy

U(0) - 0.8+ U(4000) - 0.2 > U(0) - 0.75 + U(3000) - 0.25,

azaz U(4000) - 0.8 > U(3000), ami nyilvanvaléan ellentmond a (2.8) egyenl6tlenségnek és
igy valéjaban a fliggetlenségi axiomanak. Ennek belatasahoz pedig tekintsiik azt a K lottot,
amely 1 valdszintiséggel 0 kifizetést ad. Ekkor konnyen lathato, hogy C' = 0.25A + 0.75K és
D =0.25B+0.75K. Azonban a fiiggetelenségi axioma teljesiilése esetén azt kapnank ebbdl,

hogy
A<XB <+«<— (C<XD.

Egy maésik kisérletben Kahneman és Tversky el6szor az alabbi kérdést tette fel.

I jaték: A résztvevs kap 1000 IS-t majd vélasztania kell (a) és (b) koziil:

(a) tovabbi 1000 IS nyereményt lehet elérni, melynek valészintisége 0.5 vagy szintén 0.5

valészintiséggel nincs tovabbi nyeremény.
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(b) 500 IS-t kap biztosan az, aki ezt valasztja.

Majd feltették a kovetkezo dontési feladatot a résztvevoknek.

II. jaték: Kap 2000 IS majd valasszon (c) és (d) koziil:

(c) 1000 IS-t veszithet 0.5 valésziniiséggel vagy nem veszit semmit ugyanennyi valoszinti-

séggel.

(d) biztosan veszit 500 IS-t.

Meglepé médon a megkérdezettek 84 szazaléka vélasztotta az elsé jatékban 1/(b)-t az
I/(a)-val szemben, d4m csak 27 szdzaléka ugyanazon megkérdezetteknek valasztotta I1/(d)-t a
IT/(c) lehet6séggel szemben. Azonban vegyiik észre, hogy 1/(a) és I1/(c) pontosan ugyanazt
a lottét jelenti, nevezetesen a ((2000 IS, 1000 IS), (0.5, 0.5)) lottét, mig hasonléan I/(b) és
I1/(d) is azonos, mindkettd a ((1500), (1)) lottéval irhaté le.

Erdemes megjegyezniink, hogy Kahnemann bizonytalan korilmények kozotti dontés-
hozatallal (is) kapcsolatos pszicholdgiai kutatdsait Kozgazdasdgi Nobel Emlékéremmel jutal-
maztak 2002-ben (”for having integrated insights from psychological research into economic

science, especially concerning human judgment and decision-making under uncertainty”).

Végill még emlitiink egy érdekes kisérleti eredményt, amely Lichtenstein és Slovic
nevéhez flizodik és a preferenciak megfordulasardl arulkodik. Két egyszerii lottot ajanlottak

fel a megkérdezetteknek:

I: ezen lotto esetén nagy valdsziniiséggel nyerhet egy kisebb Gsszeget,

IT: ezen lott6 esetén pedig egy kicsi valdszintiséggel nyerhet egy nagyobb Osszeget.

A megkérdezettek tobbsége ekkor a kicsi, de majdnem biztos nyereményt preferalta, azaz az

els6 lottot valasztotta. Ezt kdvetden azonban megkérték dket arra is, hogy arazzak be ezt
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a két lottot. Ekkor azonban mar a tébbség a masodik lottonak nagyobb arat adott, azaz

preferenciai ,,megfordultak”.

A fenti és ahhoz hasonld kisérletek eredményei talalhaték még meg tobb munkaban,
példaul: [27], [9], [23], [48]. Egyben megjegyezziik, hogy a kényviinkhéz ajanlott Barczy (6]

példatarban pedig megtaldlhatja az érdeklodé olvasé az Ellsberg és a Rabin paradoxonokat.

Szamos modon lehet a fenti és a fentiekhez hasonlé eredményeket magyarazni. Mond-
hatjuk azt, hogy egyes esetek azt igazoljak, hogy az emberek nem raciondlis, nem kovetke-
zetes dontést hoznak, vagy ha igen, akkor azt nem abban az axiomarendszerben, amelyet
mi is ismertettiink korabban. A maéasodik kisérlet kapcsan egyesek azt javasoljak, hogy a
hasznossagfliiggvény valtozdja ne a vagyon, a teljes érték legyen, hanem csak a nyereségek
és a veszteségek hasznat kellene vizsgalni. Persze egy tjabb kézenfekvd megoldés az is, ha
a fliggetlenségi axiémat helyettesitjiik valami més axiomaval és igy prébalunk egy elméletet
felépiteni. Erre is ismertek prébélkozdsok az irodalomban (erre tovabbi hivatkozédsokat
talalhatunk a [9] és a [23] munkdkban.) De jegyezzitk meg végiil azt is, hogy az sem
probléma, ha egyes emberek nem raciondlis és kovetkezetes dontéseket hoznak. Ugyanis
egy ilyen elmélet céljai kozott az is szerepel, hogy segitsen a racionalis objektiv dontésekben
benntinket példaul portfoliok kivalasztasanal, s adjon erre dontési szabalyokat, tanacsokat.
Ha pedig erre toreksziink, akkor mar nem biztos, hogy jogosak a fliggetlenségi axiomat ért

biralatok.



52

FEJEZET 2. A VARHATO HASZNOSSAG



II. rész

Portfoliomenedzsment és kockazat
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3. fejezet

Kockazatkerulés

Ebben a fejezetben a hasznossagfiiggvény tovabbi tulajdonsagait fogjuk megismerni. El-
sosorban az érdekel benniinket, hogy kockazatos joszdgok vagy értékpapirok esetén milyen
dontéseket hoznak az egyének (tehat akkor, amikor a jészag értéke véletleniil valtozhat). Az
aldbbiakban leirt megallapitasok segitenek megérteni azt, hogy milyen koriillmények esetén
fog kockazatot vallalni az egyén és hogy ez milyen kapcsolatban van a hasznossagfiiggvény

alakjaval, jellemzoivel.

3.1. A kockazatkeriilés értelmezése

Jelolések. Eloszor néhany ettdl a ponttol kezdve hasznalt jelolésbeli konnyebbséget ismerte-
tiink. Ahogy azt mar emlitettiik, az elkovetkezendbek sordn egy U hasznossagfiiggvény alatt
mindig Neumann-Morgenstern tipusu fliggvényt fogunk érteni (1d. 2.1.12. Megjegyzés), ha-
csak mésképpen nem definidljuk az adott esetben. Bar az U egy tobbvéltozoés fiiggvény
(méghozzd annyi véltozéval, ahany joszag elérhet6 a piacon), a targyalandé problémak

tobbségében elég egyvaltozds fiiggvényt tekintentink, ahol a 'pénz’ lesz ezen egyetlen valto-

55
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zOhoz tartozé joszdg, hiszen pénziigyi eszk6zoknek (értékpapiroknak), portfélicknak fogjuk
a hasznossdgat tekinteni. Igy ezen esetekben egy egyvaltozds fiiggvényként fogjuk felirni a
hasznossagfliiggvényt az egyszeriiség kedvéért. Tehat nem jeloljiik a tobbi valtozot, hiszen

azt rogzitettnek tekintjiik.

3.1.1. Definicié. Legyen U : I — R egy hasznossagtiiggvény, ahol I C R egy intervallum és
¢ pedig egy alkalmas valosziniliségi mezon értelmezett valoszintiségi valtozo I-beli értékekkel.
Ekkor &-t jatéknak nevezziik. Legyen P € R és tegyiik fel, hogy E || < co. Ekkor a (£, P)
part igazsagos (fair) jatéknak a P-t pedig az £ jaték igazsagos (fair) drdnak nevezziik, ha
E¢=P.

Egy fogyaszté (vagy egyén) kockdzatkeriilé a P € I pontban, ha nem kivan egyetlen
(&, P) igazsagos jatékot sem elfogadni, vagy koézombds veliik szemben, ami alatt azt értjiik,
hogy E U(¢) < U(P). (Akkor mondjuk, hogy nem kivan egy jatékot elfogadni, ha nem kivan
abban résztvenni, azaz a fix P Osszeg és a bizonytalan £ ésszeg koziil az el6bbit valasztja.)
Ha egy egyén kockazatkeriil6 a P € I pontban és nem kézombés egyetlen olyan igazsagos
jatékkal szemben sem, melynek az ara P, akkor az egyént szigorian kockazatkeriilének ne-
vezziik a P € I pontban. Ha az I intervallum minden pontjaban (szigorian) kockazatkeriild,

akkor egyszertien (szigorian) kockazatkeriilének fogjuk nevezni.

3.1.2. Tétel. ! Tegyiik fel, hogy U : I — R egy hasznossagfiiggvény, ahol I C R egy inter-
vallum.

Ekkor az egyén pontosan akkor (szigoruan) kockazatkeriil6 a P € R pontban, ha U (szi-
goruan) konkav P-ben.

Tovabba az egyén pontosan akkor (szigoriian) kockazatkeriils, ha U (szigoriian) konkav.

LA tétel mdsodik &llitdsat szokds az irodalomban megfogalmazni (Id. [27]), 4m a bizony{tdsbdl ldthatd,
hogy az lényegében az els6 pontbeli tulajdonsagbdl adédik. Ez pedig a 3.1.4 Megjegyzés miatt 1ényeges
esetlinkben, ahol a 3.1.1 Definici6 tébbdimenziés megfeleldjére adunk javaslatokat és fogalmazzuk meg azok

alapjan ezen tétel altalanosabb alakjat.
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Bizonyitas. Csak az elso allitast kell bizonyitanunk, hiszen a masodik annak kovet-

kezményeként addédik triviadlisan.

FElégségesség. Tegyiik fel, hogy U konkav P € [-ben. Ekkor a konkavsaghol kovetkezik,

hogy 1étezik egy ¢ konstans tgy, hogy
U(z) < c(lx — P)+U(P), Vo el, (3.1)
és ennélfogva minden igazsdgos (£, P) jaték esetén
U(§) < c(§—P)+U(P). (3.2)

Vegyiik a (3.2) egyenletben a varhaté értéket mindkét oldalon! Ekkor a jobb oldalon eltiinik

az els6 tag és kapjuk a kivant allitéast:

EU() <U(EE).

Sziikségesség. Legyen £ egy olyan egyszeri jaték, amelynek csak kettd lehetséges ki-
menete van, ezek legyenek = és y, méghozza gy, hogy p =P({ = z) és 1 —p = P({ = y),
tovabba feltessziik, hogy pz + (1 — p)y = P. Ekkor a P-beli kockézatkeriilésbdl kovetkezik,
hogy

E (U©) =pU(z)+(1—-p) Uly) < Ulpz + (1 - p)y) = U(P), (3:3)

ebbdl pedig mar adédik, hogy P-ben a hasznossagfiiggvény konkav.

Ha pedig a szigoru konkavsag és szigori kockazatkeriilés esetén akarjuk a tételt belatni,
akkor apré mddositasoktdl eltekintve azonos médon bizonyithaté az allitas (példaul a (3.1),
(3.2) és (3.3) egyenl6tlenségekben a szigoru egyenlStlenségek is teljesiilnek, ha z,&,y # P).
O

3.1.3. Megjegyzés. Jegyezziikk meg, hogy valéjaban a 3.1.2. Tétel bizonyitasdnak az elso
fele a Jensen egyenlotlenség bizonyitasa. Tovabba a fenti tétel 1ényegében annyit allit, hogy
egy g valos fiiggvény pontosan akkor konkdv, ha E ¢(¢) < g(E &) teljesiil minden olyan

valoszintiségi valtozd esetén, melynek értékei g értelmezési tartomanyaba esnek. A
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3.1.4. Megjegyzés. Ugyan elsésorban pénziigyi kérdésekre keresiink a késobbiekben va-
laszt, de megemlitjiik, hogy a 3.1.2. Tételt altalanosabban is kimondhatjuk, ha bizonyos
modositasokat tesziink a hozza sziikséges definiciokban. Ugyanis tudjuk kezelni azt az ese-
tet is, amikor tobb jészagot tekintiink és igy tobbvaltozés a fiiggvénytlink is. Ez egyrészt
elméleti szempontbdl lehet érdekes a mikrookonémia irant érdeklodoknek, de a gyakorlatban
is el6fordulhatnak olyan problémak, ahol ilyen koriilmények kézott kell dontést hoznunk. Eh-
hez az alabbiakban ismertetjiik, hogy a 3.1.1. Definicié mintdjara mi lehetne egy lehetséges

értelmezése egy jaték igazsdgos aranak.

Emlékezziink arra, hogy U a B halmazon van definidlva. Legyenek py, ..., p, a joszagok
piaci drai. Tegytk fel, hogy minden I jovedelem mellett egyértelmiien létezik optimélis hasz-
nossagu joszagkosar, amelyet jeloljon x‘}pt. Ilyen esetre ad elégséges feltételt az 1.2.1. Tétel.
Legyen tovabba az egyszerliség kedvéért U szigorian novekvo. Ekkor az is latszik, hogy
nagyobb jovedelemhez nagyobb hasznossiagi optimum tartozik. fgy minden k6zombosségi
gorbén legfeljebb egy ilyen optimum lehetséges. Egy ilyen esetben mar értelmezhet6 a kovet-

kez6 definicidt.

Definicié (Hicks-féle ar) Legyen most £ = (&1,...,&,) egy valdsziniiségi vektorvaltozd
B-beli értékekkel és tegyiik fel, hogy E |&;| < oo (i =1,...,n). Ekkor a P € R arat az egyén

szaméara a £ jaték Hichs-féle igazsagos aranak nevezziik, ha U(E &) = U (xj’apt).

Ez azt jelenti ugyanis, hogy a & jaték és a P jovedelem az egyén szamara kézombos,
ha a jaték varhato hasznossdga megegyezik azzal a maximalis hasznossagszinttel, amelyet
a P jovedelembdl vasarolhat6 kosarakkal el tudunk érni (nyilvan az optimélissal tudjuk ezt

elérni). Tehat ekkor azt kapjuk, hogy > 7, pix}’{’f = P.

Az is jol latszik a fenti értelmezésbol, hogy n = 1 és p; = 1 értékek valasztasaval

visszakapjuk a 3.1.2. Tétel feltételeit. Tehat ez valoban egy lehetséges altalanositashoz vezet.

fgy a fenti tétel megfeleléjét (azaz dltaldnositdsét) az aldbbi médon irhatjuk esetiinkben
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le.

Tétel. Az egyén akkor és csak akkor nem fog elfogadni egyetlen (€, P) igazsdgos jdatékot sem,
melyre E & =x, ha U konkdv az x pontban.
Az eqyén akkor és csak akkor nem fog elfogadni egyetlen igazsdgos jatékot sem, ha a hasz-

nossagfigguénye konkdv (és ekkor 6 kockdzatkerild).

Lényegében a 3.1.2. Tétel bizonyitasat ismételhetjiik meg tobbdimenzios esetre, 1épésrol
lépésre. Ugyanis most az U konkdvsaga az E £ pontban azt jelenti, hogy létezik az adott

ponthoz tartozoan tamasztosik, azaz létezik egy olyan ¢ € R"™ vektor, melyre
Ux) <UEE) +(c,x—EE), VxeB,

teljesiil (1d. [44]), ahol (-,-) a belsé szorzatot jeloli az R™ térben. Igy a fentivel megegyezs
indoklédssal kaphatjuk ismét az elégségességet. A sziikségesség bizonyitasihoz pedig csak az
x és y értékeit kell a (3.3) egyenlStlenségben olyan B-beli vektorokkal helyettesiteni, hogy

azok konvex linedris kombinaciéja az E £ vektort adja.

Emlitsiik itt meg, hogy egy jaték igazsdgossagossaganak fentiekben leirt definicija
az adott egyén prerefenciarendszerétdl fiigg. Azonban a 3.1.1. Definicioban még nem volt
szerepe a hasznossagnak, igy az a hasznossagfiiggvény valasztasatol fiiggetlen volt. Hiszen
vegylik észre, hogy egy joszag esetén az optimalis kosar minden novekvo hasznossagfiiggvény
esetén azonos lesz. Am tobb joszag esetén az optimalis joszagkosar kiilonbozé prerefencia-

rendszerek esetén kiillonbozhet, még akkor is, ha a jovedelmek azonosak.

Ennek bemutatésara legyen U és Uy két hasznossagfiiggvény. Jelolje Py és P a & jaték

igazsagos arat az U illetve az U, fliggvényekre nézve. Ekkor tgy is fogalmazhatunk, hogy

3 t ’ . - ) t , . ,1e . .
P; az xp"" kosar piaci dra, ahol xp™ a P jévedelemhez tartozé optimélis kosarat jeloli a

megfelelé U; (i = 1,2) hasznossagfiiggvény esetén. Ekkor U;(E &) = U; (x’];?pt) (1 = 1,2),

2,0pt

azonban U (x}g’fpt) és U, (XP2 ) kozott barmilyen lehet a kapcsolat ugyantigy, mint ahogy

azt sem tudjuk, hogy P; vagy P, lesz-e a nagyobb ar.
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Felmeriilhet a kérdés: nem lehetne-e ,,megszabadulni” a hasznossag hasznalatatol egy
jaték igazsagos aranak az értelmezésénél. Taldlhatunk ilyen definiciét, méghozza az alabbi

modon.

Definicié (Szluckij-féle ar) Legyen &€ = (&1,...,&,) egy valdszindiségi vektorvaltozo B-beli
értékekkel és tegyiik fel, hogy E |&| < oo (i =1,...,n). Ekkor a & jdték Szluckij-féle igazsdgos

ara P =Y%"" | pE&;, amely nem mds, mint az E§ kosdr piaci dra.

A kovetkezoképpen magyarazhatjuk a két definicié kozotti kiillonbséget. Az elsé esetben
rogzitettiink egy hasznossagszintet, méghozzd az [E & kosar hasznossagat és igazsagossag
esetén itt pontosan azt az Osszeget ajanlottuk az egyénnek, amely éppen elég ahhoz, hogy a
hasznossdg maximalizalasaval az egyén ezt a rogzitett hasznossagszintet ismét el tudja érni.
Ezzel szemben a masodik definicid esetén az egyénnek az [E £ kosar piaci arat ajanlottuk
igazsdgossag esetén, tehat azt az rat a jatékért, amellyel az E & kosar (és nem csak azzal
azonos hasznossag) ismét megvasarolhaté a piacon. Ez a két definicié csak akkor ad azonos
arat, ha mindossze egy joszag adott (tehat mindkett6 az eredeti 3.1.1. Definicié altalanositéa-
saként foghat6 fel) vagy akkor, ha IE ¢ véletleniil éppen az optimélis kosar, azaz x{P* = E &,
ahol V' = > pE &. Azonban ennck ellenére az is vildgosan ldtszik, hogy a kosarak
teljes halmazan (azaz globélisan) mar mindketté definicié esetén ekvivalens lesz az egyén

kockazatkeriilése és a hasznossagfiiggvényének a konkavsaga.

Tudjuk, hogy a kozgazdasdgtanban, kiillonosen a mikrookonémiaban, tobb olyan prob-
léma mertlt fel, ahol kétféle megoldési javaslat sziiletett, s ahol a két megkozelités éppen
azon elvekben kiilonbozik egymastél, mint esetiinkben. Ezt a kiilonbséget pedig tgy fo-
galmazhatjuk meg, hogy a kovetkezd kérdést tessziik fel: mit jelent az, hogy a kordabbival
azonos lehetOséget biztositunk az egyén szamara? Azt jelenti-e, hogy ugyanannak a hasz-
nossagszintnek az elérését biztositjuk a szamara, vagy azt, hogy pontosan ugyanazt a fo-
gyasztast biztositjuk a szamara? Mads, ismert problémaknal ezt a két megkozelitést Hicks il-

letve Szluckij nevével jelzik. fgy mondhatjuk azt, hogy az altalunk adott két megkozelitésbol
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az elso a Hicks féle, a masodik pedig a Slutsky féle valaszt adja. Ezért neveztiik a fenti de-

finiciokban az igazsagos arakat Hicks-féle illetve Szluckij-féle igazsagos araknak.

Konnyti latni, hogy a Hick-féle Py ar nem haladjatja meg a Szluckij-féle Pg arat. Eh-
hez tekintsiik azt az X?D‘: optimaélis kosarat a Hick-féle ar definiciéjaban, melyre U(E &) =
U (X(IJ}';;), tovabba az [E £ kosarat a Szluckij-féle ar definiciéjaban. Ha ezek nem esnek egybe,
akkor X(I)}: nem lehet alacsonyabb jovedelmi szinthez tartozé jovedelmi egyenesen (sikon),
mint E &, hiszen ekkor a Ps = Y"1 | p;E§; jovedelemhez tartozé X(}I;t optimum kisebb jove-

delem mellett nagyobb hasznossagu optimumot adna, mint X(}f;.

Jegyezziilk meg azt is, hogy a céljainhoz az els6 megkozelités latszik hasznosabbnak,

hiszen ez az az eset, ahol az egyén a sajat preferencidi alapjan hozza a dontéseit. A

3.2. A kockazatkeriilés mértéke

Most pedig tekintsiink egy & jatékot és legyen E & = P. Tegyiik fel, hogy a vizsgdlt egyén
hasznossagfliggvénye U, amely szigorian monoton névekvo és a P pontban szigortian konkav.
A kordbbiakban lefrtak miatt ekkor tudjuk (3.1.2. Tétel), hogy nem fogja a (£, P) igazsagos
jatékot elfogadni (azaz nem vesz benne részt). Az U monotonitdsabdl azt is tudjuk, hogy

egyértelmiien létezik egy pozitiv P* érték ugy, hogy arra

U(P - P*) =EU(®). (3.4)

Barmely (P — P*,00) intervallumbeli dron is ajdnlandnk az egyén szdmadra a & jatékot,
azt biztosan nem fogadna el, am elfogadna azt akkor, ha az ar kevesebb lenne, mint P — P*.
Masképpen ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy inkabb hajlandé lenne még csokkenteni is
a vagyonat (1 valoszintiséggel) legfeljebb P* mennyiséggel azért, hogy a & jaték kockazatat
elkeriilje. Ezért nevezhetnénk a P* értéket egyfajta biztositasi dijnak, mert ez mutatja,

hogy mekkorra dijat hajlandé az egyén a biztonsagos —azaz 1 valdszinliséggel biztos— ki-
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menetell jaték valasztasaért fizetni. Ez egyben alkalmas fogalom arra, hogy ezzel mérjiik
az egyén kockazatkeriilését az & jatékra vonatkozéan a P* pontban (azaz a P* vagyoni
szint mellett). Nyilvanvald, hogy minél magasabb biztositéasi dijat hajlandé fizetni az egyén
egy (&, P) jaték esetén, annal nagyobb a kockdzattal szemben az elutasitdsa. Vildgos, de
ismét hangsilyozandd, hogy P* értéke fiigg a & jaték megvalasztasatol is, tehat jatékonként

kiilonbozo.

A 3.1.2. Tétel alapjan megérthetjiik azt is, hogy miért hajlandéak az emberek a biz-
tositok szolgaltatasait megvasarolni. Emlékezve az ott hasznélt gondolatmenetre és jelolések-
re, most tegyiik fel hogy U konvex az értelmezési tartomanyanak egy J részhalmazaban. A
tétel allitasanak mintdjara mar trividlisan lathato az is, hogy ekkor az egyén elfogad minden
olyan igazsdgos & jatékot, amelyre teljesiil, hogy P({ € J) = 1. Tehat ebbdl mar latszik az
is, hogy egy egyén bizonyos kockézatokat elfogadhat, mig méasokat (akar hasonlé nagységuit)
elutasithat, ha a hasznossagfliiggvényének egyes részei konvexek mas részei pedig konkavok.
Egyes szerzok ezzel magyarazzak egyébként azt a jelenséget is, hogy ugyanazon emberek

miért haljanddak lottot jatszani és kozben mas kockazatokra pedig biztositast kotni.

A fenti el0készités utan definidljuk az egyén kiilonboz6 jatékokhoz tartozo biztositasi

dijainak a fogalmét.

3.2.1. Definicié. Legyen U egy szigorian konkav, monoton névekvé hasznossagfiiggvény
az I intervallumon. Tegyiik fel, hogy & egy valdszintiségi valtozo, mely az I intervallumbdl
vesz fel értékeket ésE || < oo ésE U(&) véges. Ekkor a P(§) € R értéket a £ jaték biztositasi

dijanak nevezziik (az adott egyén esetén), ha U(E £ — P(£)) =E U(¢).

A biztositasi dij elnevezést az is indokolhatja, hogy annak konstrukcidja nagyon hasonlit
a biztositastanban hasznalt egyik elméleti dijkalkulacios elvhez. Ez az tn. zéré hasznossag
elve?, amely szerint legyen egy ¢ valdszinfiségi véltozéval leirt kareloszlds esetén annyi a

biztositéasi dij, amennyivel a varhaté haszon éppen zéré. Azaz legyen P a dij, ha kielégiti az

2A fent emlitett elvet, mas dijkalkulaciés elveket és a nem-élet biztositds egyéb kérdéskoreit is meg-
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EU(P — &) = 0 egyenletet.

A biztositési dij fogalma &altaldnosabban E U(§) = oo esetére is definidlhato, ezzel

kényviinkben nem foglalkozunk, az érdeklddé olvasonak ajénljuk a [6] példatarat.

3.2.2. Definicié. Egy kétszer folytonosan differencialhato U : I — R hasznossagtiiggvény
esetén, ha U'(P) # 0, akkor az

R(P) = —le((i)), Pel,

mennyiséget az egyén (relativ) kockazatkeriilésének nevezziik (a P szinten), ahol U az egyén
hasznossagtiiggvénye. Az Ra(P) = R(P) - P (P € I) értéket pedig abszolit kockazatkerii-

lésnek nevezziik a P szinten.

Ezeket a mértékeket (mérdszamokat) a kockdzat mérésére Arrow és Pratt vezette be,
szokas ezeket Arrow-Pratt-féle (kockazatkeriilési) mértékeknek is nevezni. (A kockdzatkeriilés
mértékével kapcsolatos ezen részben leirt tételhez és megallapitdsainkhoz ((3.8) formula,
3.2.3. Tétel) els6sorban a [29] monografiat vettiik alapul és a [27] miivet egyes részek esetén.
Azt is megjegyezziik, hogy természetesen egy befektetés, vagy egy portfolié kockazatossdgat
is mérhetnénk. Ez mar inkabb a kockazatmenedzsment teriiletéhez tartozik. Ertékpapirok
és altalanosabban portfolick kockazatossagaval és azok mérésével a 4., 5. és 6. fejezetekben

is foglalkozunk.
Az R(P) kett6 olyan el6nyos tulajdonsagat emeljiik ki, amely a haszndlatat megkonnyiti.

Az egyik tulajdonsidga az, hogy az U fiiggvény skaldzasra nézve invarians. Ehhez
emlékezziink arra, hogy egy egyén Neumann-Morgenstern tipusi hasznossagfiiggvénye csak
pozitiv affin transzformécio erejéig meghatarozott. Azonban, ha vessziik az egyén egy masik

hasznossagfiiggvényét, legyen ez U(P) = alU(P) +b (a > 0, b € R), akkor

U"(P)/U(P) = U"(P)/U'(P), Pel,

talalhatjuk Araté Miklés nagyszerti jegyzetében ([3]).
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és ebbdl mar lathatjuk, hogy egy adott preferenciarendszer esetén az abszolit kockéazat-

elutasitas mar egyértelmiien definialt minden P szinten.

Masrészt pedig az is latszik a definiciébdl, hogy R(P) csak a hasznossagfiiggvény
segitségével van definidlva, tehat az mar egy olyan mérték, amely nem fiigg a jaték meg-

valasztasatol.

Felvetodik ezek utan az a kérdés, hogy talalhatunk-e valamilyen kapcsolatot a biz-
tositasi dij (P*) és a kockazatkeriilés kozott (hiszen el6bbi fiigg a jaték megvélasztasatol).
Taldlhaté ilyen kapcsolat, méghozza a jaték kockdzata (pontosabban szérasa) és a kockéazat-

kertilés segitségével becsiilni tudjuk P* értékét.

Ehhez tegyiik fel, hogy U € C3(I) és tekintsiik az U Taylor sorfejtését a P koriil. Azt

kapjuk, hogy

Ul/ (P)

EwazUw—PﬂzUwywme+—7—P2 (3.5)
egy alkalmas P € (P — P*, P) esetén. Tovabba
U(e@) = U(P) + U (P)e@) — P)+ T ew) — P12+ T D ey -y (309

minden w € ) esetén, ahol £ egy (2, F,P) valdsziniliségi mezén értelemezett valdsziniiségi
valtozé, P(w) pedig eleme a & (w) és P végpontok altal meghatarozott intervallumnak minden
w € Q esetén. Ha vessziik a (3.6) egyenletben a varhato értéket mindkét oldalon, akkor az

a (3.4) és (3.5) egyenletekkel egyiitt azt adja, hogy

-U'(P)P* + o) ;P) P*? = vir) §P> Vare + E (

Ul/l (P)
6

€-rr). 6D

A (3.7) egyenletben mindkét oldalon az utolsé tag kicsi a tobbi taghoz képest, ha £ a P pont

egy kicsi kornyezetébdl veszi az értékeit. fgy végiil az alabbi becsléshez jutottunk:

P*~ — R(P) Varé. (3.8)

N | —

Tehét a biztositasi dij két tényez6 szorzataként irhato fel. Az egyik tényezd csak az egyéni

preferenciaktol fiigg, mig a masik tényezo csak a jaték altal meghatarozott. Tehat, ha néne
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a kockazatkeriilés vagy a jaték szorasa, az egyarant azt jelentené, hogy az egyén hajlandé

lenne tobbet fizetni a kockazat elkeriilése érdekében.

A (3.8) formula csak egy becslést adott, amely a P kicsi kérnyezetében lesz csak vi-
szonylag pontos. A kovetkezo tétel tovabb jellemzi az abszolit kockazatkeriilést és elma-
gyarazza, hogy miért alkalmas ez az egyén kockazathoz és annak elutasitasahoz val6 vi-

szonyanak a jellemzésére.

3.2.3. Tétel. Legyen U; : I — R monoton novekvo, szigorian konkav hasznossagtiiggvény
i = 1,2 esetén és tegyiik fel, hogy U; € C3(I), ahol I egy intervallum. Ekkor az aldbbi

allitasok ekvivalensek.

(1) Ri(z) > Ry(x) minden x € I esetén, ahol R; (i = 1,2) a relativ kockdzatkeriilést jeléli

egy U; hasznossagtiiggvénnyel rendelkezé egyén esetén.

(2) Létezik egy kétszer differencidalhaté valds értékii G fiiggvény az Us(I) halmazon értel-

mezve ugy, hogy
G'(z) >0, G'(z)<0 zelUy()
és

Ui(z) = G(Ux(z)) teljesiil, ha x € Uy(I). (3.9)

(3) Pi(§) > Py(§) tejesiil barmely & valdszintiségi valtozé esetén, melynek értékei az I
intervallumban vannak 1gy, hogy E |§| < co és E U(&) véges, ahol P;(§) azU; (i =1,2)

hasznossagfiiggvénnyel szamolt biztositasi dijat jeloli.

Bizonyitas.

(1) = (2) Az U, szigori monotonitdsa miatt a

G(z) = Uy (U (), x € Uy(I),
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fiiggvény definidlhato, tovabba az Uy (1) halmazon kétszer differencidlhato és (3.9) is teljesiil

G-re. Ha a (3.9) egyenletben vessziik az els6 derivéltakat, akkor azt kapjuk, hogy
& (Us(w)) U(a) = U (a), (3.10)
G" (Un(x)) (Us()) + G (Us(2)) U (2) = Ul (x), w el (3.11)

Igy ekkor a (3.10) alapjan azonnal adédik G'(x) > 0 (x € I). Tovabbé ha elosztjuk a (3.11)

egyenletet a (3.10) egyenlettel és abban eléjelet véltunk, akkor az adédik, hogy

—G"(Us(w)) (Ug())” = G (Un(w)) Uy ()
G’ (Ua(2))Us(x)

G (Usfa) (Ua(a)

G (Us(2))

[gy a (3.12) mésodik sordban a hanyados pozitiv kell, hogy legyen ((1) miatt), amibél pedig

Rl (ZL’) =
(3.12)

= Ry(x) —

kévetkezik, hogy G”(x) <0, ha z € I.

(2) = (3) Most tegyiik fel, hogy ¢ egy valdsziniiségi véltozé I-beli értékekkel gy,
hogy E |£] < co. Jegyezziik meg, hogy ekkor G konkavsdga (2)-bél adédik. Ekkor a Jensen

egyenlotlenség alapjan

Uy (E §— Pl(g)) =EU(§) =E G(U2(f)) < G(E Uz(g))

= G((EE-P9)) = (EE - P©),

és ezért Po(&) < Pi(§).

(3) = (1) Legyen most P € I, € > 0 és € egy valészintiségi valtozo, melyre P(¢ =
P+e) =P = P—¢) = 1/2. Ekkor nyilvanvaléan P(|¢—P|=¢) =1,E { = P és var £ = £2.
Ugy, ahogy a (3.5) és a (3.6) egyenletekben tettiik, most felirjuk a Taylor sorfejtést U;-re és
Us-re a P koriil és igy a (3.7) egyenlet megfelel§jeként kapjuk az aldbbiakat.

Ul(P) Ui(p) Ui"(P)

~UIP)PAE) + =

P& =

Varé +E 26— Py, i=1,2, (3.13)

ahol |P, — P| < Pi(€) és P, (i = 1,2) egy olyan valdsziniiségi valtozé, melyre P(|P, — P| <

e) = 1. Ha most felirjuk a (3.13) egyenletet i = 1 és i = 2 esetére, akkor a kett6bdl azt
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kapjuk, hogy

PUE) — Pl + T PueP = T (e = 5 (ma(P) — RalP)
R0 WOV WY o/ 10; DO
B B 71 A
Ha ¢ elég kicsi, akkor
sgn(PL(6) — PA(6) = sgn (a © - Pe) + ol pe? - T P1<5>2>

—sqn (% (Ru(P) — Ra(P)) &2

UP(RY o o L g UEB)
R <5—P>)>

1
- (U{(P) Us(P)

= sgn (5 (R (P) = RalP) ) = sgn(Rs(P) ~ (7).

Ezért a Py (&) > P5(€) egyenl6tlenséghdl kovetkezik Ri(P) > Ro(P) és igy a tétel bizonyitasat
befejeztiik. O

3.3. Optimalis hasznossagu portfoliock

Az optimalis portfolidk kivalasztasanak a probléméja egy alapvetd fontossagu tertilete a
mikrookondémidnak, de kiilonosen a pénziigyi elméleteknek és természetesen azok alkalmaza-

sanak, ahol bizonyos pénziigyi dontések meghozatalara van sziikség.

Altaldnosan a kovetkezoképpen kozelithetjiik meg a problémat: tekintsiink egy egyént
(fogyasztdt) vagy akar egy pénziigyi dontéseket hozd szervezetet (példaul pénzintézetet), és
tegyiik fel, hogy birtokdban &ll egy adott Osszeg, amelybdl a piacon vasarol (,,befektet”),
s igy kialakitja portfoligjat. A piacon ugyanakkor bizonyos pénziigyi eszkozokkel keresked-
nek, igy azok a fenti dontéshozd szamara is megvasarolhatok. Ilyenek példaul: a valutak,

a kilonbozo értékpapirok, azaz kotvények, részvények, hataridés tigyletek, cseretligyletek
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(swapok) vagy akar opcids szerzédések, de lényegében minden maés, melynek arat pénzben
ki tudjuk fejezni, s kereskednek vele a sziikséges mennyiségben a piacon. A tovabbiakban
az egyszeriség kedvéért a pénziigyi eszkozzel azonos jelentésben fogjuk az értékpapir szot
hasznalni, azaz igy fogunk nevezni barmely dolgot, amivel a piacon kereskednek és igy az
egyén megvasarolhatja azokat a portfolidja kialakitasakor. Abban is megegyeziink, hogy
a dontéshozo helyett ekvivalens modon hasznaljuk az egyén szot, sot még a szemléletesség
kedvéért néha befektetének fogjuk nevezni, bar itt hangsilyozni kell, hogy a koézgazdasagi
elméletekben a befekteto fogalmanak értelmezése nem esik egybe ezzel a definicioval és a
koznapi nyelvben elterjedt befektet6 fogalommal. Ennek megfelelGen értékpapirok vaséarlasa

esetén is néha azt fogjuk egyszeriien irni, hogy az egyén befektetett (az értékpapirba).

Ekkor nyilvan az a legfontosabb feladata a befektetonek, hogy a tokéjét allokalja ezen
pénzigyi eszkozok kozott. Azonnal lathatjuk, hogy ez a probléma teljesen analdg azzal a
(nem bizonytalan kériilmények kozotti) valasztési problémaval, amelyet az 1.2. alfejezetben
targyaltunk. Ismét adott egy feltételes optimalizalasi feladat, ahol esetiinkben a feltételt
els6sorban a rogzitett kezdeti toke jelenti, am rogton megjegyezziik, hogy tovabbi feltételek
is korlatozhatnak még benniinket; példaul egyes esetekben a fedezet nélkiili részvényeladas

(short sale) nem megengedett, vagy csak korldtozottan engedélyezett.

Azonban van egy lényegi kiilonbség a két optimalizalasi probléma kozott. Nevezetesen:
az optimdlis joszagkosar meghatarozasdnal nem volt bizonytalan koriilmény a modellben,
a joszagok ara és az altaluk eredményezett haszon elore ismert volt minden valaszthatd
kosar esetén (1d. 1.2., 1.3. alfejezetek). Azonban az optimadlis portf6lié keresése sordn olyan
pénziigyi eszkozokbol kell valasztanunk, amelyek jovobeli dra nem ismert elére, hiszen annak

valtozasa véletlen, igy portfélionk jovébeli értéke, s ennélfogva hasznossdga sem ismert elére.

Az elkévetkezendéek sordn egy [0, T'] idSintervallumot fogunk tekinteni, ahol 0 a portfs-
li6 meghatarozasanak ideje, T pedig egy jovobeli idopont, amelyet nevezhetiink akar més ha-

sonl6 pénziigyi problémék mintajara lejarati idonek. Az értékpapirok arai a [0, 7’| idészakban
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véletlenszertien valtozhatnak, azonban azt fel fogjuk tenni, hogy a dontéshozé ismeri ezen
véletlen valtozasok eloszlasat. Most egy egyszerii egylépéses modellt fogunk tanulmanyozni,
ami azt jelenti, hogy csak egyszer valtoznak az arak a vizsgalt periddus alatt, méghozza a
T id6pontban. Ezzel szemben a tobblépéses modellekben az arak tobbszor véltozhatnak,
mig azon modelleket nevezziik folytonosnak®, amelyek esetén az arak allandéan, a periédus

minden pontjaban valtozhatnak.

Tekintjitk majd a lehetséges (az egyén szédmadra elérhetd) allokdciok halmazat, ame-
lyeket portfolidknak fogunk nevezni. Célunk adott szempont szerint az optimalis portfolid
meghatarozasa. Ezen szempontot késébb irjuk le. Nyilvanval6 ekkor, hogy a portfélié értéke
éppen a kezdeti tokével egyenld a 0 idopontban, ugyanakkor véletlen, igy elére nem ismert
a lejaratkori értéke. Ezen modellben azt a portfoliét fogjuk keresni és optimalisnak nevezni,
mely a legnagyobb varhaté hasznossagot biztositja a lehetséges portféliok kozott. Persze
nem ez az egyetlen modja az optimélis portfolié értelmezésének. Kereshetnénk példaul csak
azon portfolidk kozott a legnagyobb varhatd hasznossagit, melyek egy elére megadott mi-
nimalis értéket biztosan el fognak érni. Vagy kereshetnénk a minimélis szérdsi portféliot

azok kozott, amelyek egy megadott szintet eléré varhato hasznossaggal rendelkeznek.

Ahogy mar mondtuk, mi a maximalis varhaté hasznossagu portfoliét fogjuk keresni.
Feltessziik, hogy az egyik értékpapir ara determinisztikus lesz, tehat nem fiigg véletlentol.
Ezt fogjuk a 0 indexszel jelolni, mig az ehhez tartozé megtériilési ratat vagy hozamot (ame-
lyet akar kamatlabnak is nevezhetnénk) ry fogja jeldlni. Ez természetesen azt jelenti, hogy
a 0 id6pontban vdsdrolva [y értékben az adott értékpapirbdl, az Gy(1 + ro) értékkel fog

rendelkezni a lejarati T" idépontban.

Ennek mintajara az i-edik értékpapir hozamat r; fogja jelolni, amely viszont egy

valoszintiségi valtozé lesz. Tehat akar véletlen kamatlabnak is nevezhetnénk az r;-t, s ennek

3Folytonos és tobblépéses diszkrét idejii portféliddontésekkel, optimalis stratégidkkal kapcsolatos munkak

példdul: [19] és [32].
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értelmében G;(1 + r;) értéket fog a befektetd birtokolni az i-edik értékpapirbdl a lejarati
idoben, ha arra [3; Osszeget koltott a dontés meghozatalakor. Legyen X, a kezdeti toke
(amelyet be fog fektetni a dontéshozd) és G; (i = 1,...,n) pedig jeldlje azt, hogy az i-edik
értékpapirra mekkora dsszeget koltott a befektetd. Tehat ekkor adott egy m = (Go, f1, - - -, On)
portf6li, amelynek értéke Xy = > 3; a 0 idépontban és
X7 = Zﬁz(l +r) = <X0 - Zﬁz) (14 70) +Zﬁi(1 +73)
i=0 ) i=1 i=1 (3.14)
= Xo(1 4+ 7o) + Zﬁi(n —79)
i=1

a T id6épontban.

3.3.1. Definicié. Legyen (£, F,IP) egy valoszintiségi mez6, ro > 0 ési = 1,...,n esetén
legyen r; : Q +— (—1,00) egy valdsziniiségi valtozé ezen a mezén gy, hogy E r? < oo és
P(r; = 19) < 1. Legyen tovabba r = (rg,r1,...,7y).

Ekkor az {Q, F,P,r,n} halmazt egy (n+ 1 értékpapirbdl all6) értékpapirpiacnak nevezziik.
Egy n+ 1 dimenziés 7 = (fy, b1, - - -, Bn) vektort (3; € R) portfélionak fogunk nevezni, ahol

0; azt a pénzmennyiséget jeloli, amelyet az i-edik értékpapirba fektettiink.

Jegyezziik meg, hogy a P(r; = rg) < 1 feltétel nem jelent valddi megszoritast, hiszen
egy értékpapir nem lenne kiilonboz6 a kockazatmentes ry kamatot igérd értékpapirtol, ha a

hozama teljesitené a P(r; = ro) = 1 egyenletet.

Erdemes tovabbé azt is feltételezni (bar ezt a 3.3.1. Definicié nem tartalmazza), hogy
egy adott értékpapir hozama ry-nal kisebb illetve nagyobb értékeket egyarant pozitiv va-
16szintiséggel vehet fel. Ha ugyanis vagy P(r; > ro) = 1 vagy P(r; < rg) = 1 teljestilne,
akkor tetszblegesen nagy profitot lehetne elérni kockdzat nélkiil gy, hogy kolesont vennénk
fel a 0 index® értékpapirbdl és az igy nyert Osszeget az ¢ indexii papirba fektetnénk az
els6 esetben, illetve éppen ennek a forditottjat cselekednénk a masodik esetben. Egy ilyen
lehetOséget neveziink arbitrazs lehetéségnek. Az arbitrazs szerepének részletesebb targyalasa

az Opcidelmélet részben taldlhaté.
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A fentiekben leirt stratégia lényegében egy arbitrdzs lehetéséget hasznal ki, hiszen
segitségével kezdeti toke nélkiil és kockazatmentesen tudunk profithoz jutni. A fentiekhez
hasonldan igy azt is érdemes altaldban megkovetelni, hogy a P(r; < r;) < 1 feltétel teljesiiljon

i # jesetén, 1,5 € {1,...,n}.

3.3.2. Jelolés. A tovabbiakban feltessziik, hogy a T lejarati idépontban fogja a befektetd
a hozamokat realizalni és X7 fogja jelolni egy m portfolié értékét a 1" id6pontban, ahogy azt

mar a (3.14) egyenletben is hasznaltuk. Definidljuk ekkor a

CXO:{TF

halmazt, amelyet az X, kezdeti toke mellett lehetséges portfoliok halmazanak neveziink, ahol

W:(ﬁOaﬁla"'aﬁn)eRn+l> ZﬁZ:XO}
=0

feltételeztiik, hogy az értékpapirok kereskedésében semmiféle korlatozas nincs és ennélfogva

B; tetszbleges (tehdt akar negativ) valos értéket is felvehet.

3.3.3. Megjegyzés. A 3.3.1. Definiciéban a kockazatmentes kamatlabra, a 3.3.4. Defini-
cibban pedig a kezddétokére feltettiik, hogy nemnegativ. Valdjaban a késébbi éllitasokban
latni fogjuk, hogy ezek nem lényeges feltételezések, hiszen altalanosan rg > —1 és Xy € R
mellett is szinte minden allitds kimondhato lenne. A fenti megszoritasokkal inkabb abbdl az

okbdl éliink, hogy ezek életszeriibb piaci szitudciét jelenitenek meg.

3.3.4. Definicié. Legyen U — R egy hasznossagfiiggvény, Xo > 0. Ekkor a 7* portfdliot
az Xy kezd6tSkéhez tartozo optimalis portfolionak nevezziik varhato hasznossag értelmében
(réviden: optimalis varhaté hasznossdgi portfolié), ha
EU (X7 = EU(X7).
(XF) = max E U (XF)
Az alabbi lemma céljainkhoz kulcsfontossdgu, ugyanis azt targyaljuk, hogy hogyan le-
het az optimalis portf6liét megkeresni (I1d. (3.16) egyenlet) kockdzatkeriilo egyének esetén.
Itt targyaljuk az egyértelmiiség kérdését is, am csak késobb fogjuk vizsgalni, hogy mi biz-

tositja az optimaélis portfélié 1étezését (1d. 3.4.2. Tétel).
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3.3.5. Lemma. Legyen U € C*(R) egy hasznossdgfiiggvény, melyre U"(z) < 0, Vo € R,
legyen Xy > 0 és tegyiik fel, hogy {Q, F,P,r,n} egy értékpapirpiac korlatos hozamokkal.

Ekkor a m* portfélié akkor és csak akkor optimalis az

EU (X7) = max E U (X7]) (3.15)
WECXO
értelemben, ha
E (U’(X;E*)(ri - r0)> —0 i=1,...,n. (3.16)
Tovabba az ry,...,r, valosziniiségi valtozok fliggtelensége, azaz az értékpapirok ho-

zamanak a fiiggetlensége esetén az optimalis portfolié (persze feltéve, hogy létezik ilyen)

egyértelmii.

Bizonyitas. Jegyezziik el6szor meg, hogy a portfélié n koordinatajat szabadon meg-
valaszthatjuk, ha azt akarjuk elérni, hogy m € C, teljesiiljon, hiszen ekkor azok a maradék
egy koordindta értékét egyértelmiien meghatérozzék. Legyen m = (0o, 51, ...,0n) € Cx, és
definialjuk az

F(Bi,....0,) :=BU (X} =EU <X0(1 +ro)+ > Bilri — r0)> (3.17)
i=1
fiiggvényt. A célunk az F fiiggvény maximumanak megkeresése R™-ben. Mivel U € C?*(R),
igy ha felirjuk annak az els6rendii sziikséges feltételét, hogy a 8 = ((1,...,3,) pontban a
maximum eléretik, akkor abban a varhaté érték és a differencialés felcserélheto. Ezért azt
kapjuk, hogy
0 0

= 55 F() =B 55U (X]) =E (Uf (X2) (r; — 7“0)), (3.18)

ahol kihasznéltuk, hogy a varhaté érték képzése és a differencidlas felcserélhetd, hiszen

0

esetinkben hozamaink korlatosak.

Az F figgvény R™ felett konkav, amelyet az alabbi mdédon ellendrizhetiink. Legyen
BeR"és z € R(i=1,...,n) és definidljuk a 7 = (Xo — Y1, 5, b1, - - -, Bn) portfolict.
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Ekkor azt kapjuk, hogy

n

Z Z Zﬂg%é? = Z Z 2B U" (XT) (ri — 10)(rj — 7o)

i=1 j=1 i=1 j=1
(3.19)

n

=E U" (X7) <Z 2i(ry — 7’0)> <0,

i=1
hiszen U” mindenhol negativ. A (3.19) egyenlStlenségh6l pedig mar 1atszik, hogy F' konkav,
ami azt jelenti egyben, hogy a maximumra felirt (3.16) elsérendii sziikséges feltétel egyben

elégséges is.

Tegyiik most fel, hogy létezik optimum. Ekkor a (3.16) egyenletbdl az addédik, hogy
P(r; —r9 < 0) > 0 és ezért P(r; —ro > 0) > 0 is teljesill j = 1,...,n esetén. Igy ha a
kockazatos piaci értékpapirok hozamai fiiggetlenek, akkor a (3.19) egyenl6tlenség bal oldala
negativ lesz abban az esetben, ha valamely {1,...,n} halmazbeli i index esetén z; # 0
teljesiil. Ebbdl pedig az adédik, hogy az F' fiiggvény R™-ben szigoriian konkav és ennélfogva

az optimum egyértelmi. O

3.3.6. Megjegyzés. A fenti tételt mas feltételekkel is ki lehetne (éltaldnosabban) mondani.
Abban a hozamok korldtossdga csak a (3.18) egyenléségben volt szitkséges a varhaté érték
képzése és a differencidlas felcserélésére. Ezért ezt a felcserélhetOséget mas elégséges feltétellel

is lehetne pétolni. Erre vonatkozéan a [6] példatar ismertet tovabbi alternativakat. A

3.4. Ertékpapirok kereslete

Lattuk korabban, hogy a kockazatkeriilés jellemzi az egyén bizonytalan koriilmények kozotti
dontéseit. Felvetodik ezért a kérdés, hogy milyen kapcsolat van az egyén kockazatkeriilése és
az altala kivalasztott optimalis portfolié kozott. Az aldbbiakban bemutatjuk, hogy valoban
talalhato ilyen kapcsolat. Ennek megmutatasara egy olyan egyszerti értékpapirpiacot fogunk

tekinteni, ahol csak egyetlen kockéazattal jard értékpapir van a kockazatmentes mellett.
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Tudjuk, hogy a kozgazdasagtanban azokat a jészagokat nevezziik normal jészagoknak,
amelyek kereslete novekszik a fogyaszté jovedelmének (vagy vagyondnak) a névekedése esetén.
Egy joszag pedig inferior, ha a jovedelemnovekedés a joszag keresletének csokkenésével

parosul. Most ugyanezen fogalmakat definialjuk értékpapirok esetére is.

3.4.1. Definicié. Tegytik fel, hogy U egy szigoriian konkav, monoton novekvé hasznossag-
fiiggvény és {Q), F,P,r,n} pedig egy értékpapirpiac. Tegyiik tovabba azt is fel, hogy minden
X > 0 kezdeti téke esetén egyértelmiien létezik optimalis varhaté hasznossagi portfolio

(Id. 3.3.4. Definicié). Legyen ennek jeldlése m(X) = (Go(X), ..., Bu(X)).

Ekkor az i indexii értékpapirt (i € {0,...,n}) normalnak nevezziik, ha (;(X), azaz
az értékpapir X jovedelemszinthez tartozo kereslete az X valtozé egy monoton novekvo
fiiggvénye. Hasonléan, az értékpapir inferior, ha 3; monoton csokkené X -ben.

Ha 3; nullatdl kiilonbézé az X pontban és differencialhaté X-ben, akkor az

B ag(x) X

50T T TAX B(X)

52(X>: X>0,

mennyiséget az i értékpapir keresletének jovedelemrugalmassaga az X jovedelemszinten.

Lényegében az értékpapir keresletének jovedelemrugalmassaga azt mutatja, hogy 1
szazalékos jovedelemnovekedés az értékpapir keresletében hany szazalékos novekedést okoz.
Tehat egy 1-nél nagyobb jovedelemrugalmassag azt jelenti, hogy a jovedelem novekedése
esetén az optimalis portfélibban az adott értékpapir aranya novekedni fog a tobbi értékpapir
aranyahoz képest, mig £(X) € [0,1) esetén ez az ardny pedig természetesen csokkenni fog.
Az e(X) = 1 esetben pedig nyilvdn nem lesz véltozas ebben az ardnyban. Végiil emlitsiik
meg, hogy negativ rugalmassag esetén az adott értékpapir kereslete maga is csokkenni fog a
jovedelem novekedése esetén (s nem csak egyszeriien a tobbihez képest lesz kisebb az ardnya

a portféliéban).

Korabban mar lattuk, hogy az optimadlis portf6liét a 3.3.5. Lemméban leirt (3.16)

feltétel segitségével tudjuk megkeresni, ahol az optimalis portfolié egyértelmiiségét is vizs-
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galtuk. A kovetkezd tételben pedig egyrészt targyaljuk az optimalis portfolid 1étezésének
elégséges feltételét, masrészt latni fogjuk azt is, hogy milyen kapcsolatban vannak az egyes

értékpapirokbdl vasarolt mennyiségek (el6jelei) a papirok varhaté hozaméaval..

3.4.2. Tétel. ! Legyen U € C*(R) egy monoton névekvé hasznossagfiiggvénye egy egyénnek,
melyre U"(x) < 0, Vx € R, és tegyiik fel, hogy az egyén X, > 0 kezdeti t6kével ren-
delkezik egy egy kockazatos értékpapirt tartalmazé {Q, F,P,r, 1} értékpapirpiacon, ahol rq
korlatos. Tegyiik fel tovabba, hogy © = (55, 57) egy Xo-hoz tartozé optimalis portfoliot

jelol a 3.3.4. Definicio értelmében.

Ekkor
1>0 — Eri>nr
és hasonléan
By <0 — Er <ro,
igy nyilvan
ﬁik =0 — Eri=ro.

Minden Xy > 0 jovedelem esetén létezik optimalis portfolio, ha a

lim U'(z) =0  vagy lim U'(xz) = oo

T— 00 r——00

feltételek koziil legalabb az egyik teljestil.

Bizonyitas. Tekintsiik ismét a (3.17) képlettel definidlt F' fiiggvényt, amely esetiink-
ben egyvaltozés. Legyen my = (Xo,0) egy portfélié. Ekkor F' elsé derivaltjat véve a 0

pontban azt kapjuk, hogy

F'(0) =E U (X7°) (r1 —ro) = U'(Xo(1 4 10)) (E r1 — 10). (3.20)

1A tétel elsd allitdsat lényegében ebben a forméban taldlhatjuk az [29] miiben, a létezésre vonatkozéd

allitas bizonyitasdnak ottani targyaldsa nem elégséges, igy az nem egyezik az altalunk leirtakkal.
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Mivel F' szigorian konkav és U’ > 0 mindenhol, igy a (3.20) egyenléséghdl kénnyt 1atni,
hogy az F' maximumanak a helye pontosan akkor van a pozitiv félegyenesen, ha E r; —ry > 0

és pontosan akkor kisebb nullanal, ha E r; — rq < 0.

Az 3.3.5 Lemma bizonyitasaban megmutattuk, hogy F' szigortian konkdv, amibdl pedig
konnyti latni, hogy F” szigortian monoton csokkend. Most a monoton konvergencia tételének

alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

lim F'(8) = lim E U'(Xo(1 4 ro) + B(r1 —10))(r1 — 70)

B—00 p—o0

=E lim [U’ (Xo(1+r0) + B(r1 —70)) (r1 — ro)] ’

oo (3.21)
+E ﬁh_{lolo [U/(Xo(l +70) + B(r1 — o)) (r1 — 7’0)}
— u+E [rl — 7“0]+ +u_ [7’1 — 7“0]_,
ahol uy = lim, .. U'(z), u_ = lim,_,_,, U'(z) és [-]7 = max(0,-), [[]~ = min(0,-). Vegyiik

észre, hogy E [ry — ro]™ > 0 és E [r; — ro]” < 0. Ezért vildgos, hogy a (3.21) egyenlet jobb
oldala vagy negativ vagy pedig —oo abban az esetben, ha u, = 0 vagy u_ = oo teljesiil.

Hasonlé gondolatmenettel azt kapjuk, hogy

lim F'(8)=E lim [U’(Xo(l +79) + B(r1 — ro))(h — ro)} i

JC—— B——o00

+E lim [U'(Xo(1+10) + B(r1 = o)) (r1 = 7o) (3.22)

JE
=u_E [r; —ro]" + ui E [r1 —ro]” >0,

ha u, = 0 vagy u_ = oo teljestil. Végiil, mivel folytonos fiiggvény két felvett értéke kozott
minden értéket felvesz (Darboux tétel), igy 1étezik egy [ pont, ahol F’ eltiinik és ezért (3.16)

teljesiil. O

A kovetkezd két tétel teremti meg a kapcsolatot az egyéni kereslet és az egyén koc-
kazatkeriilése kozott relativ illetve abszolut kockazatkeriilés esetén. Ez egyben wjabb érv a

kockazatkerulés ezen mértékének hasznilatéra.
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3.4.3. Tétel. 5 Tegyiik fel, hogy U € C*(R) egy monoton novekvs hasznossagfiiggvény,
melyre U"(x) < 0, Vx € R, és {Q, F,P,r, 1} egy egy kockazatos értékpapirt tartalmazo ér-
tékpapirpiac gy, hogy ry korlatos és a kockazatos értékpapir E r1 — ro kockazati prémiuma
pozitiv. Tegyiik fel tovabba, hogy minden X > 0 kezdeti téke esetén egyértelmiien létezik

optimalis portfolié és jelélje ezt m(X).

(a) Ha egy U hasznossagtiiggvénnyel rendelkezé egyén R kockazatkeriilése szigorian csék-
kend R-en, akkor a kockazatos értékpapir egy normal értékpapir (az adott egyén esetén).
(b) Ha R szigoriian névekvd R-en, akkor a kockazatos értékpapir inferior.

(c) Ha a relativ kockdzatkeriilés konstans R-en, akkor a kockazatos értékpapir egyéni keres-

lete is konstans fiiggvénye a jovedelemnek.

Bizonyitas. Definidljuk az
F(X,8)=E (U(X(1+ro) + B(r1 — o)) (r1 — o)), (X,8) € (0,00) xR

fliggvényt és vegyiik észre, hogy ekkor f folytonos parcidlis derivaltakkal rendelkezik, és

%);6) =E (U"(X(1+70) + B(r1 —10)) (r. —10)*) <0 V(X ) € (0,00) x R.

Az implicit fuggvény tétel (1d. Filiggelék, A.1.1. Tétel) segitségével azt kapjuk, hogy létezik

egy 3 € C! ((O, oo)) fiiggvény gy, hogy
fY,B(Y))=0 ha Y €]0,00). (3.23)

Ekkor X™¥) = Y (1 + 1) + B(Y)(r1 — 7o) az Y kezdeti t6kéhez tartozé optimélis portfoli

jovébeli értéke. A (3.23) egyenletet derivalva azt kapjuk, hogy Y > 0 esetén

df (Y, B(Y))

S =EU (XN (1479 + B'(Y)(r1 — 19)) (11 — 70)

=K U” (XW(Y)) (]. + 7’0)(’/"1 — ’T’Q) + ﬁ,(Y)E U” (XW(Y)) (’l"l — 7’0)2 =0.

A tétel és az ezt kovetd tétel bizonyitasait [27] alapjan végezziik.
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Emlékezziink arra, hogy U”(x) < 0, x € R, és P(r; # r9) > 0. Ekkor

% B E U// (XTF(Y)) (1 + f,"o)(/r’l — f,"o)
day — —EU"(X™™)(ry —19)2 '

Y >0, (3.24)

és ezért

g\ E U” (X™) (1 +ro)(r1 — 7o)
sgn <W) = sgn ( _E U (Xﬂ(Y)) (7,1 _ 7"0)2 )

(3.25)
= sgn(E U (X™) (ry - ro)).

Most tegyiik fel, hogy R szigorian monoton csokkend. Ekkor minden olyan w € €2
esetén, melyre r1(w) > ro azt kapjuk, hogy

R(Y(1+7)) > R(X™)) = R(Y(1+ 1) + B(Y)(r1(w) — 79)), (3.26)

ahol jegyezziik meg, hogy B(Y) > 0 teljesiil a 3.4.2. Tétel szerint. Tovdbba minden olyan

w € Q esetén, melyre 1 (w) < 1o azt kapjuk, hogy
R(Y(1+79)) < R(X™)) = R(Y(1+70) + B(Y)(r1(w) — 70)). (3.27)

Majd a —U’ (X™™)) (ry(w) — 7o) értékkel szorozzuk meg ezutén a (3.26) és (3.27) egyenldt-

lenségeket és vegyiik a varhaté értéket. Azt kapjuk, hogy
EU" (X™)) (ry —r¢) > —R(Y(1+10))E U (X™) (ry — 1r9) = 0,
ami a (3.25) egyenlettel egyiitt az els6 allitdst adja.

A maésodik éllitast teljesen analég médon lehet bizonyitani, mig a harmadik allitds

pedig mar egy trivialis kovetkezménye az elsé kettonek. U

3.4.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy a 3.4.3. Tétel feltételei teljesiilnek.

Ha az egyén R, abszolit kockazatkeriilése szigortian monoton novekvé R-ben, akkor
az egyéni kereslet jovedelemrugalmassaga 1-nél kisebb.

Ha R, szigoriian monoton csékkené R-ben, akkor az egyéni kereslet jovedelemrugalmassaga
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1-nél nagyobb.
Végiil pedig, ha az egyén abszoliit kockazatkeriilése konstans, akkor az egyéni kereslet jove-

delemrugalmassaga éppen 1.

Bizonyitas. A (3.24) formula segitségével az alabbi alakban irhatjuk fel a jovede-
lemrugalmasségot. (Az egyszertiség kedvéért e fogja most jelolni a piac egyetlen kockézatos
értékpapirjanak a jovedelemrugalmassigét a bizonyitds soran.) Felelevenitve, hogy X™(¥) =
Y(1+1)+ B(Y)(r1 —ro) azt kapjuk, hogy
o) Y Y - BY)

dy  p(y) BY)
E U (X™) (1 +1o)(r1 — r0)Y + BY)E U” (X™)) (11 — 19)?

—ﬁ(Y)IE U (X70) (ry = 1o)?
U//(Xﬂ— ) ’l"l—’f’o 1+To)+ﬁ( )(7"1—7’0))
—B(Y)EU” (X’r )) (r1 = ro)?

EU" (X™™) (ry — o) (X™¥))

—BY)E U (X™) (ry — 70)?
Ebbdl pedig adddik, hogy

(V)=

=1+

=1+

=1+

sgn(e(Y) — 1) = sgn (IE U (X)) (ry — o). (X™) ) (3.28)

Tekintsiik azt az esetet, amikor R4 szigorian monoton csokkend. Ekkor
U (Xw(Y) (w)) (X’T(Y)(w)) (ri(w) —ro) = —RA<(X”(Y)(w))>U’ (Xw(Y) (w)) (r1(w) — ro)

< —RA(Y (14 1)U’ (X”(Y)(w)) (r1(w) — ro),
ha 7 (w) > ro vagy m(w) < ro és tudjuk azt is, hogy P(ri(w) < r9) > 0. Igy végil azt

kapjuk, hogy
EU” (X™™) (X™0) (ry = ro) < =Ra(Y(1470))E U (X)) (ry = o) =0,

ami a (3.28) egyenlettel egyiitt azt jelenti, hogy az allitast belattuk.

Vilagos, hogy a tétel masik két allitasanak bizonyitasa mar analég gondolatmenettel

belathato. 0
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3.4.5. Megjegyzés. A 3.4.3. és 3.4.4. Tételek azt mondjak, hogy a kockazatkeriilésre be-
vezetett méroszamok segitségével jol jellemzheto a kockazatkeriilo egyén kereslete és jove-
delemrugalmassaga. Novekvd egyéni keresletet eredményez példaul, ha a kockazatkeriilés

nagyobb értékek esetén kisebb.

A két tételt egyarant a részvény pozitiv kockazati prémium mellett mondtuk ki. Nyil-
vanvalé a tételek bizonyitasabol, hogy negativ kockdzati prémium esetén analég allitasok
fogalmazhatdak meg, ahol értelemszertien 'megfordul’ a keresletre illetve rugalmassagra meg-
fogalmazott tulajdonsag. Ha pedig a kockazati prémium nulla, akkor a 3.4.2. Tétel alapjan

egy elfajuld esetet kapunk, ahol a kereslet nulla, tehat az egyén nem vasarol a részvénybol.

Jegyezziik meg azt is, hogy 7 korlatossidga helyett itt is tehetnénk més (elégséges)

feltételt, ahogy azt a 3.3.6. Megjegyzésben leirtuk.

Végiil megjegyezziik, hogy az értékpapirok esetén a normal vagy inferior tulajdonsagot,
mint ahogy a jovedelemrugalmassagot is lehetne pontbeli tulajdonsagként is definialni, s
ekkor a 3.4.3. és 3.4.4. Tételek teljesen analdog moédon kimondhatdak lennének pontbeli esetre,
hiszen valéjaban ezt igazoljuk a bizonyitasaikban. Ennek talan még kiilonos jelentosége nem
lenne, am ebbdl kovetkezik, hogy ennek alapjan olyan szituaciokat is lehet vizsgalni, ahol
szakaszonként (intervallumonként) véltozna a részvényre vonatkozé kereslet (pl. normélbol
inferiorba) vagy a jovedelemrugalmassag jellege. Ilyen esetre talalhatunk is példat a [6]

példatarban.



4. fejezet

Sztochasztikus dominancia

Eddig tobb olyan fogalmat ismertettiink, amelyek segitségével jellemezni tudtuk az egyének
preferenciarendezésének tulajdonsagait a bizonytalan koriilmények kozotti dontéshozatalok
esetén; példaul azt, hogy az értékpapirpiacon hogyan reagalnak egyes szituaciokban. Termé-
szetesen vetédik fel a kérdés: hogyan lehetne (milyen tulajdonsdgokkal) jellemezni a piacokon
taldlhaté értékpapirokat példaul annak érdekében, hogy azok kockazatossagat ossze tudjuk
vetni? Olyan eszkozt szeretnénk talalni, melynek segitségével meg lehet mondani, hogy a
dontéshozok egyes csoportja hogyan hozza ezen értékpapirokkal kapcsolatos dontéseit. A
korabbiakbdl mar talan kovetkezik az is, hogy az édltalunk vizsgdlt dontéshozoi (fogyasztoi)
csoportok egyrészt a kockazatkeriilo emberek csoportja, masrészt a ,,tobbet a kevesebbnél

preferdlé” egyének csoportja lesz.

Ezen részben a fenti vizsgalatokhoz az els6 és a masodrendii sztochasztikus dominan-
cia fogalmét fogjuk hasznalni. Ennek kidolgozasit a [14] és a [27] konyvekben leirtakra
tamaszkodva ismertetjiik els6sorban 4.1.2. és 4.2.2. Tételek), ahol a [14] monogrifia nagy
segitséget adott néhdny egyszerti valds fliggvénytani problémédhoz. Egyben azt is megje-
gyezziik, hogy a [27] miiben lefrtak jelentették a motiviciot a 4.1-4.3. alfejezetekben ismer-

tetett példak konstrudlasara. (Tovabbi megjegyzéseket tettiink a felhasznalt irodalomrdl a

81
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Bibliografiai Megjegyzésekben.)

4.1. Elsorendu sztochasztikus dominancia

4.1.1. Definicié. Legyen {Q), F,P,r,n} egy értékpapirpiac és tegyiik fel, hogy a déntéshozo

U hasznossagfiiggvénye folytonos. Legyen i,j € {1,2,...,n}.

Ekkor azt mondjuk, hogy az egyén az v indexii értékpapirt jobban kedveli, azaz pre-

ferdlja a j indexti értékpapirral szemben, ha

EU(L+7r)>EU(+r;).

Az i indexti értékpapir elsérendben sztochasztikusan domindlja a j indexti értékpapirt,
ha minden monoton névekvé és folytonos hasznossagfiiggvénnyel rendelkez egyén (tehat
akik ,,a tobbet preferdljik a kevesebbel szemben”) az i indexii értékpapirt preferalja a j
indexti értékpapirral szemben. Ezt a relaciot ugy fogjuk jelolni, hogy r; »=rsp 1; vagy

T XFSD Ti-

Tehét a definicié szerint akkor fogjuk a i index®i értékpapirt (melynek hozama r;)
jobbnak nevezni az egyén szdméra a j indexi értékpapirndl (melynek hozama r;), ha az
egyén U hasznossagfiiggvényét hasznélva E U(1 + r;) > E U(1 + ;) teljesiil. Mésképpen
ezt ugy is mondhatjuk, hogy egy egység pénz befektetése esetén nagyobb varhato hasz-
nossagot eredményez annak az i értékpapirba valé befektetése, mint a j értékpapirba vald
befektetése. Azonban vegyiik észre, hogy ebben az Gsszehasonlitdsban a sztochasztikus do-
minancia definicidja esetén nincs jelentosége annak, hogy az elobbi fogalom definiciéjaban
a pénz mennyisége (az Osszehasonlitdsnal) éppen 1 egység. Ugyanis a definiciéban leirt tu-
lajdonsagot a hasznossagfiiggvények egy egész csaladjara koveteljik meg. Azt pedig mar

konnyti latni, hogy ha modositanank annak a relaciéonak a definiciéjat, mely megmondja,
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hogy az egyén milyen esetben preferdl egy értékpapirt egy masikkal szemben, példaul ugy,
hogy abban E U(1 + ;) > E U(1 + ;) helyett E U(r;) > E U(r;) egyenl6tlenséget irnank,
akkor a sztochasztikus dominancia fenti definicigja a kordbbival ekvivalens fogalomhoz ve-
zetne. FEz a megjegyzés vonatkozik a késobbiekben ismertetendé masodrendii sztochasztikus
dominancia fogalméra is (I1d. 4.2.1. Definicid). A fent javasolt médositds egyébként azt mon-
dand, hogy ne a befektetés varhato hasznat, hanem a hozamanak a varhaté hasznat vessiik

ossze.
A kovetkezo tétel az elsérendii sztochasztikus dominancia fogalmat segit értelmezni.

4.1.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy {Q, F,P,r,n} egy értékpapirpiac, i,j € {1,2,...,n}, ugy,

hogy azon a hozamok korlatosak.
Ekkor
Ty Z=FSD Tj < FZ(SL’) < Fj(l’) Ve R,

ahol Fy, az r, hozam eloszlasfiiggvénye, k € {1,2,...,n}.

Bizonyitas. Legyen u € R egy fels6 korlat a szoban forgé hozamokra, azaz olyan,

hogy P(r; < u) = P(r; < u) = 1. Definialjuk a kovetkezé fiiggvényt:
G(z) = Fi(z) — F;(2) z € R,

és tegyiik fel, hogy U € C(R) monoton novekvé. Ekkor U folytonossiga egyiitt a parcidlis

integralds formuldjéval (1d. Fliggelék, A.1.2 Tétel) azt adja, hogy

/ U(l+ 2)dG(z) —I—/ G(2)dU(1 + z)
[~ 1

(1]
= U1 +uw)G(u) — U0)G(~1) =0,

hiszen G(u) = G(—1) = 0. Ezért pontosan akkor teljesiil

EU(L+r) —EU1+r,) = / U(1 + 2)dG(z) > 0

[_Lu]
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minden monoton névekvé U € C(R) fiiggvény esetén, ha teljesiil

/ G(z)dU(1+2) <0
[_17u]
minden monoton névekvé U € C(R) fliggvény esetén, amit ekvivalens médon tgy is irhatunk,

hogy G(z) > 0 majdnem biztosan minden z € R esetén. Ezzel az allitast belattuk. O

A tétel allitdsa alapjan mar tudjuk, hogy egy értékpapir elsérendii sztochasztikus domi-
nancidja egy masik értékpapir felett azt jelenti, hogy annak a valészintisége, hogy egy adott
szintet a papir hozama meghalad, a dominans értékpapirnal minden szint esetén nagyobb
vagy egyenld, mint a masik értékpapir esetén. EbbOl specialisan az is addédik persze, hogy
egy elsérendben sztochasztikusan dominédns értékpapir hozamanak a varhato értéke legalabb

akkora, mint a dominalt papiré.

Azonban fontos hangsilyozni, hogy ezen allitds megforditasa nem igaz. Tegyiik fel
példéul, hogy az els§ értékpapir hozama egyenletes eloszlast a [—0.5,0.5] intervallumon,
mig a masodiké pedig szintén egyenletes a [—0.2,0.4] intervallumon. Ekkor a 4.1.2. Tétel
alapjan vildgos, hogy ezen értékpapirok egyike sem dominalja elsérendben sztochasztikusan

a masikat, pedig a hozamuk varhato értéke nem azonos.

Emlitsiik meg azt is, hogy a <pgp relacio reflexiv és tranzitiv is, azonban ez a relacié
nem feltétleniil teljes az elébbiek miatt egy adott piac értékpapirjainak a halmazan, hi-
szen az el6bbiekben megmutattuk, hogy két értékpapir ezzel a relacioval nem feltétéleniil

hasonlithatd Ossze.

Valéjaban a 4.1.2. Tételben a hozamok korlatossagara vonatkozé feltétel nem lényeges,
nélkiile is igazolhaté az allitas. So6t, egyéb karakterizasidja is adhatd az elsorendii szto-
chasztikus dominancidnak. FEzért rendhagyé modon a kovetkezo tétel ezt az altaldnosabb
allitast ismerteti. Ugyanakkor az el6z6 bizonyitds egyszerti (més) eszkézokon alapult, mint

a kovetkezo bizonyités, igy mindketto kozlését hasznosnak tartottuk.

4.1.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy {Q, F,P,r,n} egy értékpapirpiac, i,j € {1,2,...,n}. Jelélje
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Fy az r, hozam eloszlastiiggvényét, k € {1,2,...,n}. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek:

(a) r; =rsp 1,
(b) Fi(z) < Fj(x), Vx € R,

(c) létezik egy {Q,F',P'} valoszintiségi mez6 és azon 1, r; valdszintiségi véltozdk tgy,

hogy r; Z i, T 2 ri és P’ (r; > ) = 1, ahol 2 az eloszldsban vald egyenlbséget jeldll.

Bizonyitas.

(a) => (b) Legyen x € R és U = 1|, ). Ekkor a sztochasytikus domimamcia miatt

1—FJ(ZL’>:P(T]ZI):EU(T]>SEU(TZ):P(TJ>LE‘)21—FZ(I),

amibol az allitas adodik.

(b) = (c) Tekintsiink egy olyan {Q, F' P’} valészinliségi mezOt, melyen létezik egy &
valdszintiségi valtozd, amely a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi. Ekkor legyen 1) :=

(2

FHE), = Fj_l(£ ), ahol £t illetve Fj_1 jeloli az F; és F; eloszlasfiiggvények altalanositott
inverzét, vagy masképpen fogalmazva (alsd) kvantilis-fiiggvényét. Tehdt masképpen r, =
qe(ri), 1 = qe(r;), ahol qo(r;) illetve go(r;) az r; és r; eloszldsdnak alsé a-kvantilise. A
kvantilisekkel, az altalanositott inverz eloszlasfiiggvény fogalmaval részletesen foglalkozunk

a 6. Fejezetben. Ott igazoljuk azt is (6.2.3. Tétel), hogy r; Y, Tj 2 Tl

Ekkor nyilvanvald, hogy Vz € R esetén F; '(x) > F, ' (z), ezért adédik az allités.
(¢) = (a) Legyen U egy novekvé fiiggvény, ekkor
E]p U(’f’,) = E]p/ U(’l";) Z E]p/ U(’l";) = E]P U(’f’j).

U

A fenti jellezési tételek alapjan mar vildgos, hogy miért terjedt el szdmos (ekvivalens)

definicié az elsérendii sztochasztikus dominanciara vonatkozoéan. A kovetkezé alfejezetben
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targyalandé masodrendii esetben is hasonlé megjegyzéssel élhetnénk, bar ott néhol nem

ekvivalens definicidk is hasznalatosak az irodalomban.

4.2. Masodrendu sztochasztikus dominancia

4.2.1. Definicié. Legyen {Q), F,IP,r,n} egy értékpapirpiac és tegyiik fel, hogy a déntéshozoé

U hasznossagfiiggvénye folytonos. Legyen i,j € {1,2,...,n}.

Azt mondjuk tovabba, hogy az i indexii értékpapir masodrendben sztochasztikusan
domindlja a j indexii értékpapirt, ha minden kockdzatkerilé egyén (tehdt azok, akiknek
konkdv a hasznossagfiiggvénye) az i indexti értékpapirt preferdlja a j indexii értékpapirral

szemben. Ezt pedig r; »=ssp 7; vagy r; <ssp Ti fogja jelolni.

Az els6rendii sztochasztikus dominancia mintdjara a masodrendi sztochasztikus do-
minancia is jellemezhetd az értékpapirok hozameloszlasanak néhany tulajdonsagaval. Ez
lehetové teszi a masodrendii sztochasztikus dominancia esetén is a relacié teljestilésének az

egyszeru ellendrzését adott értékpapirok esetén. Ezt ismertetjiik az alabbi tételben.

4.2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a 4.1.2. Tétel feltételei érvényben vannak és hasznaljuk az

ott megadott jeloléseket.

Ekkor

ahol

Bizonyitas. Legyen u € R ismét egy felsd korlat a széban forgd hozamokra, azaz

olyan, hogy P(r; < u) = P(r; < u) = 1. Legyen tovabbd U egy fiiggvény C*(R)-ben. Ekkor
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vildgos, hogy S(—1) =0 és

S(u) = /{_Lu}m — F))(2)dz = — /[-m 2d(F,— F})(z) =Er; —E .

A (4.1) formulat és a parcidlis integréalas formuldjét ismét haszndlva (1d. A.1.2. Tétel,

Fiiggelék) azt kapjuk, hogy (a G(z) = F;(z) — F;(2) jeloléssel, z € R)

EU(1+m)—EU(1+rj):/

[_17“‘}

U(1 + 2)dG(z) = — / G(2)dU(1 + 2)

[_17“‘}

_ _/ G/ + 2)dz = _/ U'(1 + 2)dS(z)
=

[_Lu]

(4.2)
= —U'(14u)S(u)+ U'(0)S(-1) + / S(2)dU’(1 + z)

[_17'“'}

=U'(1+u)(E Ti_Erj)_'_/ S(z)dU'(1 + z).
[_17'“'}

Sziikségesség. Ha r; =ggp r; akkor a (4.2) egyenlet bal oldala nemnegativ minden
CY(R)-beli U konkdv hasznosségfiiggvény esetén. A (4.2) egyenlet utolsé soraban levé in-
tegral azonban eltiinik linedris hasznossagfiiggvények esetén. Specidlisan, Er; —Er; > 0 az
U(z) = x valasztésa esetén és E r; —E r; < 0 az U(x) = —x fiiggvénnyel, amelyekbdl egyiitt

mar kovetkezik a szobanforgd értékpapirok varhaté hozamanak az egyenldsége.

Most pedig megmutatjuk, hogy az S fiiggvény a [—1,u| intervallumban nem lehet
nulldnal nagyobb. Ehhez tegyiik fel indirekt médon, hogy létezik egy pont a [—1, u| interval-
lumban, ahol S pozitiv. Az S a definici6jabol kovetkezéen folytonos, ezért létezik egy olyan

[a,b] C [—1,u] intervallum, ami felett S pozitiv. Most tekintsiik az alabbi fiiggvényt:
U(z) = L~ 2]alm — gy 2% — 100 2|0]2, Vx € R.
Ez a fiiggvény konkav és C'(R)-beli, igy azt kapjuk, hogy
/[_1 SE0+) = [ sEaas:) <o

[a,b]

Ez pedig nyilvan egy ellentmondés a (4.2) egyenlettel, igy a sziikségesség bizonyitdsa teljes.
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Elégségesség. Ha U € CYR) konkdv, akkor U’ monoton csokkend. Ezért egy ilyen

hasznossagfiiggvény esetén
/ S(2)dU"(1 + 2) > 0,
[_Lu]

végiil a (4.2) egyenlettel egyiitt ebbél mar kovetkezik az &llitas. O

Az €loz6 részben lattuk, hogy a ,,tobbet a kevesebbel szemben preferalé” egyének
csoportja egységes abban, hogy ha egy értékpapir elsérendben sztochasztikusan dominél egy
masikat, akkor ezen csoport minden tagja preferalja ezt a dominans értékpapirt a méasikkal

szemben.

Hasonlé értelemben az el6zo tétel szerint egy tijabb csoportjat talaltuk az egyéneknek
(vagy mésképpen hasznossagfiiggvényeknek), akik szintén azonosak egy tulajdonsiagban, ne-
vezetesen: ha egy értékpapir masodrendben sztochasztikusan domindal egy masik értékpapirt,
akkor azt mondhatjuk, hogy minden kockazatkeriilé egyén a dominans értékpapirt fogja pre-

feralni.

Itt is megjegyezhetjiik tovabba, hogy a =gsp relacidra is teljesiil a reflexivitas és a
tranzitivitas, &m erre sem igaz, hogy teljes lenne értékpapirok egy halmazan. Erre adunk is

példat az alabbi megjegyzésben.
4.2.3. Megjegyzés. A 4.2.1. Definiciobdl és a 4.2.2. Tételbol konnyen lathato, hogy
Er,=Er; és var r; > var r;j (4.3)

sziikségképpen teljestilnek, ha r; <ggp 5, ahol r; és r; egy értékpapirpiacon két értékpapirnak
hozama. Ennek megmutatdsdhoz tekintsiik az U(x) = (z — p — 1)? konkdv hasznosség-
figgvényt (x € R), ahol 4 = E r;, = E r;, amelybél azonnal adédik a szdérasok fenti

egyenlétlensége.

A (4.3) Osszefliggések vilagossa teszik azt, hogy miért szoktdk egyes szerzék a masodrendii

sztochasztikus dominancia helyett azt mondani, hogy az egyik értékpapir (a dominélt) koc-
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kazatosabb, mint a masik (a dominéns).

Azonban a fenti (4.3)-beli kettd feltétel nem biztosit egyben elégséges feltételt is a
masodrendi sztochasztikus dominanciahoz. Ennek megmutatdsahoz tekintsiink egy olyan
{Q, F,P,r, 2} értékpapirpiacot, ahol a két kockdzatos értékpapir hozama az aldbbi: legyen
r1 egyenletes eloszldst a [—a, a] intervallumon valamely a € (0,1) paraméterrel, mig legyen

ro(w) € {—a,0,a} minden w € Q) esetén ugy, hogy

és
1
P(ro =0) =1 — 2¢, ahol 0<5<6.

Ko6nnyt ellenérizni, hogy E ry = E ro =0 és Var ry > Var ry. Masrészt taldlhatd egy olyan
jobboldali kérnyezete —a-nak (példdul (—a, —a+2ag)), ahol az ry hozam F eloszlasfiiggvénye

nagyobb, mint az r; hozam F} eloszlasfiiggvénye. Ebbdl pedig azt kapjuk, hogy

S(y) = /[_1 }Fg(x) — Fi(x)dx > 0,

ha y a fenti kornyezetben van. Innen a 4.2.2. Tétel segitségével pedig lathatjuk, hogy egy 79
hozam értékpapir nem dominalhat masodrenben sztochasztikusan egy értékpapirt, melynek

hozama ry. A

4.2.4. Megjegyzés. Az elsédrendii sztochasztikus dominancia jellemzésére ismertettiink
a 4.1.2. Tétel mellett egy altalanosabb alakot a 4.1.3. Tételben. Ezen tétel szerint lehet
olyan kopidit venni az Osszehasonlitott valdszintiségi véltozoknak, hogy azok kozott egy
valoszintiséggel rendezés valdsithatdo meg, azaz az egyik mindig legalabb annyi lesz, mint a
masik. Ezt szokds 'coupling’ tételnek nevezni, melynek van alkalmas megfeleldje masodrendii
sztochasztikus dominancia esetén is. Ebben a konyvben ezzel nem foglalkozunk, az érdeklodd

olvasénak ajanljuk Rolski, Schmidli, Schmidt és Teugels [46] konyvét (1d. 3.2. rész). A
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4.3. Kereslet versus sztochasztikus dominancia

Tekintstink most két kockazatos értékpapirt és tegyiik fel, hogy az elsé sztochasztikusan
dominalja a méasodikat. Ha ez a sztochasztikus dominancia elsérendii, akkor minden olyan
egyén, aki a tobbet a kevesebbel szemben preferalja barmely pénzmennyiség esetén az elsé
értékpapirba fektetné a pénzt és nem a mésodikba, persze ha ezen két befektetés idopontja
megegyezne (nevezetesen a 3.3 alfejezetben megjelolt 0 idépont lenne). Ezzel szemben az
értékpapirok masodrendii sztochasztikus dominancidja esetén pedig a kockazakeriilé emberek

fogjak a pénziiket inkabb az els6, dominans papirba fektetni (a 0 idépontban).

Ebbdl esetleg arra gondolhatnank, hogy kiilonbozé értékpapirok kereslete kozott is
tudnank valamilyen Osszefliggést talalni akkor, ha az egyik értékpapir sztochasztikusan do-
minans a masikkal szemben. Példaul gondolhatnank arra, hogy a dominans értékpapir ke-

reslete nagyobb, mint a méasiké (barmely kezdeti t6ke esetén).

Azonban ilyen Osszefiiggést nem lehet taldlni altalaban. Az aldbbiakban példakat
adunk, amelyek megmutatjak, hogy a fentiekben sugallt 0sszefiiggés nem teljestil egymast do-
minal6 értékpapirok kereslete kozott. Latni fogjuk, hogy értékpapirpiacokon, ahol a vizsgélt
(kockdzatos) értékpapir mellett még legalabb egy masik értékpapirral is kereskednek, a
probléma és dltalaban az egyes papirok keresletének alakulasa igen bonyolult is lehet. Azon-
ban egyes esetekben tudunk olyan elégséges feltételt mutatni, amely esetén a szébanforgd

Osszefiiggés teljesiil (1d. 4.3.2. Példa).

4.3.1. Példa. Tekintstink most két értékpapirpiacot, mindkettén legyen az egyik értékpapir
ugyanaz a kockazatmentes kotvény, s mellette legyen adott mindkét piacon egy-egy kocka-
zatos értékpapir, amit nevezziink részvénynek. Legyen a kozos kotvény kamata rg > 0. A
piacok részvényeit nyilvan véletlen hozamratajukkal adjuk meg. Legyen ezen hozamratak

jelolése ry és 1y az elso illetve a masodik piac részvénye esetén, amelyeket értelmezziink a
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kovetkezoképpen:
1
P(rl = a) :]P)(’l“l = bl) = 5
és
1
]P)(’f’g :CL> :]P)(’f’g :bQ) = 5 s
ahol a szamolds konnyebbsége érdekében feltessziik, hogy
1 ,
a—roz—ﬁ, b —rg=1 és by —rg=1—c¢

valamely 0 < & < 9/11 vélasztdssal. Ekkor a kordbbi részekben leirtak alapjan trividlis,

hogy az elsé részvény elsorendben sztochasztikusan domindlja a masodik részvényt.

Legyen most X, az egyén kezdeti tokéje és tekintsiitk ekkor az optimalis portfolio
véalasztdasdnak probléméajat (I1d. 3.3. alfejezet) mindkét piacon. Ekkor megadhaté egy olyan

B* > 0 és egy C*(R)-beli U hasznossagfiiggvény gy, hogy teljesiilnek a kovetkezdk:
U'(g(a)) =10 U (g(b1)) és U'(g(ba)) = (10 —¢) U'(g(b1))
ugy, hogy U’ (g(bl)) > 0, ahol a ¢ fiiggvény definicidja:
g(x) = Xo(L+71o) + B (x—1p), VazeR.

Vegyiik észre, hogy g(a) < g(bs) < g(by) és ezért az eddig mér U-ra tett feltételek mellett
is meg lehet U-t gy konstrudlni, hogy az szigortan konkav és monoton novekvo legyen.
Ezt fel is tessziik ettol kezdve az U fliggvényrol. Tovabba még azt is feltehetjiik, hogy a

lim, o U'(x) =0 és alim,_,_ U'(x) = oo feltételek egyike is teljesiil.

Természetesen az volt a célunk a fenti konstrukciéban, hogy teljesiiljenek a 3.3.5. Lem-
ma és a 3.4.2. Tétel feltételei. (A fenti konstrukei6 a [6] példatarban részletesebben ki van
fejtve.) Hiszen ekkor tudjuk, hogy létezik és egyértelmii az optimdlis portféli6 mindkét

piacon. Tovabba, ha az elsérendii (3.16) feltételeket felirjuk, akkor azt kapjuk, hogy

E U/(Xo(l + 1) + 5% (r1 — 7’0))(7”1 —719) = [U’(g(a))(a —10) + U/(g(bl))(bl - 7"0)} =0.

1
2
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Ez pedig azt jelenti, hogy a 7* = (Xo — 0%, §*) portfélié lesz az optimadlis valasztéds az elsé

piacon. Ezzel szemben a masodik piacon azt kapjuk, hogy
! * 1 ! !/
E U (Xo(1 4 7o) + 5(r2 —70)) (r2 = 70) = 3 [U (9(a))(a —10) + U (g(b2)) (bs — 7’0)]

= [0 @)@ r0) + (10— 2) U (g(b1)) by o~ 2)]
(4.4)

- %[U,(g(a))(a —10) + U’ (g(b1)) (b1 — ro)] + %U' (9(b1))(9 +&* — 11¢)

9—11e

> 0.
2

> U,(g(bl))

A (4.4) levezetésbél pedig az kovetkezik, hogy az
F(x) :EU(X0(1+7’0)+1'(7’2—7’0)), (r € R)

fiiggvény egy olyan 5** pontban veszi fel a maximumat, amely bagyobb 5*-nal (a 3.3.5. Lem-
ma bizonyitdsa alapjan ez lathatd). fgy ezen a piacon az optimdlis portfélié 7 = (X, —

6**’ ﬂ**)

Megmutattuk tehdt, hogy létezik olyan hasznossdgfiiggvény, hogy az ezzel rendelkezd
eqyén a tobbet preferdlja a kevesebbel szemben és kockdzatkerild is, de az egqyén tobb pénzt
kivdn befektetni a mdsodik piacon kereskedve a mdsodik részvénybe, mint az elsé piacon
kereskedve az elsé részvénybe (optimdlis portfélicja kialakitasakor) annak ellenére, hogy az
elsé részvény elsérendben sztochasztikusan domindlja a mdsodik részvényt. (Idézzik itt fel,
hogy ebben a helyzetben egyittal az is igaz az elozo részekben leirtak alajin, hogy az elsd és
a mdsodik részvénybe valo ugyanakkora értéki befektetés esetén mdr az elso részvénybe valo
befektetést preferdlnd az eqyén, barmely pénzisszeqril is leqgyen szo, hiszen a hasznossagfiigg-

vénye monoton novekvd.) A

4.3.2. Megjegyzés. Tegyiik fel ismét, hogy adott két értékpapirpiac, mindegyiken ugyan-
azon kockazatmentes kotvénnyel és e mellett egy-egy kockazatos részvénnyel. Legyen a

kotvény hozamanak a jelolése ismét ro > 0, és legyen a 4.3.1. Példaban hasznalt jelolésnek
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megfelel6en az egyes piacokon a részvények hozamratajanak a jelolése ry illetve ry. Tegyiik

fel, hogy E ry > r¢ és E ro > 1.

Azt fogjuk most feltételezni, hogy az elsé részvény masodrendben sztochasztikusan
dominalja a mésodik részvényt, amit mas szavakkal korabban tgy is kifejeztiink, hogy a

masodik részvény kockazatosabb az elsénél.

Most tekintsiik ezen a két piacon az optimadlis portfélio valasztasanak a problémajat
egy olyan U € C?(R) hasznosségfiiggvénnyel rendelkezd egyén esetén, aki szigortian kockézat-
keriil6 és akinek a rendelkezésre allo tékéje Xy. Tovabba azt is feltételezziik természetesen,
hogy U alakja megfelel6 ahhoz, hogy az optimélis portfolié 1étezése és egyértelmiisége a két

piacon biztositott legyen. (Az ehhez sziikséges feltételeket tartalmazza a 3.4.2. Tétel.)

Ha (Xo — 5%, 0*) az optimélis portf6lié az elsé piacon (ekkor tudjuk, hogy (* sziikség-

képpen pozitiv), akkor a (3.16) elsérendii feltételek alapjan azt kapjuk, hogy
E U'(Xo(1+70) + 8*(r1 — 10)) (r1 — 10) = 0.
Tekintstik ekkor az alabbi fiiggvényt:
f(@) =U'(Xo(1 +1o) + *(x — 10)) (x — 7o), xR

A 4.2.2. Tétel alapjan a kovetkezd allitdst fogalmazhatjuk meg a részvények keresletével

kapcsolatban.

Ha az f fugguény —amelyrél érdemes hangsulyozni, hogy az eqyén preferencidi hatdroz-
zdk meg— konkdv a valds szamegyenes felett, akkor az elsé részvénynek a mdsik részvénnyel
szembeni mdsodrendi sztochasztikus dominancidajabol kovetkezik, hogy az eqyén a portfolioja
optimalizdldsakor tobb pénzt fog fektetni a kevésbé kockdzatos részvénybe (azaz az elsd rész-

vénybe), mint a kockdzatosabb részvénybe (a mdsodikba).

Tehat meghatdroztunk valoban egy olyan elégséges feltételt, amely mellett részvények

sztochasztikus dominanciaja és a keresletiik alakulasa kozott kapcsolatot talalhatunk, s
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amir6él mar ezen rész elején emlitést tettiink. Am jegyezzilk meg, hogy a fenti mdédon
értelmezett f fliggvény a hasznossagfiiggvények jelentés részénél nem konkav, igy akkor

a megallapitasunk sem alkalmazhato. A

4.3.3. Példa. A fenti példaban megvizsgaltuk, hogy milyen feltételek sziikségesek ahhoz,
hogy egy egyén tobb pénzt fektessen a kevésbé kockazatos értékpapirba, mint a kockaza-
tosabba. Azt is leirtuk, hogy az ott talalt sziikséges feltételek nem teljesiilnek tobb hasz-
nossagfiiggvény esetén. Ebben a példaban mutatunk egy olyan hasznossagfiiggvényt, amely

esetén nem teljesiil a kereslet és a dominancia megfogalmazott kapcsolata.

Ehhez a 4.3.2. Megjegyzésben megadott piacokat tekintjiik az ottani jelolésekkel. Meg-

adunk egy hasznossagfiiggvényt, illetve megadjuk a részvények hozamanak is az eloszlasat.

Tehat tegyiik fel, hogy

1

]P)(’f’l = Cl()) = ]P)(’I"l = b) = 5,
ahol ag = —0.5+rg és b =1+ ry. A masik részvény esetén pedig legyen
1 . 1
P(TQ = CLl) = ]P)(’I‘Q = CLQ) = Z es ]P)(’f’g = b) e 57

ahol a; = —0.6 + 79 és ay = —0.4 + ry.

Megmutatjuk ekkor, hogy az elsé részvény sztochasztikusan domindlja a méasodik rész-

vényt. Ehhez vegyiik észre, hogy
1
ET1:TO+Z:ET2a (45)
és azt, hogy

sgn(S(z)) = sgn (/[ L ]Fl(:c) — Fé(x)dx) = L(a,4ro,an+ro)- (4.6)
—1,1+4ro

Ekkor a (4.5) és (4.6) Osszefiiggésekbol a 4.2.2. Tétel alapjan kévetkezik, hogy 1 =ssp 7.
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Egy Xy > 0 mennyiségii kezdeti toke esetén tekintsiik ismét a 4.3.1. Példaban definiélt
g fuggvényt. Ekkor egy 6* > 0 és egy U hasznossagfiiggvény megvalaszthatéak ugy, hogy

azokra teljesiilnek az alabbiak:

0 < U(glan)) = 207 (9(0)
U'(g(a1)) = U'(g(ao)) + ¢, U'(g(az)) =U'(g(b)) +e,

ahol 0 < ¢ < U'(g(ao))/5, tovdbbd U monoton névekvé és a lim, .o U'(z) = 0 vagy a

lim, o U'(z) = oo feltételek egyikét is teljesiti. Ekkor azt kapjuk, hogy

E U’ (Xo(1 + o)+ (r1 — 70)) (r1 — 7o)

. . (4.7)
=3 U’(g(ao))(ao — 7o) + B U’(g(b))(b —19) =0
E U'(Xo(1 4 r9) 4+ 8*(rs — 19)) (12 — 70)
= 1 U (g(an)) (o — ) + § U'(g(a) (a2 = 7o) + 5 U (9(8)) (6 = o)
- i (U’ (g(ao)) + 5)(—0.6) - i (% U (g(ao)) + 5) (—0.4) + % U'(g(b))(b —19)
U'(Q(ao)) €
(4.8)

Az 4.3.1 Példdban hasznélt gondolatmenet analégidjara azt kapjuk a (4.7) és (4.8) egyenle-
tekb6l, hogy ebben az esetben * < [3**, ahol (X, — %, 5%) és (Xo — B, 5**) jeloli az els6

illetve a masodik piacon az optimalis portfoliot.

Megmutattuk tehdt, hogy eqy kockdzatkerilo egyén, aki a tobbet preferdlja a kevesebbel
szemben, akdr tobb pénzt is befektethet a kockdzatosabb részvénybe (mdsodrendi sztochaszti-

kus dominancia értelmében értve a kockdzatosabb szot), mint a kevésbé kockdzatos részvénybe.

A
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A 4.3.1. és 4.3.3. Példdkban két értékpapirpiacot tekintettiink. Mindkettd piacon egy
kockazatmentes kotvény és egy kockazatos részvény volt vasarolhatd, tovabba a kétvény a
piacokon azonos volt. Ekkor a két részvényt Osszevetettiik, s megéllapitottuk, hogy szto-
chasztikus dominancia jellemzo6 a viszonyukra. Ennek ellenére azt tapasztaltuk, hogy egyes
dontéshozok a sztochasztikus dominancia szerinti kockazatosabb értékpapirt preferalnak még
akkor is, ha kockazatkeriil6 és a tobbet a kevesebbel szemben preferalo egyének kozé tartoz-

nak.

Ezt a megfigyelést kiillonbozoképpen magyarazhatjuk. Egyrészt elképzelhetjiik ezt a
szituaciot ugy, hogy valéban egyidejlileg adott két kiillonbozo piac a példdkban leirt tulaj-
donsagokkal, és az egyén mindkét piacon kialakit egy-egy optimalis portféliot. De ez az
eset nem tul realisztikus valéjaban. Masrészt azonban ugy is elképzelhetjiik a két piacot,
hogy azok ugyanazon valds piac két kiilonb6z6 idépontra vonatkozé allapotait jelolik. Legyen
mondjuk ez a két idopont ¢ és to, ahol t; < t5. Ekkor a két piacon a portfolié optimalizalasat
ugy interpretalhatjuk, hogy az egyén a t; idépontban kialakitotta az optimélis portfolidjat,
majd ezutan a részvény kockdzatosabb lett (példaul valamilyen tovabbi informéciéhoz ju-
tott az egyén és ezért megvaltoztatta a hozam eloszlasardl alkotott elképzelését) és ezen
valtozasoknak megfelelden atstrukturalta a portféliéjat a to idopontban. A korabbi megfi-
gyeléseink alapjan ekkor azt mondhatjuk, hogy a részvény kockazatosabba valdsa ellenére
sem lehetiink abban biztosak, hogy az egyén eladott valamennyi részvényt és cserébe a biz-
tonsagosabb kotvénybdl vett volna. Sot, a példak mutattak, hogy akar még novelheti is az

optimalis portfélioban a részvény relativ aranyat.

Végiil azt is fontos megjegyezni, hogy a példaban hasznalt két piac modellje nem azonos
azzal az esettel, amikor adott egy olyan értékpapirpiac, amely a kordbbi két piac harom
értékpapirjat tartalmazza, azaz a piacon a kozos kotvény és barmelyik korabbi részvény
megvasarolhatd. Ekkor egyetlen optimalis portfélié lenne, amirél azonban mar nem &llithat-
nank még a 4.3.1. és 4.3.3. Példakban valasztott hasznossagfiiggvény esetén sem, hogy az

egyén az optimalis portféliéban tobbet fektetne a kockazatosabb értékpapirba.



5. fejezet

Mean-variance portfélié analizis

A korabbiakban a portfélickat varhaté hasznossdg értelmében optimalizaltuk. Ebben a fe-
jezetben egy masik megkozelitést alkalmazunk, amelyet mean-variance portfélié analizisnek
szokas nevezni a szakirodalomban. Ennek az az oka, hogy a portfolidknak, illetve azok
hozamanak elsé két momentumat vizsgaljuk: a varhaté értékét, azaz a varhaté (elvéart) ho-
zamot, és a varianciajat vagy szorasat, azaz a portfolié kockazatossaganak egyfajta mértékét.
Természetes, hogy a minél nagyobb varhaté hozam, illetve a minél kisebb szérast tartjuk
kedvez6bbnek. Ebben az esetben nem fogunk hasznossagfiiggvényt hasznalni kozvetleniil a
szélséérték feladat megfogalmazasanal. Azonban ez nem jelenti azt, hogy a leirtaknak nincs
kapcsolodasa a hasznossagalapti megkozelitéshez. Ezen utébbi gondolatra a késobbiekben

roviden visszatériink.
5.1. Jelolések és az alapfeladat
Ebben a fejezetben mindvégig egy, a 3.3.1. Definicioban megadott n + 1 értékpapirt tartal-

maz6 (£, F,P,r,n) piacot vizsgalunk.

97
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Az (r1,79,...,1,) kockdzatos értékpapirok hozamvektorara vonatkozéan két feltételezést
tesziink. Legyen
e; = Er;, 1=1,2,...,n,

e:=(er,e,...,6n) .

Feltessziik, hogy az Gsszes részvény elvart hozama nem egyezik meg, azaz e # 1, ahol z € R
és 1 =(1,1,...,1)" € R". Mésrészt feltessziik, hogy a hozamvektor V kovariancia-métrixa
(V i= (Vij)nxn, Vij = cov(r;,r;)) 1étezik és pozitiv definit. Ezek a feltételezések nem erds
megszoritasok. Az els6 momentumra vonatkozé feltétel nélkiil csak egyetlen varhaté hozam
kombinalhaté ki az értékpapirokbdl tetszéleges portfolibval, igy a hamarosan ismertetend6
az (5.3) feladat is csak egy y € R esetén lenne érdekes. A szérasokra vonatkozo feltétel pedig
biztositott, ha az ry — ey, 79 — €a, ..., 7, — €, valdészinliségi valtozok linearisan fiiggetlenek,
azaz bel6liik egy valdszintiséggel az azonosan nulla valtozé nem kombinalhato ki linedrisan.
Hiszen ekkor nulla variancidji nem trivialis kombinécié nem lenne, s mivel a kombinaciék
variancidjat a V' altal meghatérozott kvadratikus forma adja, igy az pozitiv definit ekkor.
Jegyezziik meg, hogy ekkor létezik V! és az is pozitiv definit. Azt is megjegyezziik, hogy
a 3.3.1. Definicioban a hozamok —1-nél nagyobbak, amely egy ésszerti feltevés, de latni

fogjuk, hogy valéjaban ezt nem hasznaljuk ebben a fejezetben.

A kockazatos értékpapirokat az egyszeriiség kedvéért részvényeknek (is) fogjuk nevezni,

a kockdzatmentest pedig kotvénynek (is) ebben a fejezetben.

A fentiekben megadott piacon az aldbbi jeloléseket vezetjiikk be. Egy m € R™ vektort
portfélionak nevezziik, s ebben a fejezetben kényelmi okokbdl oszlopvektornak fogunk te-
kinteni minden portféliét, azaz m = (B1,...,3,)", ahol T transzpondltat jelol. Ekkor S;

(1=1,2,...,n) jeloli az i-edik értékpapirba fektetett pénzmennyiséget. Legyen Xy € R és

C’}O:{ﬂ = (61,...,0.)" €R", Z@ Xo}

azaz C, az Gsszes olyan portfolié halmaza, amelyet az X kezd6t6kébdl meg lehet valositani

ugy, hogy a kockdzatmentes értékpapirbdl nem vasarolunk. A tobbi értékpapir esetén nincs
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korlatozas a kereskedésre, igy példdaul negativ mennyiség is megengedett, amelyet részvények
esetén short sellingnek felel meg. A 3.3.2. Jelolésben bevezetett Cx, halmaz az Osszes olyan
portfélié halmaza volt, amelyet az Xy kezdotokébol meg lehet valdsitani. Itt sincs korlatozas
az értékpapirok kereskedésére, short selling itt is lehetséges, mint ahogy kotvénykoleson is,
azaz negativ mennyiség a kockazatmentes értékpapirbél. A Cly, jelolést tovabbra is fenn-
tartjuk, de jegyezziik meg, hogy az esetiinkben egy portfélié nem (5o, 1, ..., 3,) alakban,
azaz R""1-beli vektorként van dbrdzolva, hanem csak (8, Bs, . . ., 3,)-t jeloljiik, hiszen min-
den m € R" vektor esetén létezik olyan fy € R, hogy > " 5 = Xo. fgy most Cx, = R,

korabban Cyx, egy R™"-beli hipersik volt.

Legyen ™ € C%, portfoli6 és legyen n" = (81, 3;,...,3;,) € Cf az a portfdlié, amelyre
Xor' = m, azaz ) = [(;/Xo. Ekkor tehat n’-ben a részvényekbe fektetett pénz ardnya

/

megegyezik a m-ben a megfelel§ ardnyokkal, de 7' esetén a kezdétéke 1, igy itt [, az i-
edik részvénybe fektetett Osszeg, egyben megegyezik az i-edik részvénybe fektetett relativ
Osszeggel, azaz t6kénk részvénybe fektetett (%-os) ardnyaval. Ekkor 7 lejaratkori értékére
azt kapjuk, hogy
X7=Y Bi(l+r)=XoY Bi(l+r),
i=1 1=1
a portfolié hozama

Te = X; —X(] = iﬂﬂ"l :Xoiﬂ;’f’l
i=1 i=1

Ennélfogva a portfdli (jovobeli értékének) varhaté értéke

EXF =) Ailte)=X) fil+e)=X(1+e'n),
i=1 =1

azaz varhaté hozama Xge' 7', varhaté hozamratéja e’ 7’

Ha 7 € Cx,, és Xon' = 7 tovabbra is, akkor 7 lejaratkori értéke

X?:Zﬁi(l‘ﬂ“i) = (Xo—z/ﬁi) (14 70) + Y Bill +e)

1=1

)

~x, [<1_25;) (Lt + A +e)
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a portfolié hozama

n

e X0 3= XYt %o | (12 30 o 3]
=0 =1 =1 =1
Igy a portfélié varhaté értéke

EXT = X, [(1 —iﬁg) (1+ 7o) +iﬂ;(1+ei)

1=1

= Xo[(1=7"T1) (L4 r) + (1 +e')]

azaz varhaté hozama X, [(1 — 7T/T1) ro + eTw’}, varhato hozamratdja pedig (1 — 7T/T1) ro+

e’ 7.

Mindkét fenti esetben, azaz akar m € C%,, akdr m € Cly, esetében a 7 portfélié jovébeli
értékének szérasnégyzete (variancidja)

varXp = var (Z Bi(1+ T’Z)> = X§ var (Z Bi(1+ Tz)>

i=1 =1

= on Z Z 61/6; COV<TZ'7 Tj) = Xg Z Z ﬂ;ﬂ;—vm =7 V.

i=1 j=1 i=1 j=1

A bevezetében emlitett célok alapjan ebben a fejezetben a kovetkezd problémat vizs-
galjuk: ha rogzitjik a portfélionkkal szemben tamasztott elvart hozamot, akkor melyik az
a portf6lié, amely ezt a legkisebb szérds (kockazat) mellett biztositja. Ennek alapjan tehat
a vizsgalandé szélséérték feladatok az aldbbi médon adhatéak meg. Keressiik azt a woPt

portfoliot egy z € R elvart hozam esetén, melyre

opt .
varXT & = min  varXrp, (5.1)
* L —
TeCY,, EXF=2

illetve

opt .
varXT & = min _ varX7. (5.2)
r€Cxy, EXT=2

Tehét az (5.1) feladatban csak a részvényekbe fektetve keressitk a legkisebb kockazati

portfoliét adott hozam mellett, mig az (5.2) feladatban pedig megengedett a kockdzatmentes
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értékpapirba valé befektetés is. Itt fontos hangsilyozni, hogy a fentiekben a portfolié
kockazatat —mdsképpen a benne rejld bizonytalansdgot— szdérasban (szérasnégyzetben)
mérjiik. Ez nem az egyetlen moéd a kockazat mérésére, sot, a kovetkezd fejezetben latni
fogjuk, hogy mas célokra mas méroszamok alkalmasabbak. Jegyezziik meg tovabba, hogy
akdr m € Cx,, akar m € (%, esetén varX} = var 1., igy a portfoli6 értéke szordsanak a
minimalizdlasa helyett mondhatnank, hogy a portfélié hozaméanak a szorasat minimalizaljuk
a fenti feladatokban. A fenti feladatok természetesen egy méds értelemben vett optimumot

adnak, mint a korabbi fejezetekben targyalt varhaté hasznossag értelmében vett optimumok.

Vegyiik észre, hogy a fentiekben a portfolié jovobeli értékére megadott varhato érték
és variancia esetén a kezddétOke egyarant kiemelhetd ezen két momentumbdl, igy a fenti
feladatokat elég egységnyi kezdStoke (X) esetén megoldanunk. Az optimdlis megoldés
ugyanis tetszoleges kezd6toke esetén az egységnyi kezdotékénél kapott optimalis portfolid
konstansszorosa lesz. Masképpen megfogalmazva, az egységnyi kezdotoke esetén megkapjuk
az optimalis portféliéban a részvények részaranyat (/). Ennélfogva a fenti (5.1) és (5.2)
feladatok helyett az alabbi két feladattal foglalkozunk az elkovetkezdek soran. Keressiik azt
a moPt portflidt egy y € R elvart hozamrata esetén, melyre

1 1

= oty ot = min ~ 7' Va, (5.3)
2 Tl=1e'n=y

illetve
1 opt T opt : 1 T
— P VPt = min -V, (5.4)
2 reR, (1—n'T )ro+eTr=y 2

ahol a feladatokba az 1/2 szorzéként pusztan kényelmi szempontok miatt keriilt, az az op-

timum helyét nem véltoztatja.

Tovabbi kényelmi szempontok miatt a portféliok hozaménak els6 két momentumara is

bevezetiink egyszertisito jeloléseket:

er = EXT — X,

op =/ var (XT — Xo) = /varX7T.
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Ebben a fejezetben optimalis portfélio alatt mindig a fenti feladatok megoldasait értjiik,

azaz az optimdlis minimalis szorast jelent valamely elvart hozam mellett.

5.2. Hatékony portféliok gorbéje

Ebben a részben az (5.3) feladat megoldasaval foglalkozunk.

5.2.1. Tétel. Legyen A:=1"V~le, B:=e'V~le, C:=1TV~!1, tovdbbd D := BC — A2.
Ekkor az (5.3) feladatnak a m € Cf portfolié valamely y = Er, vdrhaté hozamhoz tartozo
megoldasa akkor és csak akkor, ha felirhaté m = g + yh alakban, ahol a g, h € R™ az alabbi
alakuak:

_ BVT'1-Av-le - CV=te— AV11

g = D = D .
Bizonyitas. Az (5.3) széls6érték feladatot a Lagrange féle multiplikator médszerrel
oldjuk meg. A Lagrange fiiggvény ekkor £ = %WTVTF + A (y — eTﬂ) + (1 — 7TT1). Innen

kapjuk a

egyenletrendszert, vagy masképpen felirva
Vi—de—-71=0 é y=e'm (5.5)

Az els6 egyenletbdl 7 kifejezhetd, és azt kapjuk, hogy m = V=1(Ae + 1), igy ezt az (5.5)

egyenletekbe visszahelyettesitve adddik, hogy
e V1441V 1 =1

de'Vle+ 41TV le =1,
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azaz a tételben bevezetett jelolések mellett
M+~4C =1 és AB+~vA=1.

Ennek az egyenletrendszernek pedig

y A By
N 1 C Coyea A1 By
-~ D ~~D» ® 77T 7D T70D

a megoldasa.

Vegyiik észre, hogy B, C és D pozitiv, amely abbdl adédik, hogy V=1 pozitiv definit.
Valéban, B =e'V~le > 0és C = 1"V~'1 > 0, hiszen e és 1 nem nullvektorok. Mig D

esetén tudjuk, hogy e # x1, Vx € R, ezért
O<(e—z1) Vife—zl)=e'V'ie—2ze V1 +2°1"V"'1 = B— 24z + Ca?.

A B—2Az+Cx? parabola diszkrimindnsa, amely esetiinkben —4 D, negativ kell, hogy legyen,
igy D > 0.

Tovabbé vegyiik észre, hogy a fenti megoldds megolddsa az (5.3) feladatnak, azaz
minimumot kaptunk, hiszen V' pozitiv definitségébdl adédéan az x — zVx, x € R”, fliggvény

szigoruan konvex.

Ezzel belattuk, hogy ha 7 egy optimélis portfélio, méghozza az y varhaté hozamhoz
tartozo, akkor az teljesiti a m = g + yh egyenletet. Forditva, ha 7 teljesiti a 7 = g + yh
egyenletet, akkor a fentiekbdl adéddéan 7w sziikségképpen az y varhaté hozamhoz tartozd

megoldasa az (5.3) feladatnak. O
5.2.2. Definicié. A

PF :={m € R" | dy € R ugy, hogy m megolddsa az (5.3) feladatnak és e, = y}



104 FEJEZET 5. MEAN-VARIANCE PORTFOLIO ANALIZIS

halmazt, amely tehat (5.3) megolddsainak halmaza, portfélic hatdrnak (portfolio frontier)

nevezzik.

5.2.3. Kovetkezmény. Ha m; € PF és Z;n:l a; =1, a5 € R, j =1,2,...,m, akkor

m z m
m=210;m; € PF éser =3 00 aje;.

Bizonyitas. Léteznek olyan y; € R elvdrt hozamok, hogy e, = y;, ezért

T=>Y aj(g+hy) =g a;+hY ay=g+hy au;
j=1 Jj=1 Jj=1

Jj=1

Azaz 7 is elédll m = g + yh alakban, ahol e, =3 7", a;y;. O

Tehat megoldasok affin linearis kombinacidja is megoldas, méghozza gy, hogy a meg-
oldasok elvart hozamainak affin linearis kombinaciéja adja a kombinacié elvart hozamat. A

kovetkezo tétel a mean-variance analizis egyik alaperedményét adja.

5.2.4. Tétel. Ha my,m € PF, akkor

o= C e CAY (o AY L
COV (TryTry) = D € C €y C C

C AN\? 1
2—_ _— —_—
“”‘D(e“ C’) o (5.6)

Specialisan

ha m e PF.

Bizonyitas. Felidézve a g és h vektorok alakjat azt kapjuk, hogy

COV (Try s T'my) = 7r1TV7r2 =(g+ hem)T V(g + hexr,)

B T ( B1 — Ae Ce— Al
- (g + heﬂ’l) ( D _I_ 6772 D

BV-11 - AV le N CV-le— AV-1\ ' /B1 - Ae N Ce — Al
D ‘m D D ‘mTp

= @€, er, + ber, + cer, +d
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alkalmas a, b, c,d € R konstansok mellett. Hatarozzuk most meg ezen konstasok értékét,
melyek egyszerli szamoléassal adédnak.

 C%Vle—ACe' V1 - AC1TV e+ A%1TV 1

= fE

C2B — A2C — A2C + A2C C(BC — A?)

a

¢
D
Hasonlbéan kapjuk, hogy

_ BCA—CBA—ABC +A* A(A2—BC) —A

b
D? D? D’

tovabba c esetén ugyanaz a levezetés, mint b esetén, igy ¢ = b, végiil

_ B0 - A’B- A2B+ A’B _ B(BC — A%

d D? D?

B
=5
Innen pedig

C A A A2 1
COV (Ty s Ty ) = DemEr — [em ~ em T D +5

N Ay L
“p\"mT o)\ ¢) T

ahol felhasznaltuk, hogy

A 1 _AN+D_BC_B
Cb" D~ CD CD D

O

5.2.5. Megjegyzés. Minden 7 € C; = R” portfolié esetén tekintsiik az elsé két momen-
tumot jellemz6 (02, e,) € R? pontot a sikon. Masképpen fogalmazva legyen az x tengelyen
a portféliok kockazata —szorasnégyzete—, mig az y tengelyen az elvart hozama abrazolva.
Ekkor az 5.2.4. Tételbdl az adddik, hogy az (5.3) feladat megolddsainak, azaz a PF hal-
maz elemeinek megfeleltetett (szérdasnégyzet, varhato érték) pontok a sikon egy parabola
mentén helyezkednek el. Ezért szoktak a PF halmazt portfélié hatarnak emliteni, hiszen

ezen gorbétol jobbra helyezkednek az (5.3) feladat értelmében nem optimalis portfélidknak

megfelel6 pontok, mig balra nincs olyan pont, amihez tartozna portfolié. Tehat a lehetséges
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portfolibkhoz tartozo pontok halmazanak a hatarat adja a széban forgd parabola, s az egy-
ben az optimalis portfélick halmaza. Ennek a paraboldnak a csicsa, azaz az in. minimélis
variancidju (vagy szérasu) optimaélis portféliénak megfelel6 pont, ez a (1/C; A/C) pont, s
a portfdlié pedig my = g + hA/C. Jegyezziik meg, hogy minden y € R (vdrhaté hozam)
esetén van megoldasa az (5.3) feladatnak, azaz a teljes parabola adja a PF-nek megfelel§
halmazt. Vegyiik azt is észre, hogy a széban forgd parabolanak csak az egyik aga tartozik
olyan optimalis portfélickhoz, melyekbe érdemes befektetniink: ez pedig a parabola felsd
aga, azaz a legalabb A/C varhaté hozamot igéré optimélis portfélicknak megfeleld dg. Hi-
szen, ha e, < A/C, m € PF esetén van a paraboldnak egy madsik pontja a fels6 dgon, ez
éppen a parabola ’szemben levé’ pontja, mely ugyanazon kockazat (széras) mellett nagyobb

varhato hozamot igér. Ez motivalja az alabbi definiciot.

Hangsulyozzuk, hogy (5.6) esetén az y tengelyen a portféli6 elvart hozama van, amennyi-

ben a portfolié elvart értékét akarnank az y tengelyen megjeleniteni, akkor értelemszertien

C AN? 1
2= _(EXT—1—-= —
O D( r C) o

lenne a gorbe egyenlete. A szdéras esetén nincs ilyen gondunk, hiszen a portfélié jovébeli
értékének és a hozaménak megegyezik a szérdsa. Azt is megjegyezziik, hogy nem egységnyi
alaptokénél is megmutattuk a korabbiakban, hogy hogyan lehet az optimumot felirni, ha

ismerjiik egységnyi alaptékére a feladat megoldasat.

Végiil megjegyezziik, hogy szokds a portfélicknak a fenti (02,e,) € R? (variancia,
varhaté hozam) pontok helyett a (o, e,) € R? (sz6rds, varhaté hozam) pontokkal is megfe-
leltetni, és ezeket abrazolni a koordinata rendszerben, amely egyszeriien a fentiekhez képest
az r tengely attranszformaldsat jelenti. A kovetkezo fejezetben éliink is ezzel a lehetGséggel,
az (5.4) feladat megoldasait dbrazoljuk analég médon az itteniekhez, s ott szerencsésebb lesz
a (szoréds, varhaté hozam) pontokat abrézolni. Jegyezziikk meg, hogy a PF-nek megfelel§

pontok ebben az esetben egy hiperbolat adnak. A
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5.2.6. Definici6. Az

EPF::{WEPF|67T2§}

halmazt hatékony portfélick hatdranak (efficient portfolio frontier) nevezziik.

5.2.7. Tétel. Ha m € PF és m nem a minimalis variancidji optimalis portfolio (azaz m #
g + hA/C, masképpen e, # A/C), akkor létezik egy olyan 7,. € PF portfélid, amellyel

hozama korrelalatlan, azaz melyre cov(r,,r,..) = 0. Tovabba

A DJc?
e =G e AJC (5.7)

Bizonyitas. Az 5.2.4. Tétel szerint olyan 7. portfoliét keresiink, melyre

cf _A AL,
D\ ¢c)\"¢c) TV

Mivel e, # A/C, hiszen m nem a minimélis variancidju optimdlis portf6lid, igy a fenti

egyenletetbdl konnyen kifejezhetd e, , melyre éppen (5.7) adédik. O

5.2.8. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ha e, > A/C akkor e, < A/C, és hae, < A/C
akkor e, > A/C, azaz egy optimalis portfélié és a 'zéré kovarianciagju megfelel§je’ (innen

adddik a 'zc’ jelolés) a PF-et megjelenité parabola kiilénb6zé dgain vannak. A

5.2.9. Lemma. Legyen m; € PF és 7 egy, nem a minimalis varianciaji optimalis portfolio

(azaz m # g+ hA/C) és my € PF. Ekkor
CoV(Ty s Try) = M€my + 715

ahol \; és v a m portfélichoz tartozé Lagrange feladat multiplikatorai (Id. 5.2.1. Tétel

bizonyitdsa), azaz
_Cer, — A

B — Aeq,
D '

A 71 = D

Bizonyitas. Az 5.2.1. Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy

T = )\1V_1€ + ’YlV_ll,
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amelyet felhasznédlva azt kapjuk, hogy
COV(Try s Try) = T VTy = ()le_le + le_ll)T Vo
= \e'm + 711T7r2 = Ner, + 7.

O

5.2.10. Tétel. Legyen m € PF gy, hogy m nem a minimalis varianciaju optimalis portfolio
(azaz m # g+ hA/C) és ' € Cf egy tetszbleges portfolic. Legyen

COV(T, T'nr)

ﬁT(’,T( = - (58)

2
Ox

Ekkor

(a) Ert = ﬁﬂ’,ﬂew + (1 - ﬁﬂ’,ﬂ) Crzes

(b) ra = B arat (1 — Brn) Tr.oExr n, @ahol e 1 egy valosziniiségi valtozo, melyre Ee, » =

COV(Try Eqr ) = COV(Tr,, Exre) = 0,

(¢) 7o = Bu2rr + (1 = Brrz) Tr.., ha specidlisan ' € PF.

Bizonyitas.

(a) A 5.2.9 Tétel alapjan

_cov(re,Tw) —Vr  Aex — B cov(rg, )

o = M T Ce,—A T,
(5.9)
_ Ae,—B N cov(ry,mr)  Do?
Ce, — A o2 Ce, — A
Ekkor
Aeﬂ—B_A(eﬂ—A/C)jLAz/C—B_é_ D/C? .
Cer — A Cle, —A/C) O e, —AJC T
masrészt
Do? D 1 (ex—A/C) D/C?
T = - =~ | = W_A = €x = Crpe-
Cen—A Cle—Aj0)|C T DjC en = A/C+ G = e o
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Az utébb két egyenletet felhasznalva (5.9) azt adja, hogy

eﬂ', = eﬂ'zc _'_ 6“'/7“' (671— - eﬂ'zc) = 671'/771'67'( _'_ (1 - 67|'/77r> eﬂ'zc’

(b) Legyen
Exlm = Tt — 67T/,7T,r7r - (1 - 67r’,7r) Trpe-

Ekkor (a) alapjdn rogton adédik, hogy Ee, » = 0. Tovabbé e/, és [ definicidi alapjan,

és felhaszndlva, hogy cov(r,..,r,) = 0 azt kapjuk, hogy
COV (T, E1.) = COV (T, Tr) = Brr x02 = (1= P ) COV (1, T, ) (5.10)
= cov(Iy, Tp) — /BWIJU?T = 0. (5.11)

Végezetill a cov(ry,,,er ) = 0 igazoldsdhoz alkalmazzuk az (a) pontban igazoltakat n'-re

ismét. Mivel ..., = 7, azaz m,.-nek a zérdé kovariancidji portféli6 parja =, igy (a) alapjin

67'(/ = /Bﬂlyﬂzceﬂzc _I_ (1 - /67rl777zc) e7r‘ (5]‘2)

Mivel e,-t egyértelmiien lehet e, és e, affin kombinacidjaként eléallitani, hiszen e, # e,

igy (5.12) és (a) egylitt azt adja, hogy Or r.. = 1 — B . Ennélfogva
Entm =Tp — (1= B m. o) Tn = B/ e
ezért (5.10) gondolatmenete megismételhetd, s adédik beldle, hogy cov(rs,.,€q x) = 0.
(c) Legyen 7" € PF. Ekkor (b) alapjan

Tot = BuraTre + (1 — Bor ) T + Ent e (5.13)
Masrészt az 5.2.3. Kovetkezmény alapjan a
7" = B o+ (1 — Brrz) Tae (5.14)
portfélié PF-beli (optimélis) melyre

Cnn = /67r’,7r67r + (1 - ﬁﬂ’,ﬂ) Cre-
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Ezt Osszevetve (a)-val azt kapjuk, hogy 7’ és 7" ugyanazon elvart hozamhoz tartozé optimalis
portfolid, s mivel ez egyértelmii, hiszen az 7’ = g+ he = g+ heyr = 7 alakban 4ll elé, igy

(5.14) alapjan

Tpt = Tqn = 67r’,7rr7r + (1 - /87'(',,71') Tres

ami az (5.13) egyenlettel egyiitt azt adja, hogy e, » = 0. O

5.2.11. Definicié. A 7’ € C} portfolichoz tartozo (5.8) képletben megadott értéket nevez-

zlik a portfolié m-re vonatkozé bétajanak.

5.2.12. Megjegyzés. Eldszor kiemeljik, hogy bizonyitasbdl kideriilt, hogy Br .. = 1 —
/67r’,7r-

Az 5.2.10. Tétel alapjan elég tekinteniink egy PF-beli portfoliét, s beléle illetve a zéro
kovarianciaji parjabdl (mint ‘'magyarazé tényez6kbél’) minden més portfélio eléallithat6 egy
nulla varhaté értéki, toliik korrelalatlan zajtdl eltekintve, s ez az eloallitas optimalis portfolié
esetén zajmentes. Azt is megmutattuk, hogy az eléallitashoz szinte csak (zajtol eltekintve)

az adott portfolié 'bétéja’ (G, ) sziikséges.

Tekintsiik azt az egyszert portfoliot, amely esetén csak az i-edik részvénybe fektetiink
pénzt (Xo = 1), azaz 7; := (Bi1, Bi2, - - -, Bin), ahol B;; = 0; ; = Ly;—jy. Ekkor ezen egyszert
portfolidk esetén

COV (T, TT;
/67rj,7’7r = ( . ])a

2
UT’w

amely mennyiségeket nevezhetjiik a részvények bétdjanak. Tovabba n’ = Zyzl Bimj, ezért

Tehat egy portfélio bétajat linedrisan ki tudjuk kombindlni a részvények bétajabol. A
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5.3. Tokepiaci egyenes, CAPM

Ebben az alfejezetben rétériink a kockazatmentes értékpapirral kiegészitett (5.4) feladat
megoldasara. Valdjaban latni fogjuk, hogy szadmos 1épés analdg a korabban elvégzetthez.
Azt kénnyt 1atni, hogy C7 C C7 = R", igy vildgos, hogy rogzitett y € R elvart hozam esetén
az (5.4) feladat optimumaénak szérdsa (kockdzatossdga) legfeljebb annyi, mint az (5.3) feladat

optimumaénak szérasa (kockdzatossaga).

5.3.1. Tétel. Az (5.4) feladatnak am € C; = R™ portfdli6 valamely y = e, varhaté hozam-
hoz tartozo megoldasa akkor és csak akkor, ha felirhato

V_l (e — ’l"()]_)

= (5.15)

T = (ex —10)

alakban, ahol K := (e —rg1)" V1 (e — ro1).

Bizonyitas. Az (5.4) szélséérték feladatot is a Lagrange féle multiplikdtor médszerrel
oldjuk meg. Esetiinkben a Lagrange fliggvény £ = %WTVTF + A [y —nle — (1 — 7TT1) 7"0}.
Innen kapjuk a

oL = _
aﬁi:vaﬂj—l—)\(ro—ei)zo, 121,2,...,71,

=1

y=1m'e+ (1 — 7TT1) ro
egyenletrendszert, vagy masképpen felirva
Vi+A(rol—e)=0 és y=m'e+ (1—7'1)r. (5.16)

Az (5.16) els6 egyenletébdl 7-t kifejezve azt kapjuk, hogy m# = AV ™! (e — ry1), amelyet a

masodik egyenletbe irva kapjuk, hogy

er—ro=7 (e—1ol)=A(e—rol) V! (e—ryl) = K.

Erxr—To

Innen pedig A = &0, Itt jegyezziik meg, hogy K > 0. Ennek megmutatdsahoz felidézve

A, B,C és D az 5.2.1. Tételben megadott alakjait, tovabba a tétel bizonyitdsaban D > 0
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igazoldsdnak menetét, akkor azt kapjuk, hogy K = B — 2Ary + Cr2 > 0, hiszen erre a
parabolara belattuk, hogy az pozitiv R felett. Innen pedig

€xr —To

K

T=AV"1(e—-ryl) = Ve —rol).

Forditva, ha m-re teljesiil (5.15), akkor az a fentiek miatt nyilvan az y = e,-hez tartozd
megoldésa az (5.4) feladatnak. O
5.3.2. Definicié. A

PF* = {m € R" | Jy € R tigy, hogy ™ megolddsa az (5.4) feladatnak és e, = y}

halmazt, amely tehdt (5.4) megolddsainak halmaza, az (5.4) feladathoz tartozé portfélio

hatdrnak (portfolio frontier) nevezziik.
5.3.3. Kovetkezmény. Ha m; € PF* és Z =1, 0 € R, j=12,...,m, akkor

= T + =\ ey
m=2 i oym € PET és e =300 aje;.

Bizonyitas. Léteznek olyan y; € R elvdrt hozamok, hogy er, = y;, ezért

W:io‘j [(yj—ro) V(e—_m} [Zaﬂyﬂ _TOZO‘J

V_l (e — ’l"()].)

e—’f’o]_)

Azaz 7 is el6éll (5.15) alakban, ahol 7 az y = > ™| ay; elvéart hozamhoz tartozé megoldds.

O

5.3.4. Tétel. Ha 7w € PFT akkor

exr—To
N ha e; > g,
O‘ﬂ_:
exr—To
—==t, haer <o

ahol K az 5.3.1. Tételben definidlt.
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Bizonyitas. Az 5.3.1. Tétel alapjan

2 2
er — T N N er — T
0'72r:7TTV7T:( e 0) (e—ryl) VIVV 1(e—r01):( e 0) K,

amibdl kozvetlenil addédik az allitas. O

5.3.5. Definicié. Az

EPF* :={me PF" |ex >}

halmazt az (5.4) feladathoz tartozé hatékony portfélick hatdranak (efficient portfolio fron-

tier) nevezziik.

5.3.6. Megjegyzés. Ahogy emlitettiik az alfejezet elején, ez az eset analég modon kezel-
heté a kordbbi esettel, ahol még nem volt kockdzatmentes értékpapir. Ha ismét R2-ben
abrazoljuk a portfélidknak megfeleltetett (szords, elvart hozam) pontokat, akkor itt PF*
két félegyenesbdl all, ahogy azt az 5.3.4. Tétel mutatja. A félegyenesek az y tengelytél
indulnak, a tengelyt a (0,79) pontban metszik, amely annak az optimélis portfélionak felel
meg, amelyben az Osszes kezd6tékét a kockazatmentes értékpapirba fektettiik. Ez a portfolié
egyben az ehhez a feladathoz tartozé minimalis varianciaju portfélié. Vegyiik észre, hogy

az (5.4) feladatnak is van minden y € R varhat6 hozam esetén megoldasa.

A két félegyenes koziil a felsé adja a EPFT halmaznak megfeleltetett pontokat. A
méasik g ugyan valamely elvart hozamhoz tartozé megoldasa az (5.4) feladatnak, de azt
racionalis befektet6 nem valasztand, hiszen a felso félegyenesen taldlhato egy vele azonos
szorast (kockdzatot), de magasabb elvéart hozamot biztosité optimélis portfélidnak megfeleld

pont. Ezért nevezziikk a EPF*-beli portfélidkat hatékonynak.

Mivel ennek a feladatnak az optimuma ugyanazon elvart hozam mellett nem adhat na-
gyobb szérasu megoldast, mint a kockazatmentes értékpapir nélkiili feladat megoldasa, igy az
mar latszik, hogy a P F-nek megfelel6 korabbiakban targyalt gorbe (hiperbola, 1d. 5.2.5. Meg-

jegyzés) a két félegyenes kozott helyezkedik el.
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Felvetédik a kérdés, hogy van-e kozos pontja PF-nek és PF*t-nak. Ezt a kovetkezd

tétel targyalja. A

5.3.7. Tétel. Ha A/C # rq, akkor egyértelmiien létezik m € PF N PF*, melyre

A
7r6EPF+<:>eﬂ2ro<:>52ro,

A
wePF+\EPF+<:>eW<r0<:>5<rO.

Ha A/C = rq, akkor nem létezik olyan 7 portflié, melyre 1 € PF N PF*.

Bizonyitas. Egy m € PFT portf6lié pontosan akkor eleme egyben a PF halmaznak is,
ha abban nincs a kockdzatmentes értékpapirbél, azaz, ha 7w € C}, masképpen, ha 177 = 1.

Ezt felirva egy m € PEF™* portféliéra azt kapjuk, hogy

1TVt (e—ropl
l=7n"1=(er —10) ﬁ? TO)Z(en—TO)

A—T()C -
7}{ =

(ex —10)

Innen kell kifejezniink e.-t, hiszen az egyértelmiien meghatarozza m-t. Ha A/C = rq, akkor

a fenti egyenletet egyetlen portfélié sem teljesiti. Ha A/C # 1o, akkor az egyetlen megoldas

n K

€r =70 9

¢ (& —ro)

mely teljesiti az allitasban leirtakat. U

5.3.8. Lemma. Haw € PF" és ' € Cy, akkor

1

COV (T, Tt ) = % (ex —10) (e — 10) -

Bizonyitas. A 7’ portféliéra a koltségvetési korlat azt adja, hogy

T T
e =e 7 +rg (1 — 7 1) =e'n —ror’ 141,
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ezért

1 - T
cov (1p, 7)) =7 V' = (ex — 1) (—V (eK 7’01)) V'

— 7(6”;_ o) (e'n' —rol'n')
1
=% (ex —10) (e — 1) -

O

5.3.9. Tétel. Legyen m € PF™ tigy, hogy ™ nem a minimalis variancidji optimalis portfolié
(azaz ex # 10) és ' € Cy egy tetszbleges portfolic. Tekintsiik az (5.8)-ben megadott Bqr .

bétajat a ©' portfolionak. Ekkor

(a) Err = (1 - /67r’,7r) ro + ﬁn’ﬂrem

(b) ro = (1= Brx)r0+ Brr xVn+Ex n, ahol err  egy valoszintiségi valtozo, melyre Ee s =

cov(rr, € ) = 0,

c) ro = (1= Brwy)ro+ Brarx, ha specialisan ' € PF.
(c) ( , ,

Bizonyitas.

(a) Az 5.3.8. Lemma alapjén

2

Kcov (1g, 1) __ cov (rr,rw) Koz

Ept — To = = 5
Er —To (o= Er —To

K (eﬂ— — 7"0)2
exr — T K

= /67r’,7r

- ﬁﬂl,ﬂ (67r - TO) 5
amibodl atrendezés utan az allitas addodik.

(b) Legyen

Ext =Tt — (1 - ﬁw’ﬂr) To — ﬁﬂ’ﬂrrﬂ-
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Ekkor (a) alapjan rogton adédik, hogy Ee, . = 0. Tovdbbd e/, és Gy, definiciéi alapjan

azt kapjuk, hogy

COV(Try Eqt ) = COV(T, Trr) — (1 — B 1) COV(Tr, T0) — ﬂﬂrﬂrafr

= cov(ry, Tp) — ﬁﬂzﬂraﬁ = 0.

(c) Legyen " € PF*. Ekkor (b) alapjan
Tt = (1 - ﬁﬂ’ﬂr) ro + /GW’,WTW + Exl - (517)

Masrészt az 5.3.3. Kovetkezmény alapjan a
7T” = (1 — ﬁﬂfﬂr) o —|— /6”/77{77' (518)

portféli6 PF*-beli (optimélis), melyre

Enrr = (1 - /87'(',,71') To + 67r’,7r€7r-

Ezt Osszevetve (a)-val azt kapjuk, hogy 7’ és 7" ugyanazon elvart hozamhoz tartozé optimalis

portfélio, s mivel ez egyértelmii, hiszen az

e =1l V1(e—ryl
a = (67r/ _ 7’0) M — (eﬂ,, — 7"0) M -

K K

alakban &ll elé, igy (5.18) alapjan

Trnt = Tgr = (1 - /67'(',,7'(') To + /67'(',,7TT7T7
ami az (5.17) egyenlettel egyiitt azt adja, hogy e, » = 0. O

5.3.10. Megjegyzés. (CAPM, t6kepiaci egyenes) Az 5.3.9. Tételbdl lathatjuk, hogy
minden hatékony, s6t, valéjdban minden PF*-beli portféliét el tudunk allitani alkalmas
affin kombinéciéval egy rogzitett PFT-beli (referencia)-portf6liobdl és a kockdzatmentes ér-
tékpapirbél. A kombinaciohoz sziikséges egytitthatét pedig az elééllitando portfolié bétdja

adja.
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Legyen példdul a rogzitett referencia-portfolié a PF és PF* érintési pontja, s vizsgdljuk
példédul a A/C > rqy esetet. Ekkor az érintési ponthoz tartozé portfolié EPFT-beli, jeloljik

mn-mel. Ezt szokas piaci portfélionak is nevezni.

Ekkor tehat a fentiek és az 5.3.9. Tétel értelmében minden PF*-beli portfélié ugy &ll
eld, hogy konstansszorosat véasaroljuk a m,, portfélionak és a maradék Osszeget (mely lehet
negativ is) a kockazatmentes értékpapirba rakjuk. fgy az EPF*-nak megfelel$ félegyenes
két szakaszra bonthat6. A (0,79) és (02 e, ) pontok kozotti szakasz konvex linedris kom-
binaciéval all el6, azaz itt pozitiv a kockazatmentes értékpapirba befektetett rész. fgy a
létrehozandé portfolié bétaja nemnegativ és legfeljebb 1. Ezen a szakaszon az elvart hozam
nyilvan rg és e, kozott van. A félegyenes maradék része magasabb elvart hozamot igér,
mint amennyit a piaci portf6lié igér, &m ez magasabb kockazattal (szérds) is parosul. Eze-
ket a portfolidkat gy lehet megvaldsitani, hogy az affin kombinaciéban 7, egyltthatdja,
azaz a létrehozandd portfolié bétaja 1-nél nagyobb, de ennek az az ara, hogy azt csak a
kockézatmentes értékpapirban felvett kolesonbol tudjuk csak finanszirozni. Harmadrészt, a

PFt\EPF*-beli portf6lick bétdja negativ.

A fentiekbdl az adddik, hogy barmelyik hatékony portféliéban a részvényekbe fektetett

pénzmennyiségek ardnyai mindig azonosak, hiszen azok a m,,-beli aranyok.

Az 5.3.9. Tétel (a) pontja megadja, hogy a portfdli elvart hozama hogyan kaphatd
meg a bétaja segitségével. Ezt az Osszefiiggést leird egyenest tOkepiaci egyenesnek is szokas

nevezni. Ez alapjan a portfélié kockazati prémiuma vagy masképpen kockazati dija

Er —To = /67r’,7r (67r - TO) .

Tehat egy portfolié e, —ry kockazati prémiumat a piaci portfolio e, —ry kockazati prémiuma
és a portfolié bétdaja hatarozza meg. Masképpen, egy portfélio bétaja és kockazati felara
kozott linedris Osszefiiggés van, azt az x +— (e, — o) x Osszefiiggés adja R2-ben, amelyben a

portfolidkat abrézoltuk (a kockézatuk és varhaté hozamuk alapjan).
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Ezzel eljutottunk a Capital Asset Pricing Model (CAPM, tékepiaci arfolyamok mo-
dellje) alapjaihoz, melyet W. Sharp, J. Lintner és J. Treynor dolgozott ki egyméstdl fiigget-
leniil az 1960-as években. Az elmélet, mely egy egyensulyi piaci modellt kivan nyujtani,
egy egyszerli magyarazatot adott a kockdzati dijra a bétan keresztiil. A modellben a be-
fektetokrol feltételezziik, hogy ugyanazon informaciok allnak rendelkezésre szamukra a piaci
hozamok és kockédzat (széras, kovariancia) tekintetében, s ezek alapjan a fejezetben leirtak
szerint optimalizdlnak. Az elmélet részletes leirasaval és tovabbi feltételezéseinek (pl. tra-
zakcids koltségek hidnya) részletezésével nem foglalkozunk. Az érdekléd6 olvasé az elmélettel,
eredményeinek pénziigyi értelmezésével és empirikus tesztelésével kapcsolatban szamos meg-

jegyzést taldlhat tobbek kozott a [8], [27] és [11] monografidkban. A

5.3.11. Megjegyzés. Végezetil azt is megjegyezziik, hogy bar mas az ebben a fejezetben
targyalt optimalizalasi feladat, mint a kordbbiakban targyalt varhaté hasznossag értelemben
vett optimalizalas, kapcsolatot a ketto kozott lehet teremteni. Egyrészt vegyiik észre, hogy
példaul a masodrendii sztochasztikus dominancianak is van kapcsolata a momentumok-
kal, amelyet (4.3) mutat, melynek értelmében a masodrendii sztochasztikus dominanciabol
addédik a mean-variance értelemben vett dominancia. De érdekes kérdés az is, hogy lehet-
e megfelel6 hasznossagfiiggvénnyel a varhaté hasznossag értelmében vett optimalizdlassal
visszakapni az ebben a fejezetben targyalt optimalis portfélidkat. Erre a kérdésre itt nem
tériink ki. Az érdekl6do olvasé néhany megjegyzést taldlhat erre vonatkozdan példaul Ba-

rucci [8] kényvében. A



6. fejezet

Kockazati mértékek

A pénziigy egyik kozponti kérdése, hogy olyan eszkozoket biztositson, amelyek lehetové
teszik pénziigyi eszkozok és kivaltképp portfolick osszehasonlitdsat, értékelését és kockaza-
tossaguk jellemzését. Az el6z6 fejezetekben mar lattuk, hogy az Osszehasonlitdsra szamos
eszkozt adnak a kiilonboz6 sztochasztikus dominancia fogalmak és tudjuk, hogy a klasszikus
tokepiaci elméletek is lehetdséget adnak mind portféliok egyfajta osszehasonlitasara, mind

azok kockazatanak egyfajta jellemzésére.

Azonban ezeken tul természtes kivanalom az is, hogy egyszerli pénziigyi mutatokkal
jellemezziik az eszkozoket, és kiilonosen azok kockazatossagat. A pénziigyi eszk6zokhoz és
portfélickhoz rendelt, a kockazatot jellemz6 mutatészamokat fogjuk a tovabbiakban koc-
kazati mértékeknek nevezni. Jegyezziik itt meg, hogy szdmos mutatét mar sok évtizeddel
ezel6tt hasznaltak és haszndlnak ma is. Gondoljunk csak a népszerti P/E (price/earning)
mutatéra, mely némi informaciét ad a befektetonek az adott értékpapirrdl. Azonban a

klasszikus mutaték nem igazan adnak informaciot az eszkoz kockazatossagarol.

Szamos kockazati mérték jelent meg az irodalomban. Ezek koziill minden kétséget ki-

zaroan a Value at Risk terjedt el a leginkabb, mind elméletben, mind gyakorlatban. Szamos

119
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pénzpiaci, pénzintézeti torvény megkoveteli a pénzintézetektol és esetleg egyéb piaci sze-
reploktol ennek szamitasat és ezzel kapcsolatos szabalyok betartasat. Az érdekl6do olvasonak
megemlitjiik, hogy a Bazeli Bizottsag (Basel Committee on Banking Supervision) részletesen
foglalkozott kockazati mértékekkel és azokhoz kapcsolédo problémakkal és egyben javaslatot
tett szamos standard bevezetésére (ld. International Convergence of Capital Measurement
and Capital Standards). Ezen standardok egyszeriien 'Basel I és Basel I’ néven ismertek a
szakméaban, amely standardokban tobbek kozott a VaR és azzal kapcsolatos teriiletek fontos

szerepet kaptak és azok bevezetését és alkalmazéasat javasoljdk az egyes orszagoknak.

Azt is érdemes megjegyezniink mar most, hogy nem &llithatjuk, hogy a VaR lenne
a legmegfelelébb mérték azon célra, amelyeket a fentiekben emlitettiink, tovabba, hogy az
alkalmassag kérdéséhez pontosan meg kell fogalmaznunk igényeinket is egy ilyen mutaté-
val szemben. A 6.1. alfejezetben éppen ezen felmeriilé igényekkel foglalkozunk, mig azt
kovetoen a VaR és tulajdonsagai keriilnek elemzésre a 6.2. alfejezetben. Végiil a 6.3. alfeje-
zetben ratériink egy masik kockazati mérték, az expected shortfall targyalasara, mely szamos
szerzo altal ajanlott a VaR alternativajaként éppen a VaR egyes nem megfelel6 tulajdonsagai

miatt.

Ennek a fejezetnek a megirasa soran nagy segitséget jelentettek szamunkra az alabbi
munkdk: [1], [2], ahol a VaR és az expected shortfall targyaldsa igen részletes; [17], ahol a ko-
herencia fogalmanak egy rendkiviil hasznos targyalasat taldlhatjuk; [18], amelyben egy nagy
attekintését olvashatjuk a VaR fogalménak, kézgazdasiagi hasznositdsanak és becslésének.
Megjegyezziik, hogy a kvantilisek targyaldsahoz nagyszer(i forrdsnak bizonyult [2] és [36].
Végezetiil kiemeljiik Paul Embrechts munkait (szakcikkek, eldadés f6lidk, stb.), amelyekben
szamos gyakorlati és elméleti kérdés targyalasat talalhatjuk kockazati mértékekkel kapcso-

latban (1d. http://www.math.ethz.ch/ embrechts/).
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6.1. Koherens mértékek

Ahogy méar emlitettiik, szamos igényt fogalmazhatunk meg egy kockazati mutatéval szemben.
Természetesen ez szubjektiv is egyben, nem allithatjuk, hogy ugyanazon tulajdonsagokat
talalja mindenki fontosnak. Az irodalomban is szdmos tulajdonsdg meriil fel igényként. A
leginkabb eloforduld, leggyakrabban megkovetelt tulajdonsiagokat tomoriti a koherencia fo-
galma, melyet az aldbbiakban ismertetiink. Ezt kovetéen pedig alternativ tulajdonsagokat

is targyalunk.

A kockazati mértékeket valdszintiségi valtozok egy halmazén értelmezhetjiik. Hiszen ha
adott egy portfélio, befektetés vagy értékpapir, akkor egy valdszintiségi valtozd reprezentalja
az abbdl szarmazd jovobeli profitot. Am hasonldéan, magat a jovobeli értéket is jelolheti a

valoszintiségi valtozd, amelyhez a kockazatot meghatarozzuk.

6.1.1. Definicié. Legyen V' (pénziigyi eszkdzok, portfolick profitjat reprezentals) valoszi-

niiségi valtozck egy halmaza egy (2, F,P) valoszintiségi mezén.
Ekkor egy o : V — R fiiggvényt kockazati mértéknek neveziink.

Egy V' kockazati mérték

(1) monoton, ha X,Y € V ésP(X <Y) =1, akkor o(X) > o(Y);
(2) pozitiv homogén, ha h > 0, X, hX € V, akkor o(hX) = ho(X);
(3) szubadditiv, ha X,Y, X +Y €V, akkor o(X +Y) < o(X) + o(Y);

(4) eltolds invaridns, haa € R, X, X +a € V, akkor o(X + a) = o(X) — a.

Egy V kockdzati mértéket koherensnek neveziink, ha teljesiti az (1)-(4) tulajdonsagokat.

6.1.2. Feltétel. Az egész fejezetben az egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy V' zart az

osszeadasra, pozitiv skalarral valo szorzasra és eltolasra, azaz V. +V, h-V, a4+V C V minden
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h >0, a € R esetén. Feltessziik tovabbd, hogy V tartalmazza az X =0 (P(X =0) =1)

elemet.

A kozkazati mértékek nevezetes tulajdonsdgait (monotonitds, szubadditivitas, stb.)

néha axiomaknak is fogjuk nevezni.

A fenti tulajdonsdgokat az aldbbi mddon értelmezhetjiik, az aldbbi pénziigyi moti-
vaciot fedezhetjiik fel benniik. Ha egy portféli6 minden esetben tobbet igér, mint egy
masik, akkor annak ne legyen nagyobb a kockdzata (monotonitds). Két portfélidt egy-
betéve ne novekedhessen a kockazat, azaz a portfolidk kocazatdnak Osszegét nem haladhat-
juk meg (szubadditivitds). Megtobbszorozve a portfoliét, &m megtartva annak Gsszetételét,
a kozkdzatossdg a nagysdggal ardnyosan valtozzon (pozitiv homogenitds). Ha biztosan rea-
lizalunk egy potlélagos adott Osszegii pénzaramlést, akkor a portfélio kockazatossdga éppen

ennek a pénzaramldsnak a nagysdgdval csokkenjen (eltolds invariancia).

Azonban fontosnak tartjuk hangsulyozni, hogy szamos egyéb, a fentiekhez hasonléan
pénziigyi szempontbdl indokoltnak latszé tulajdonsdgot is lehetne még emliteniink, mint
ahogy a fentiek sziikségességét is megkérddjelezhetjiik. Ketto a sok felmeriil6 tulajdonsagok

kozil a kovetkezo.

6.1.3. Definicié. Egy o:V — R kockazati mérték

(5) pozitiv, ha X € V, P(X > 0) =1 esetén o(X) < 0;
(6) konvex, ha A € [0,1] és X, Y, X + (1 = A\)Y € V esetén p(AX + (1 = \)Y) < Xo(X) +

(1=Ae(Y).
6.1.4. Tétel. Legyen o egy kockazati mérték.
(a) Ha o pozitiv homogén és X =0, akkor o(X) = 0.
(b) Ha o pozitiv homogén és eltolds invaridns, akkor o(a) = —a minden a € R esetén.

(¢) Egy monoton és pozitiv homogén kockdzati mésték teljesiti a pozitivitdst.
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(d) Tegyiik fel, hogy V' zdrt a kilonbségképzésre, azaz V. —V C V. Ekkor a ¢ kockdzati

mérték pontosan akkor koherens, ha teljesilnek rd a (2)-(5) axidmdk.

(e) Ha o szubadditiv és pozitiv homogén akkor konvex.

Bizonyitas. (a) Legyen X = 0. Ekkor X € V, igy az els¢ allitas rogton adédik a pozitiv
homogenitasbol, hiszen o(X) = 0(2X) = 20(X).

(b) Ha a € R, akkor az eltolds invariancia és az (a) allitds miatt o(a) = 0(0 + a) =

0(0) —a = —a.

(c) Egy nemnegativ X valtozé (P(X > 0) = 1) esetén a monotonitasbdl és az elsé

allitasbol addédik, hogy o(X) < 0(0) = 0, azaz belattuk a pozitivitast.

(d) Az (1)-(4) = (2)-(5) irdny igazolasahoz a pozitivitast kell megmutatni, ami (c)

alapjan adodik.

A (2)-(5) = (1)-(4) irdny igazoldsdhoz a monotonitdst kell megmutatnunk. Ehhez
legyen XY € V olyan, hogy P(X <Y') = 1. Ekkor a pozitivitds alapjén, mivel P(Y — X >
0) =1, igy o(Y — X) <0, tovabba a szubadditivitdst haszndlva o(Y) < o(Y — X) 4+ o(X) <
o(X).

(e) El6szor a szubadditivitdst, majd a pozitiv homogenitdst hasznalva azonnal ad6dik

az allitas. U

A (b) éllitas azt jelenti, hogy egy biztos pénzaramlds kockazati mértéke éppen -1-
szerese onmaganak. Tehat egy biztos veszteség kockazata pozitiv és éppen a veszteség nagy-
sagaval egyenld, mikozben, ha egy befektetés biztos (fix) nyereséget hoz, annak kockazata
negativ, ‘nagysiga’ a nyereség nagysdga. A (d) allitasbol lathatjuk, hogy alkalmas V' esetén
a kockazati mértékeknél a monotonitast felcseréljiik a koherencia definicigjaban a poziti-

vitdssal (igy, hogy ezzel egy ekvivalens axiomarendszert kapunk). Végiil megemlitjiik, hogy
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szamos szerzo egy gyengébb axidémarendszert javasol a koherencia helyett, nevezetesen a ko-
herencia 4 axiémajaban a szubadditivitast és a pozitiv homogenitast a gyengébb konvexitas

tulajdonsdgaval javasoljak kicserélni (1d. (f)).

A pénziigyben a portfolidk és pénziigyi eszkozok kockazatossagat szokas és korabban
kiilonosen elterjedt volt az eszkoz jovobeli értékének szorasaval vagy szérasnégyzetével jelle-
mezni. Fontos azonban kiemelni, hogy a mi céljainkra ezen fogalmak nem alkalmasak, hiszen
azok szamos kivanatos tulajdonsagot nem teljesitenek. Nyilvanvalé példaul, hogy egyik sem

monoton, mint ahogy azt is konnyt latni, hogy a pozitivitast sem elégitik ki.

6.2. Value at Risk — A kockaztatott érték

Jelolés. Egy X valdszintiségi valtozo esetén Fy fogja jelolni annak eloszlasfiiggvényét, azaz
Fx(z) = P(X < z). Az eloszlasfiiggvény jobbrdl folytonos verzidjat pedig Fy fogja jeldlni,
azaz Fx(z) = P(X < z). Ennek azért van jelent8sége, mert szdmos szerzé Fy-t definidlja
X eloszlasfiiggvényének. Ennéfogva a kés6ébbiek soran szamos helyen felhivjuk az olvasé

figyelmét azon koliinbségekre, amelyeket ezen kiilonbségtétel okoz.

6.2.1. Definicié. Legyen X egy valdsziniiségi valtozé, o € (0,1). Ekkor az X alsé a-

kvantilise

Ga(X) =sup{y | Fx(y) < a},
ahol Fx az X eloszlastiiggvényét jeloli, valamint

¢*(X) =inf{y | Fx(y) > a}

az X fels6 a-kvantilise.

Ha X egy (portfdlio, pénziigyi eszk6z) profitjat leiré valosziniiségi viltozo egy valoszi-

niiségi mezén és a € (0, 1), akkor X alsé a-Value at Risk értéke alatt a

VaR,(X) = —qa(X)
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mennyiséget értjiik. Hasonléan, X felsé a-Value at Risk értékének definicidja:

VaRY(X) = —¢“(X).

Az X a-kvantilisét leegyszertisitve tugy értelmezhetjiik, hogy az X jovobeli lehetsé-
ges kimeneteit (profitértékeit) két részre osztja: az esetek legrosszabb « * 100 szazalékdban
ennél az értéknél kisebb lesz a profit, 1 — a * 100 szazalékdban pedig nagyobb. Maskép-
pen, (1 — «) valésziniiséggel legalabb a kvantilis dltal mutatott érték lesz a profit (kimenet).
Ennélfogva, az a-VaR azt a veszteségértéket mutatja, aminél (1 — «) valésziniiséggel nem
fogunk nagyobb veszteséget realizalni. Tehat ax 100 szazaléknyi legrosszabb lehetséges vesz-
teségértékek legjobbikat mutatja a VaR, mésképpen, az (1 — «) * 100 szazaléknyi legjobb
lehetséges kimenetek legrosszabbikat mutatja a VaR. Azonban fontos hangsilyozni, hogy
ezek nem pontos allitasok, rdadasul az also és felsé VaR nem feltétleniil egyezik meg. A

késobbiekben erre részletesen visszatérink.

Az aldbbiakban néhany kvantilisekkel kapcsolatos hasznos tulajdonsiagot foglalunk

ossze, majd attekintjik az ezek kovetkezményeként adédo VaR tulajdonsagokat.

6.2.2. Megjegyzés. Konnyt latni, hogy a kvantilisek méas alakban is megadhatoak, hiszen

@o(X) =inf{y | Fx(y) 2 a}, ill.  ¢"(X)=sup{y| Fx(y) <a}.

/////

Fx(y) = P(X < y) eloszlasfiiggvényt helyettesitenénk az y — Fx (y) = P(X < y) (jobbrél

folytonos) fiiggvénnyel, az q,(X) és ¢*(X) értékét nem valtoztatna.

Vegyiik észre, hogy ¢*(X) = —q1_o(—X) és qu(X) = —¢'~*(—X). Ez azonnal adddik

az el0z6 megjegyzésiinket is figyelmebe véve, hiszen példaul az els6 esetben:

¢“(X)=inf{y | Fx(y) > a} =inf{y |P(-X < —y) <1-a}
— —sup{—y | P(~X < —y) <1—a} = —suwp {y| F x(y) <1-a}

= —q1-a(—X).
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Mivel {y | Fix(y) > a} C{y | Fx(y) > a}, igy ezek alsé korlatjara teljesiil, hogy
7 (X) < ¢*(X).

Ebbol azt is lathatjuk, hogy az alsé és felso kvantilisek nem feltétleniil azonosak, nevezetesen,

figyelembe véve az eloszlasfiiggvény monotonitasat, adodik, hogy
Go(X) = ¢¥(X) <= haaz {y € R| Fx(y) = a} halmaz legfeljebb egyelemii

(hiszen az eloszlasfiiggvény monotonitdsa miatt {y | Fx(y) > a} és {y | Fx(y) > a} inter-
vallumok, melyeknek jobb végpontja 0o). Az is nyilvanvald, hogy az {y € R | Fx(y) = a}
halmaz pontosan akkor legfeljebb egyelemii, ha a {y € R | F x(y) = a} halmaz legfeljebb

egyelemii.

Ez tehat azt jelenti, hogy ha az eloszlasfiiggvény egy szakaszon konstans és értéke éppen
a, akkor az azon a-hoz tartozo alsé és felso kvantilisek nem azonosak. Folytonos eloszlasok-
nal példaul ilyen esetet nem tapasztalhatunk, diszkrét eloszlasoknal viszont minden olyan
a € (0,1) érték esetén eltérnek az also és fels6 kvantilisek, ahol o eleme az eloszlasfiiggvény
értékkészletének. Azt is mondhatjuk, hogy a két kvantilis , kifesziti” azt az intervallumot,
ahol az eloszlasfiiggvény az « értéket veszi fel, pontosabban: ha ¢, (X) < ¢*(X), akkor

(2 €R| Fy(z) = ) = (¢a(X), q*(X)], haP(X = qo(X)) >0

[40(X), ¢*(X)],  ha P(X = ¢a(X)) =0,

vagy masképpen

- [¢a(X), ¢*(X)), haP(X =¢*(X)) >0
{z eR | Fx(z) =a} =
[¢a(X),¢*(X)], haP(X =¢*(X)) = 0.

A

6.2.3. Tétel. Legyen U egyenletes eloszlasu a (0,1) intervallumon és X egy tetszéleges

val6sziniiségi valtozé. Ekkor ny = qu(X), 1o = ¢V (X) és X azonos eloszlasiiak.
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Szokés egy X valdszinliségi valtozd esetén az eloszlasfiiggvényének F' );1 altalanositott in-

verzét
Fi'(y) = q,(X),  y€(0,1),

modon definidlni, amely nyilvanvaléan megegyezik az eloszlasfiiggvény inverzével, amennyi-
ben az invertdlhaté. Igy a fenti tétel értelmében F 1 (U) eloszlésfiiggvénye Fy, ha U egyen-

letes eloszlést a (0, 1) intervallumon.

A 6.2.3. Tétel bizonyitasa. Mivel U eloszldsa folytonos, igy n1 = qu(X), 12 = ¢¥(X)
azonos eloszlastak (hiszen csak egy nulla valésziniiségli halmazon kiillonboznek). Azt fogjuk

belatni, hogy
Ay ={weQ|UWw)<Fx(y)} CBy:={weQ|FUW)) <y} (6.1)

B,CC,={weQ|Uw) < Fx(y)} (6.2)

minden y € R esetén. Ezekbol ugyanis adodik az allitas, hiszen vegyiik észre, hogy U elosz-

lasa folytonos és Fx(y) = Fu(Fx(y)) = P(A,) = P(C,), tovabba nyilvan F, (y) = P(B,).

Tekintsiik (6.1) bizonyitdsat. Legyen w € A,, azaz U(w) < Fx(y) és legyen H :=
{2 | Fx(2) < U(w)}. Ekkor F3'(U(w)) = sup H és Fy balrdl val folytonossaga miatt
Fx (Fx'(U(w))) < U(w) < Fx(y). Hay = Fy'(U(w)) teljesiilne, akkor ebb8l Fx (y) < U(w)
kovetkezne. Ha y < Fy'(U(w)) teljesiilne, akkor pedig y € H is teljesiilne, ami azt jelen-
tené, hogy Fx(y) < U(w). Masképpen fogalmazva, y < Fy;'(U(w)) esetén Fx monotonitdsa
alapjan Fx(y) < Fy (Fy'(U(w))) < U(w) lenne, ezért Fi'(U(w)) < y, {gy beldttuk a (6.1)

allitast.

Most nézziik (6.2) igazoldsat. Legyen most w € By, azaz Fy'(U(w)) < y és H jelolje
ugyanazt a halmazt, amelyet a fentiekben. Ekkor y ¢ H, ennélfogva Fx(y) > U(w), igy
adodik (6.2). O
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6.2.4. Megjegyzés. Természetesen Fy helyett az Fiy fiiggvényt is hasznalhatjuk a 6.2.3. Té-

tel bizonyitasahoz. Ekkor példaul az alabbiakat konnyt belatni:
A, = {w Q| UW) < Fx(y>} CB,={weQ|F{'(UW)) <y} (6.3)
és

B,cC, = {w Q| UW) < Fx(y)} (6.4)

minden y € R esetén.

Ekkor a (6.2) tartalmazashoz hasonléan lathaté be (6.3). Tekintsiik Fii' egy alkalmas
felirdsat: legyen H := {z | Fx(z) > U(w)}, hiszen ekkor Fy'(U(w)) = inf H. Tovébbé, Fx
jobbrdl valé folytonossaga miatt F (Fx'(U(w))) = U(w). Tegyiik fel, hogy y < Fy'(U(w)).

Ekkor y < inf H miatt y ¢ H, ezért azt kapjuk, hogy F(y) < U(w), ami ellentmondas.
Az (6.4) tartalmazés pedig a (6.1) tartalmazashoz hasonléan adédik. Hiszen Fy mo-

notonitdsa alapjén y > Fx'(U(w)) esetén Fx(y) > Fx(Fx'(U(w))) > U(w). JAN

6.2.5. Tétel. Az also és felsé VaR egyarant monoton, pozitiv homogén és eltolas invarians

(egy valdsziniiségi mez6 dsszes valdsziniiségi valtozoinak halmazéan).
A Value at Risk felirhaté VaR,(X) = ¢*%(—X) és VaR*(X) = ¢1_o(—X) alakokban
is.

Tovabba egy X valdsziniiségi valtozé esetén az a +— VaR,(X) és a — VaR*(X)

fiiggvények (o € (0,1)) monoton csckkendek.

Bizonyitas. Az alsé VaR esetére ismertetjiik a bizonyitast, a fels6 VaR esetére hasonléan

egyszeriien adodnak az allitasok.

Monotonitis. Ha P(X < Y) = 1, akkor Fx(y) > Fy(y) minden y € R esetén. Ezért

{y| Fx(y) < a} C{y| Fy(y) < a}, azaz

—VaRq(X) =sup{y | Fx(y) < o} <sup{y | Fy(y) < a} = —VaR.(Y).
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Pozitiv homogenitds. Ha h > 0, akkor Fyx(y) = Fx(y/h), y € R, ezért —VaR,(hX) =

sup {y | Fax(y) < a} =sup{y | Fx(y/h) <a} =hsup{z | Fx(z) < a} = —hVaR,(X).

FEltolds invariancia. Egy tetszOleges a € R esetén Fx..(y) = Fx(y —a), y € R, ezért
—VaRo(X+a) = sup{y | Fx+a(y) < a} =sup{y | Fx(y —a) <o} = atsup{z | Fx(z) <a} =
a — VaR,(X).

A VaR ekvivalens atirasai adédnak a 6.2.2. Megjegyzésben leirtakbol.

Végill, a < B esetén {z | Fx(z) < a} C{z | Fx(z) < B}, ezért ¢,(X) < ¢z(X), amibdl

pedig adédik a VaR,, fliggvény monotonitasa a-ban.

A bizonyitds az eloszlasfiiggvény jobbrdl folytonos véltozatat (F') hasznélva a balrdl

folytonos (F) helyett 1ényegében teljesen azonos. O

6.2.6. Megjegyzés. A 6.2.5. Tétel bizonyitasaban lathattuk, hogy az alsé és felsé kvanti-
lisek egyarant pozitiv homogén mutaték, tovabbd P(X < Y) = 1 esetén ¢, (X) < o (Y),
g*(X) < q*(Y), végil barmely a € R esetén ¢,(X +a) = ¢o(X) +a, ¢*(X +a) = ¢*(X) +a.
A

A fentiekben a szubadditivitas kivételével bizonyitottuk, hogy a VaR teljesiti a kohe-
rencidhoz sziikséges 3 axiémat. Azonban a VaR nem szubadditiv, igy nem is koherens. A

VaR szubadditivitasanak cafolasara konnyt példat konstrualni, ilyeneket ismertetiink most.

6.2.7. Példa. Tekintsiink egy egyszerii (€2, F,P) val6szintiségi mez6t, ahol legyen 2 =
{w,wa, w3, wy}, és legyen P(wy) = 0,01, P(wy) = P(ws) = 0,03. Legyen X és Y egy-egy
portféliobdl szarmazo nyereség, ahol

X(wl) = —30, X(u}g) = —20, X(u)g) = —5, X(w4) = 20, (65)

Y(wl) = —30, Y((UQ) = —5, Y(W3) = —20, Y(W4) = 20. (66)
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Ekkor VaRg5(X) = VaR**(X) = VaRg5(Y) = VaR"*(X) = 5, viszont
P(X +Y = —60)=0,01, P(X+Y =-25)=0,06, P(X+Y =40)=0,93,

azaz VaRgos(X +Y) = VaR*™(X +Y) = 25. A

A kovetkezo példa Otlete Paul Embrechtstol szarmazik.

6.2.8. Példa. Legyenek az Y; valésziniiségi véltozdk (i = 1,...,100) fiiggetlenek és azonos

eloszlasuak az alabbi eloszlassal:
P(Y; =2)=0,99 és P(Y;=-100) =0,01.

Képzeljik példdul azt, hogy egy pénzintézet hiteleket ad, 1 évre, 2%-os kamatra, 100 ezer
dollar értékben. Ekkor Y; a pénzintézet egy ilyen szerzddésbdl szarmazé nyereségét irja le:
egy év alatt keres 2 ezer dollart a szerzédésen nagy valdszintiséggel, am 1 % esélye van annak,
hogy a hitel nem keriil visszafizetésre, mert példaul fizetésképtelenné vélik az tigyfél. (Az
egyszeriség kedvéért eltekintiink jelenértékek kalkulalasatol az esetlegesen kiilonbozo idoben

érkez6 pénzforgalom miatt.)

Ekkor nyilvanvalé, hogy VaRgo5(Y;) = —2. Tekintsiik most annak az L; portféliénak

a VaR értékét, amely tartalmazza a fenti 100 hitelszerzodést, azaz L = Z.m? Y;. Ekkor a

1=

portféliot masképpen is felirhatjuk, nevezetesen

100 100 100

Ly =) Y, =) (1025 —100) = —100% + 102> &,
=1

i=1 i=1

ahol a &, i = 1,2,...,100, valtozok alkalmas Bernoulli eloszlasu valtozok, paraméteriik
0,99, fiiggetlenek. Masképpen, 221201 & = n, ahol 1 binomidlis eloszldsi (100; 0,99) pa-

raméterértékekkel. Az eltolasinvarianciat és a pozitiv homogenitast hasznalva
VaR,(],Og)(Ll) = 102V&R{),05(7]) + 1002
Tovabba vegyiik észre, hogy

VaRg05(1) = —qo,05(n) > —100,
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hiszen n legnagyobb lehetséges értéke 100.

Azt kaptuk tehat, hogy

100 100
VaR 05 (Z Yi> > ZVaRO,%(Yi),

i=1 i=1

tehat ezen esetben sem teljesiil a szubadditivitas.

Ezen példa tobb szempontbdl is meglepo, sot, a szakemberek és a pénzintézetek sza-
mara valosaggal rémiszto. Egyrészt azért, mert a szubadditivitas egy fiiggetlen és azonos

eloszlasu esetben nem teljesiil, szemben az el6z6 példaval.

Masrészt azért, mert masképpen is értelmezhetjiik az eredményt. Legyen Ly egy olyan
portfolié, amely egyetlen hitelszerzodésbol all, ennek feltételei megegyeznek a fenti Y; szerzo-
déssel, am annak értéke legyen 10000 dollar, azaz L, = 100Y;. Mivel a pozitiv homogenitas

miatt VaRg p5(L2) = 100VaR 05(Y1), igy a fentieket ugy is interpretalhatjuk, hogy
VaRQQg,(Ll) > VaRQQg,(Lg).

Azaz a példank éppen az ellenkez6jét mondja annak, amit hittiink és hisziink portfélidk
diverzifikaldsarol. Kisebb a VaR-ban kifejezett kockazata egy egyosszegii nagy kolesonnek,
mint annak a portféliénak, ahol ugyanilyen kolcsonoket diverzifikdlnak fiiggetlen tigyfelek
kozott azonos teljes dsszegben! Raaddsul jegyezziik meg azt is, hogy VaR,(Y;) = —2 min-
den olyan esetben, amikor 0,01 < a < 1. Mikdzben ugyanezen tartomanyban VaR,(Ls)

értéke érzékenyen valtozik a véaltoztatasaval. A

Mint lathatjuk, a VaR a fentiek miatt nem koherens kockazati mérték. Réaadasul éppen
a sokak altal legfontosabbnak tartott szubadditivitdst nem teljesiti. Azaz, ezen mutatéval
két portfolié kockazatossagat kiilon mérve, majd Osszeadava kevesebbet kaphatunk, mint
a portféliok egyesitésével létrehozott mutato esetén. Pedig azt varnank, hogy az egyesités

soran a kockazat egy részét elimindltuk. A fentiek miatt jabb kockazati mutatékat hoztak
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létre és vizsgaltak a szakirodalomban. Ezek kozil az expected shortfall valt —tulajdonsagai

miatt— a legelfogadottabba.

6.3. Az expected shortfall — A nagy veszteségek atlaga

Az expected shortfall egy egyszer 6tleten alapszik: tekintsiik a portfolié jovobeli lehetséges
kimeneteleinek legrosszabb a x 100 szézalékat, akdrcsak a VaR esetén. Am most ezek felsd
hatara (legjobbika) helyett vegyiik ezek &atlagat. Azaz, az expected shortfall a legrosszabb
a x 100 szdzalék esetén mutatja a profit (veszteség) varhatéértékét. A pontos definicié az

alabbi.

6.3.1. Definicié. Legyen X egy valosziniiségi valtozo, melyre E(X )~ < oo és legyen a €

(0,1), ahol (X)~ az X negativ részét jeloli*. Ekkor az X a-expected shortfall értéke
1
ES.(X) = — (E [X1ix<gu0t] + 4a(X) [a = P(X < go(X))]).

6.3.2. Megjegyzés. Az E(X)~ < oo feltétel természetesen azért sziikséges, hogy a de-
finiciobeli E [X 1{x<q,(x);] mennyiség létezzen. Ezzel kapcsolatban a [6] példatar tartalmaz

tovabbi részleteket. A
Az expected shortfall megértésében segit a kovetkezo allitds, amely egy ekvivalens at-
irdsat adja a fogalomnak.

6.3.3. Tétel. Legyen X egy valosziniiségi valtozo, melyre E(X )™ < oo és legyen a € (0, 1).
Ekkor

z haxz>0

0 egyébként.



6.3. AZ EXPECTED SHORTFALL — A NAGY VESZTESEGEK ATLAGA 133

Bizonyitas. Legyen U egyenletes eloszlasi a (0,1) intervallumon és legyen 7 := Fy'(U).
Tudjuk, hogy ekkor X és 1 eloszldsa megegyezik. Tekintve, hogy az Fi' fiiggvény monoton

novekvo, a kovetkezo egyszerti allitasok adodnak:

{U<a} c{n<aX)}
tovabba, U(w) > a, w € Q, (és ezért n(w) > qo(X)) és n(w) < go(X) csak ugy teljesiilhet
egyszerre, ha n(w) = ¢.(X). Ezek alapjan

/ Gu(X)du = E (N1 r<ay)
0

= E (nLin<guy) = B (nLwsajnimeanx)y)
=E (X1{x<g(x)}) — @a(X)P{U > a}N{n < q.(X)})
=K (Xﬂ{xgqa(x)}) — qa(X) (P(X < a(X)) — ) .

Innen pedig —a-val osztva adodik az allitas. U

A 6.3.3. Tétel allitasat atirhatnank fels6 kvantilisekre is. Konnyen lathaté, hogy
Jy au(X)du = [ q"(X)du, igy ESo(X) = —2 [[7¢“(X)du. Hasonléan, a 6.3.1. Defini-
ciéban is kicserélhetnénk az alsé kvantiliseket a megfelel6 felsé kvantilisekre, ettdl az ex-
pected shortfall értéke nem valtozna. Ennek megmutatiasahoz el6szor jegyezziik meg, hogy
q*(X) = qo(X) esetén az 4llités trividlis. Ha pedig ¢*(X) > q.(X), akkor P(X < ¢, (X)) = «

és ezért azt kapjuk, hogy

E [X1ix<goooy] +¢%(X) [0 = P(X < ¢%(X))]
= E [X1{x<g 0] + ¢ (X)P(X = ¢*(X)) + ¢*(X) [o = P(X < ga(X)) = P(X = ¢°(X))]
=E [X1{x<g(x)] = —0ESa(X).

Tehat, a VaR-ral ellentétben itt nincs megkiilonboztetve alsé és felsé expected shortfall. Sot,
azt is lathatjuk, hogy egyéb forméaban is felirhatjuk az expected shortfallt, nevezetesen:

ES,(X) = —é (B [X Lix<qu0p] +da(X) [ = P(X < ga(X))])
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vagy

ES,(X) = —é (E [XLixey] +sla—P(X < 8)), Vs € [ga(X), ¢*(X)].
6.3.4. Megjegyzés. Az expected shortfall legfontosabb tulajdonsagainak targyaldsa el6tt
néhany technikai jellegli megjegyzést tesziink. Legyen X egy valdszinliségi valtozd, melyre
E(X)™ < oo és legyen v € (0,1). Vezessiik be az alabbi fiiggvényt minden y € R és w € Q
esetére:
Lix)<uy ha P(X =y) =0
X<y} = (6.7)

a

—P(X<
Tix()<y) + ﬁﬂ{x(w):y}, ha P(X =y) > 0.

Most ennek néhany egyszerii tulajdonsagat foglaljuk dssze. Ha X (w) > y, akkor 1&)(@ <y} =

0, ha pedig X(w) < y, akkor IF&) <y = 1. Tovdbbd az X(w) = ga(X) esetben, ha

(@)
P(X =y) > 0, akkor 0 < P(X < ¢o(X)) —a < P(X = ¢.(X)). A fentiek miatt

(c)
Lixcquxn € 0, 1]. (6.8)
A definiciobdl kozvetleniil adodnak még az alabbiak:

(@) _
Elix<qu(xy = @ (6.9)

ESa(X) = —a 'EX1{Y

(X<qa(X)}" (6.10)

A (6.7) jelolés bevezetésének jelentGsége, hogy a korrekcids tagot kényelmesen lehet segitsé-

gével kezelni, ahogy az a (6.10) egyenldségbél is latszik. A

6.3.5. Tétel. Legyen V = { X valdsziniiségi valtozo | E(X)™ < oo} egy valdsziniiségi mezdn.

Ekkor az expected shortfall koherens a V' halmazon.

Bizonyitas. A kvantilisek 6.2.6. Megjegyzésben ismertetett tulajdonsagai a 6.3.3. Tétellel
egyiitt azt eredményezik, hogy az expected shortfall kielégiti a monotonitast, pozitiv homo-

genitast és az eltolds invarianciat.
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fgy a szubadditivitast kell csak belatnunk. Legyen X, Y két valdszinliségi valtozod,
melyekre E(X)™ < oo, E(Y)™ < o0, és legyen Z = X + Y. Ekkor (6.8) miatt

() ()
(X = a (X)) (1{Z§qa(Z>} - 1{XSqa(X)}) = 0. (6.11)
Hiszen X(w) > qa(X) esetén 1Y), 0y = 06 X(w) < a(X) esetén 10, vy = 1.

Tovabba

a[ESu(X) + ESu(Y) — ESu(Z)]

(@) (@) (@)
E (Z Lz<qutzn — Xix<guy — Yl{YSqa(Y)})

(o) (@) () (@)
E (X [1{291&(2)} - 1{X§qa<X>}} tY [I{Zﬁqa(z)} - 1{Y§qa<Y>}D
=E ([X — qu(X)] |19 1% + Y = qu(Y)] |1 1@

Qo {Z<4a(2)} T H{X<qa(X)} o {Z<4a(2)} T Y <ga(Y)}
+E (gu(X) 1) — 1'% + qa(Y) |11 19

G {7<0a(2)} T H{X<qa(X)}| T o {Z<4a(2)} T HY <qa(¥)}
> ¢ (X)E |1\ — 1! + g(V)E [1'% —1%
= o {Z<4a(2)} T HX<qa(X)}| T o {Z<0a(2)} T HY<aa(V)}

= qa(X)(a = a) + ¢a(Y)(a —a) =0,

ahol az els6 egyenl6séget (6.10) alapjan, az egyenlétlenséget (6.11) alapjan kaptuk, majd 6.9

felhasznalasaval adédott az utolsé sor. U
6.3.6. Tétel. Ha X egy valdsziniiségi valtozo, melyre E(X )~ < oo, akkor az
a— ES,(X), ae(0,1)
fliggvény folytonos és monoton csékkend.
Bizonyitas. A 6.3.3. Tételbol latszik, hogy az expected shortfall folytonos fiiggvénye az «

biztonsagi szintnek, hiszen a tételbeli integral folytonos fiiggvénye az « fels6 hatarnak. Mivel

—(a(X) csokkend a-ban, ezért
foa —qu(X)du
a
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is az, amibol adodik, hogy az expected shortfall monoton a-ban. Ennek részletesebb bizo-
nyitasahoz legyen 0 < oy < g < 1. A kvantilis monotonitdasabdl adédoan létezik egy olyan
m € R, amelyre teljesiil, hogy f;f —qu(X) du =m(ay —ay) és m < —qqo, (X). Ezért az is

teljesiil, hogy m < ES,, (X). Ennélfogva

Qg a2 Jo,
= MES, (X) + (1 - ﬂ) m < ES., (X)
(%) Qi
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7. fejezet
Ertékpapirpiacok

Az elmult évtizedekben a pénziigyi matematika és azon beliil is elsdsorban a sztochasztikus
kalkulus eszkozei fontos szerepet jatszottak a modern pénziigy, és kiillonosen az opcidelmélet

nagyivi fejlodésében.

Az opcids szerzodések a szarmaztatott értékpapirok egy tipusat képezik, hiszen azok
értéke mas értékpapirok értékétol fiigg. Példaul ilyen egy adott részvényre vonatkozo eurdpai
vételi opcid, mely a tulajdonosat azzal a joggal ruhédzza fel, hogy egy jovobeli rogzitett
idépontban egy rogzitett aron vasarolhat egy részvényt. Az opcidelmélet alapveto feladata az
opcié ésszerii aranak a meghatarozasa, azaz az alabbi kérdésre keressiik a valaszt: |, Mennyit
lennénk hajlanddak fizetni eqy ilyen szerzddésért?” Erre a kérdésre el6szor Black és Scholes
majd Cox, Ross és Rubinstein adtak valaszt hires munkdikban (1d. [10] és [15]), amelyek a

gyakorlatban is alkalmazasra keriiltek megjelenésiik utan réviddel.

A legfébb célunk ebben a részben az, hogy ismertessiik az alapvetd opcids tigyleteket
és bemutassuk az azokkal kapcsolatos opcidarazasi problémékat egy altalanos matematikai
modellben, mindezt egy egységes terminolégiaban, amelyhez felépitésben, targyalasmodban

elsésorban a [26], [50], [51] és [52] munkék szolgaltattak.

139
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Ezt a célt kitlizve, targyaljuk a diszkrét ideji (B, S) piacok fogalmat, melyeken két
alapértékpapirral kereskednek: az egyik rizikomentes, melyet kotvénynek fogunk nevezni,
mig a masik mar véletlentol fliggd, azaz rizikds, melyet pedig részvénynek fogunk nevezni.
Szamos, ilyen piacokkal kapcsolatos fogalmat kivanunk ismertetni, példaul: onfinanszirozo
stratégiak, fedezeti stratégiak, piaci arbitrazs. Sziikséges és elégséges feltételeket fogalma-
zunk meg két fontos piaci jellemzére: az egyik a piaci arbitrazs (9. Fejezet), a mésik a
piac teljessége (10. Fejezet). Az opciés ligyletek tobb tipusaval ismertetjitk meg az olvasét
(8. Fejezet): els6sorban eurdpai tipusi tigyleteket vizsgalunk, de kitériink réviden amerikai
tipustakra is, mas szempontbol vételi és eladdsi opcidkkal foglalkozunk. Az megértéshez

szitkséges kozgazdasdgi fogalmakat ismertetjiik, tovabba példakon at azokat bemutatjuk.

Latni fogjuk, hogy az opcidarazas problémajat altalanosabban is kezelhetjiik, mint
feltételes kovetelések arazasi problémajat. Ezért a feltételes kovetelésekre kapott arformu-

lakbdl kapjuk majd az egyes ismert opcidéarazasi formuldkat (11. Fejezet).

A médszerek alapjat martingalelmélet, és kilonosen a folytonos idejii piacok esetén
sztochasztikus kalkulus jelenti. Az egyszeriibb diszkrét idejii modellben hasznalt mdédszerek
és eredmények megértése azért is fontos, mert szamos helyen alkalmazhatoak analdg otletek
és modszerek a folytonos idejii modellben is, melyek technikailag nagyobb eszkozrendzsert
(sztochasztikus kalkulus) igényelnek. A koényv végén, a 11. Fejezetben réviden utalunk
a legnevezetesebb folytonos idejii modellre és az altalunk targyalt diszkrét idejii modellek

kapcsolatara a folytomos idejii modellekkel.

[gaz, azt is meg kell itt emliteniink, hogy az alapvetd diszkrét idejii eredményekhez

nem feltétleniil sziikséges a valészinliségszamitdsi megkozelités (1d. [16]).
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7.1. Alapértékpapirok és kereskedés a piacon

Altaldnos feltételek

Mindenekel6tt ismertetjiik azokat a piactipusokat, amelyeket a tovabbiakban vizsgalni
kivanunk. Olyan pénziigyi piacokkal fogunk foglalkozni, amelyeken a piaci szereplék (vagy
résztvevl) (példaul kereskeddk, spekuldnsok, befekteték) szamara adott két pénziigyi eszkoz
—alapértékpapir—, melyekkel kereskedés folyik minden idopillanatban. Ezen alapértékpapi-
rok egyikét részvénynek, mig a masikat kotvénynek fogjuk nevezni. Feltessziik, hogy a piaci
szereploknek a részvényekkel illetve kotvényekkel valo kereskedés soran nem kell tranzakcios
koltséget fizetni. Természetesen ezek mellett szarmaztatott értékpapirok is elérhetéek a

piacon. Ezek szerepével, arazasaval foglalkozunk a késébbiekben.

A piacot egy véges [0,T] (T € RY) id6intervallumon fogjuk vizsgalni, ahol a 0 felel
meg a jelenlegi iddépontnak, a T pedig az an. lejdrati idét jeloli. Az id6 szempontjabodl
megkiilonboztetliink diszkrét és folytonos idejii modelleket. Az els6 fejezetekben diszkrét
ideji modellekkel fogunk foglalkozni. Ebben az esetben feltessziik azt, hogy adott az idépil-
lanatoknak egy 0 = t) < t; < ... < tny_1 < ty = T véges sorozata. Ezeket az idopontokat
kereskedési idének fogjuk nevezni, ezek jelolik azon idépontokat, amikor az 1j arak a piacon

életbe lépnek, ismertté valnak.

A kotvény egy kockdzatmentes eszkoz, hiszen a B-vel jelolend6 ara az idonek és a
kamatldbnak egy determinisztikus fliggvénye lesz, ahol a kamatlabrol feltessziik, hogy ismert
és nem véletlen (de nem szitkségképpen konstans) a [0, 7] idSintervallumban. Kozgazdasigi
megkozelitésben a kotvények olyan kovetelések, amelyeket altalaban az allam, a vallalatok,
a bankok és egyéb pénziigyi intézmények bocsatanak ki annak érdekében, hogy forrasaikat

noveljék. Ilyenek példaul az allamkotvények, kincstarjegyek, vallalati kotvények.

A kotvénnyel ellentétben a részvény egy kockdzatos eszkoz, amelynek S-sel jelolt arat
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véletlentdl fiiggbének tekintjiik, azaz sztochasztikus folyamatnak, mely a [0,7] intervallu-
mon van definidlva. Részvényeket altaldban bizonyos vallalatok (pl. részvénytarsasigok)

bocsatanak ki a miikodésiikhoz sziikséges toke biztositasahoz.

Fontos azonban hangsilyozni, hogy a koévetkezdkben leirt matematikai modellekben
mindossze annyit sziikséges feltenntink, hogy az egyik piaci eszkoz ara véletlentil valtozzon,
mig a masiké ne legyen véletlentol fiiggd. Ezért elméletiinkben nem csak a hagyomanyos
kozgazdasdgi értelemben vett részvények tehetnek eleget a részvény definiciéjanak, hanem
(kiilfoldi) devizdk és egyéb (pénziigyi) eszkozok is, amelyek drfolyamata a fentiekben leirt
moédon modellezhet6. A hagyomanyos értelemben vett részvények esetén elsGsorban a piac
aktualis allapotéanak valtakozéasa illetve a véllalat termelési tevékenysége és annak valtozasai
okozzak a részvény aranak véletlen mozgdasat. Hasonldan, az elméletiink kétvényfogalma sem
egyezik meg a kozgazdasagi kotvényfogalommal. Tekinthetiink kotvénynek az elméletiinkben
minden olyan eszkozt, amelynek a vizsgélt idoszakra vonatkozé arfolyamata ismert. Ilyen
eszkoz lehet a nemzeti valuta, amelyben a részvények arait kifejezziik, s amelynek kamatlaba

az a kamatlab, amely pénzkolcson esetén a fizetendo kamatot meghatarozza.

A tovébbiakban a kotvény illetve a részvény ¢, (n = 0,...,N) idépillanatbeli arét
rendre B, illetve S,, fogja jelolni. A fentiek alapjan B, egy valdos konstans, mig S, egy
valészintiségi valtozd lesz. Megjegyezziik azonban, hogy a szakirodalomban tobb szerzo
altalanosabban azzal a feltételezéssel él, hogy a kotvény arfolyamata is valtozhat véletlentil,
am az arfolyamat prediktalhatd, azaz B, értéke ismertté valik (legkésébb) a ¢, idopontban.
Ekkor a konyviinkben targyalt eredmények egy része vagy annak analdgja levezetheto lenne,

de ezzel az dltalanos esettel nem foglalkozunk.

Feltessziik azt is, hogy a kockdzatmentes kamatlabra kolcson felvétele és koleson adasa
egyarant lehetséges. Itt megjegyezziik, hogy altalaban a kotvény arfolyamatat a kamatlabbal
hatdrozzuk meg (adjuk meg), vagy éppen forditva. Nevezetesen, az esetek tobbségében a

kotvény arat a t,, idépontban (n =1,...,N) B, = (14+7,)B,,—1 alakban adjuk meg, ahol r,, a
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[tn—1,ts] id6szakhoz tartozé kamatlab, azaz a t,-ben kapott hozam a [t,_1,t,] id6szak utan.
Ha azonban adott a kdtvény arfolyamata, akkor az r, := B,/B,-1 —1 (n =1,...,N —
1) formuldaval definidlhatjuk a kamatlabat. Ugy is megfogalmazhatjuk feltételiinket, hogy
kotvényeket lehet kolesonbe adni és venni egyarant. Fontos hangsilyozni, hogy a kétvény ara
csak a kereskedési idépontokban valtozik, azaz az ar konstans B, a [t,, t,+1) id6intervallum
alatt (ahol (n = 0,...,N — 1)) ésa B,y ar (n = 1,...,N — 1) a t,41 id6pontban 1ép

érvénybe.

Hasonlo feltételt fogalmazunk meg a részvényekre is. Feltessziik, hogy részvények fe-
dezetlen eladdsa megengedett. Ez azt jelenti, hogy eladhatunk részvényeket egy [0, T]-beli
id6pontban tigy, hogy a részvényeket csak a lejarati idépontban (7°) kell atadni. Ugy is fogal-
mazhatunk, hogy S; 6sszegben pénzkdlesont kapunk a ¢ € [0, 7] idépontban (amely megfelel
egy részvény értékének), de ez esetben a kdleson értéke részvényegységben van kifejezve,
azaz a T idopontban egy részvény arat kell visszafizetni, amely megfelel az Sy pénzosszeg-

nek. Tehat a fedezetlen részvényeladast részvénykolcsonként is értelmezhetjiik.

Kereskedés a piacon

A piac szerepléi azok, akik részvényeket vagy kotvényeket adnak el vagy vasarolnak
meg. Amennyiben egy piaci szereplé (3 egységnyi (0 € R) kotvényt és v egységnyi (v € R)
részvényt birtokol, akkor mésszéval azt mondjuk, hogy a ((,~) parral definidlt = portfélict

birtokolja.

Tegyiik fel, hogy egy befekteté a to = 0 idépontban mar rendelkezik egy mo = (5o, Vo)
portfélioval, amelyben [, jeloli a birtokolt kétvények szamat és v a birtokolt részvények
szamat. Ezek alapjan a kezdeti idépontban Xy > 0 kezd6tokével rendelkezik az egyén, melyre

Xo = Bo By + S0, ahol Sy és By a részvény és a kotvény kiinduldsi drai. Ebben a kiinduldsi
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idépontban, az 14j piaci informaciok (pl. arak) ismeretében az egyén donthet a portfélidja
atrendezésérol, kotvények eladasaval és részvények vasarlasaval, vagy éppen forditva, s ezzel
létrehozhat egy 4j m = (G1,71) portfdliot. A portfdlié atrendezésére vonatkozéan kettd

megszoritast tesziink:

o cgyrészt feltételezziik, hogy az atrendezést csak a t; idépont el6tt rendelkezésre allo

informaciok alapjan, azaz a By és Sy arak alapjan végezte el a befekteto,

e mésrészt feltessziik, hogy nem lehetséges sem a t&kébol valé pénzelvonas (pl. addk
vagy tranzakciés koltségek miatt), sem a t6kéhez pénz hozzatétele (pl. részvények

utdn kapott osztalék miatt).

Tehét adhatunk el értékpapirt, vehetiink fel kolesont (kdtvényben) vagy akar short
selling segitségével csokkenthetjiik a részvénymennyiséget, de a felszabaduld teljes Osszeget
a masik értékpapirba kell fektetni. A fentiek alapjan az atrendezett portfélié ki kell, hogy

elégitse az

Xo = 51 Bo + 715

egyenletet. A fenti feltételek esetén a befektetési stratégiat onfinanszirozonak nevezzik.

Jegyezziik meg, hogy az Onfinanszirozas szempontjabol valgjaban nem lényeges a kez-

deti my = (5o, Y0) portfolié ismerete, elég az X kezdeti tékét ismerniink.

A t1 id6pontban az 1j arakat bejelentik és azok életbe lépnek a piacon, ezért az ekkor

m1 portfoliot birtokld befektetd altal realizalt 4j portféliGérték

X1 = 0181+ 7151

Lathato, hogy a részvényar véletlen valtozasanak kovetkeztében tékeveszteség jelent-

kezhet (ha Xy > X), de ugyanakkor nyereséget is realizalhat a befekteté (ha Xy < X7).
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Ha a fentiekhez hasonldéan a befektet6 folytatja a stratégidjdt, akkor egy tetszoleges t,,_1
kereskedési id6pontban a m,_1 = (6,_1, Yn—1) portfélié birtokosa lesz, amelynek értéke a t,,_1-
beli B,,_1 és S,,_1 arak ismeretében X,,_1 = B,_1Bn_1 + Yn-1Sn—1. A t, kereskedési idépont
el6tt az addig elérheté piaci informéciok (példaul spot arak és kordbbi arak) birtokdban a
befektetd ismét atrendezheti a portfélidjat, kialakitva ezzel egy 4j 7, = (05, vn) portfoliét
ugy, hogy az eleget tesz az onfinanszirozas feltételének, tehat X,,_1 = 3,Bn-1+7YSn_1. A t,
idépontban az 1j arak bejelentésekor ez azt jelenti, hogy a befektet6 az X,, = 5,B, + 7.5
tékeértéket fogja realizalni. Egy ilyen stratégia esetén az {X,}Y_; sorozatot a stratégidhoz

tartozo értékfolyamatnak fogjuk nevezni.

Fontos kiemelniink, hogy a részvények és a kotvények arai nem vehetnek fel negativ
értéket, am a portfélioban lehetnek negativ értékek. Egy negativ (3 érték egy kolcsonnek felel
meg. Ez azt jelenti, hogy egy t idépontban kapott = 6sszegii kdlcson esetén (t € [t,,, t,11), 0 <
n < N —1) a kdlesont felvevének zB,,/ B, Osszeget kell visszafizetnie, ha kotelezettségének
a t, id6pontban tesz eleget (ahol n < m < N). A v negativ értékei pedig fedezetlen
részvényeladasoknak felelnek meg. Végiil megjegyezziik, hogy tovabbi feltétel lehetne az,
hogy az { X, }_, értékfolyamat ne vehessen fel negativ értékeket, hiszen ez valés gazdasigi
helyzetben igen természetes feltételnek tiinik (X, < 0 ugyanis a befekteté csédjének fe-
lelne meg). Azonban latni fogjuk a 9. és 10. Fejezetekben, hogy ezt nem sziikséges kiilon

megkovetelni a késébbiekben definialt modelljeinkben.

A matematikai modellben az informacié aramlasat o-algebraknak egy monoton névekvo
rendszere, még pontosabban fogalmazva egy filtracié fogja reprezentdlni (1d. 8.1.1. De-
finici). Egy t, iddponthoz tartozé o-algebra azon eseményekbél &ll, amelyekrdl az adott
idépontig torténo megfigyelések alapjan el tudjuk donteni, hogy bekovetkeztek-e vagy sem.
Igy minél t6bb id8 telik el (azaz minél nagyobb az n index értéke ¢,-ben), anndl t&bb in-

formaciohoz juthatunk és ezért annél gazdagabb lesz az adott idoponthoz tartozé o-algebra.
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Példa: bindris piacok

A bindris piac egy egyszeru tipusa a diszkrét idejii piacoknak. A bindris piacon a

By, By, ..., By kétvényarakat
B,=14+r)1+re)...(14+7r,)Byg (n=1,...,N)
formulaval adjuk meg, azaz
B,=(1+r,)B,1 (n=1,...,N)

ahol N a kereskedési id6k szama, 1, pedig [tn—1,t,] idéintervallumhoz tartozé kamatldbat

jeloli.

A részvény arfolyamatanak indulé értéke Sy, majd minden kereskedési idépontban két
lehetséges érték koziil veszi fel az egyiket véletleniil. A két lehetséges érték egyike rendsze-
rint az ar novekedéséhez vezet, mig a masik arcsokkenést eredményez. A részvény aranak
fejlédését egy irdanyitott bindris faval szemléltethetjiik (1d. 7.1. Abra), amelynek gyokere Sy
és az n-ik réteg minden csticsa (n = 0,..., N) a t,, id6pontbeli lehetséges arak egyikének felel
meg. A fa minden csicsdbdl —a fa levelei kivételével— két iranyitott él indul ki, amelyek az
arnak a kovetkezo kereskedési idoponthoz tartozé két lehetséges ugrasat szemléltetik. Tehat
a t, idépontban a lehetséges 2" ar egyike fog bekovetkezni; a 2V levél pedig az arfolyamat 2V
trajektoridjanak feleltetheté meg, amelyek az ar [0, 7] id6intervallum alatti fejlédését irjak

le.

Ezt a modellt altaldanosan nemhomogén bindris modellnek is szoktak nevezni, hang-
silyozva, hogy ennek specidlis eseteként &all el6 az un. homogén modell. A homogén
modellben a kamatldb konstans a vizsgdlt idéintervallumon, a részvények hozamai (azaz
Sp/Sn-1—1,n=1,..., N) —amelyek mindegyike valdsziniiségi véltozé— pedig fiiggetlenek
és azonos eloszlasuak. Ezeket a feltételeket a kovetkezoképpen irhatjuk le. Adott egy r > 0

konstans és a —1 < a < b egyiitthaték ugy, hogy

r=r=T9=...=TN
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SN
Sn-11 <: g
N2

Sa.1
So2
So
So.3
So.4
SN2N_1
Sn_128-1
SN72N
7.1. abra. A részvény drfolyamata bindris piacon
Minden n (0 < n < N) esetén {S, x|k =1,...,2"} a fa n-edik rétege.
és

Sn:Sn_1(1+pn) nzl,...,N,

ahol a p,-ek fliggtelen azonos eloszlasu valdszintiségi valtozdk, amelyek csak az a vagy a b

értékeket vehetik fel. Egy ilyen arfolyamatot leir6 fat mutat be a 7.2. Abra.

A piacok tovdbbi jellemzdi

A piacok targyalasa soran felmeriil egy jabb lényeges fogalom, nevezetesen az arbitrdzs

(arbitrage) fogalma.

Az arbitrazs lehetOség fogalmét precizen fogjuk targyalni (definidlni, jellemezni). Itt
most csak 'pongyolan’, dltalanossagban a kovetkezo leirast adjuk: egy olyan lehetdség tigy-
letek kotésére, azaz pozicidk felvételére a piacon, mely a piaci tokéletlenségeket kihasznalva

biztosit kockazatvallalas nélkiil profitot. Masképpen fogalmazva az arbitrazs —vagy ingyen-
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So(1+b)3

So(1+a)(1+b)?

S So(1+a)(1+0)

So(14+a)?(1+0b)

So(1+a)?

7.2. abra. A részvény drfolyamata homogén bindris piacon

Itt a fa n-edik rétege (Id. 7.1. Abra): {So(1+a)*(14+b)" % |k =0,...,n}.

ebéd— egy olyan ingyen lotté lesz, melyen mér csak nyerhetiink.

Az arbitrazs egyik klasszikus példaja az, amikor egy piaci szerepld felismeri, hogy két
piacon bizonyos joszagnak, valutanak vagy éppen részvénynek kiilonbozoek az arai és ezt
kihasznalva mindkét piacon parhuzamosan tranzakciékat kezdeményez. Példaul megvasarol
egy bizonyos mennyiséget egy eszkozbol az egyik piacon és azt szinte azonnal eladja a mésik
piacon magasabb dron. Az tn. kamat-arbitrazs (interest arbitrage) egy madsik tipusa az
arbitrazsnak. Ebben az esetben az egyes orszagokban a kiillonboz6é nagysagia kamatlabak

jelentik a rizikémentes profitszerzés lehetGségét.

Bar a mindennapi életben a piaci tokéletlenségek miatt elofordulhat, hogy arbitrazs
lehetoségekkel talalkozunk, elméleti szempontbdl mégis azok a piacok lesznek az érdekesek,
ahol nincs arbitrazs lehetdség. Ezért a fentiek mellett tovabbi feltételekre lesz sziikségiink a

diszkrét idejli piacokon az arbitrazsmentesség biztositasara.
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Ezen probléma vizsgalata soran felmeriil egy 1jabb fogalom, a piaci teljesség, amely
egy igen kedvezo tulajdonsiaga egyes piacoknak féleg a matematikai kezelhetdség szem-
pontjabdl. A teljességre sziikséges és elégséges feltételeket fogunk megfogalmazni. Egy
piac teljessége azt jelenti, hogy béarmely el6zetesen célként rogzitett tervezett vagyonérték
pontosan elérhet6, kigazdalkodhato a T lejarati idore akkor, ha egy bizonyos mennyiségii
kezdeti téke a rendelkezésiinkre all. A tervezett vagyonérték azonban nem sziikségképpen
egy konstans 0sszeg, hanem megadhaté példaul a részvényarnak a lejarati idépontig torténd
mozgasanak fliggvényében is, azaz az lehet az Sy, Sy, ..., Sy arak egy fiiggvénye is, azaz egy
véletlen kifizetés. Hiszen az vilagos, hogy barmely konstans vagyonérték kigazdalkodhatd
ugy, hogy annak T-r6l a jelenlegi id6pontra diszkontdlt értékének (azaz a jelenértékének)

megfelelo Osszeget lekotnénk, tehat kotvényt vasarolndnk az adott Gsszegért.

7.2. Opcidk

Opciok, mint szdrmaztatott értékpapirok

Tekintstink egy, a 7.1. Fejezetben leirt értékpapirpiacot. Ott leirtuk azokat az alap-
vetd értékpapirokat, amelyekkel egy ilyen piacon kereskednek. Ezen alapveté értékpapirok
segitségével azonban tudunk wjabb, osszetettebb pénziigyi szerzodéseket is létrehozni. fgy
ujabb értékpapirokat kaphatunk, amelyeket szdarmaztatott értékpapiroknak neveziink, hang-
stlyozva ezzel azt, hogy ezek mdas (mér 1étezd) értékpapiroktdl fiiggnek. A szérmaztatott
értékpapir-szerzddések a szerzodo felek bizonyos jogait tartalmazzak az ,,alapvetd” pénziigyi
eszkozokre vonatkozdan, ezért értékiik is fligg ezen ,,alapvetd” pénziigyi eszkézok értékétdl.
Ez az oka annak, hogy gyakran feltételes kovetelésekként is hivatkoznak a szarmaztatott
értékpapirokra az irodalomban. A forward és futures szerzédések egyarant emlithetéek pél-
daként, mint ahogy az opcids szerzddések is szarmaztatott értékpapirok, s ez utébbi tipus a

targya elsésorban ennek a résznek.
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Elsésorban az un. eurépai illetve amerikai opcidkra forditjuk a figyelmiinket, amelyek
a legismertebb és legelterjedtebb tipusu opcidk. Mindkét esetben két alapvetd osztalyat
kiilonboztethetjiik meg ezen tipusoknak, az egyiket vételi, mig a masikat eladasi opcionak

(vagy opcids tigyletnek) nevezziik.

Egy adott részvényre megkotott vételi opcids szerzddés azt a jogot biztositja a papir
tulajdonosanak (vagy vasarlénak, birtokosnak), hogy a szébanforgd részvényt az opcié eladd-
jatdl (vagyis kibocsatdjatol) megvasarolhassa egy, a szerzddésben rogzitett aron egy jovébeli
id6pillanatban vagy iddpillanatig (ddtumig). Ezzel szemben az eladdsi opcid esetén a vevd
joga az adott részvény eladdsa a rogzitett aron a meghatarozott idében. A szerzédésbeli
rogzitett arat érvényesitési drmak nevezzik és K-val fogjuk jelolni ebben a részben. Azt a
végsé datumot, ameddig az opcids jogot érvényesiteni lehet (azaz a vevé az opcids szerz6dés
tipusatdl fliggden véasarolhat vagy eladhat egy részvényt) lejdrati idének (datumnak) neve-
zik az irodalomban és T-vel fogjuk a tovabbiakban jeldlni, hiszen ez az az utolsé id6pont,

ameddig a piacot meg kivanjuk figyelni, mint az értékpapir tulajdonosai.

Az amerikai és az eurdpai tipusi opcios ugyletek a lejarati idével kapcsolatban tartal-
maznak kiillonboz6 szerzédési feltételeket. Az eurdpai opciot csak a lejarati T id6ben lehet

érvényesiteni ellenben az amerikaival, amely a lejaratig barmely idopontban érvényesitheto.

Lényeges kiemelniink, hogy a fenti joga az opcié tulajdonosanak természetesen nem
kotelessége egyben; az 6 dontésén muilik, hogy él-e ezzel a joggal és lehivja az opciot, vagy

nemn.

Az opcio lehivdsa

Most tekintsiink egy részvényre vonatkozd eurdpai vételi opciot egy értékpapirpiacon.
Jeloljitk most ezen részvény t € [0, T] id6pontbeli értékét Si-vel. Megjegyezziik ugyanis, hogy

az elkovetkezend6 opcidkrol megfogalmazott altalanos megallapitdsaink nem csak a diszkrét



7.2. OPCIOK 151

idejti esetre teljesiilnek. fgy By, S; helyett a késébbi 8.1.1. Definiciébeli Sy, ..., Sy, By, ..., By
jeloléseket csak akkor fogjuk haszndlni, ha megjegyzéseink specialisan csak a diszkrét ideji

piacokra érvényesek.

Ha a lejarati 7" id6pillanatban a részvény St piaci ara nagyobb, mint az érvényesitési
ar, akkor a tulajdonos vasarolhat egy részvényt K aron és eladhatja azt azonnal a piacon
St aron, hogy ezzel az Sy — K nagysagu profitot realizalja. Am elofordulhat, hogy St
kisebb vagy egyenlo, mint K, s ezzel az opcids szerzodés értéktelenné valik, hiszen semmi
értelme nem lenne az opcids jogot érvényesitve részvényt vasarolni, ha a piacon az olcsébban
megszerezheto. fgy azt mondhatjuk, hogy az opcids szerzédés lényegében felruhdzza annak

tulajdonosat a lejaratkor az
(St — K)* := max(0, St — K)

jovedelem megszerzésére, amely nyilvanvaléan egyben az opciét kibocsatéd veszteségének felel

meg. Masszdval az opcié értéke a T' idépontban (Sp — K)*.

Ennélfogva konnyen talalhatunk korlatokat a K értékére. A K értékét az St lehetséges
értékeinek tartomanyabdl ésszerti venni, igaz, ez az allitas csak akkor hasznalhatd, ha ezen
tartoméany valahogy elorejelezheto. Példaul egy a és b egytuitthatokkal ellatott d.i.h.b.-
(B, S)N piacon a

IIlll’l(SN(u))) = S(](l + a)N <K< So(l + b)N = I(f}léi{)zi(SN(w))

weN

egyenlOtlenségnek kell teljestilni, feltéve, hogy a szerzodé felek racionalis dontéseket hoznak.

Bizonyos moédositasokkal a fentiekkel analdog megjegyzéseket tehetiink eurdpai eladasi
opcidk és amerikai opciok esetén is. Mindossze kettét emlitiink koziiliik. A vételi opcid
tulajdonosaval ellentétben az eladasi opcidé tulajdonosa azt szeretné, hogy a részvény ara
menjen az érvenyesitési ar ald, hiszen ekkor a piaci arnal magasabbért vasaroltathatna meg

az opcid kibocsatéjaval a részvényét. Nyilvanvalo, hogy amerikai opcidk esetén a fentiekben
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tett megallapitasokban T' és St szerepét tetszéleges t € [0, T és hozza tartozé S; jatsza.

Poziciok

A kiilonbozo6 értékpapirok esetén az egyes felek szerzddésben jatszott szerepe alapjan
kiillénb6zé pozicidkat tudunk értelmezni. Azt mondjuk, hogy egy (vételi vagy eladési) opcié
vasarldja a (vételi vagy eladdsi) hossz-spekuldcids pozicioban (hossz-poziciéban) van, mig az
opcidt eladé fél a (vételi vagy eladési) bessz-spekuldcids poziciot (bessz-poziciot) birtokolja,

melyek megfelel¢ kotelezettségekkel jarnak egytitt.

Hasonléan, a részvény birtoklasa egy részvény hossz-poziciot jelent, ellentétben a rész-
vény bessz-pozicioval, mely egy fedezet nélkiili részvényeladas kovetkezményeként azt a kote-

lezettséget jelenti, hogy egy meghatarozott lejarati datumig kell a részvényt atadni.

Az opcidk ismertetésének és besorolasanak egy hasznos eszkoze az, ha meghatarozzuk
az egyes poziciékban a kifizetés értékét arra az idépontra vonatkozdéan, amikor az opcids jog
érvényesitésre keriil. S6t, ez az egyediili informacié, amely a tovabbiakban a matematikai
modelliinkho6z sziikséges az opcidkrdl. Azt a fliggvényt, amely megmutatja az opcid tulajdo-
nosa altal kapott pénzosszeget (az opcid érvényesitésének idépontjaban), az opciéhoz tartozoé

kifizetési fuigguénynek nevezziikk. Konnyen lathatd, hogy a kifizetési fiiggvény

(St — K)™ := max(Sy — K,0) (> 0) eurdpai vételi hossz-poziciénél, s ennélfogva

e —max(Sr — K,0) = min(K — S7,0) (<0) eurdpai vételi bessz-pozicié esetén,

(K — Sr)T :=max(K — Sr,0) (> 0) eurdpai eladési hossz-poziciénal, s igy

e —max(Sr — K,0) = min(K — S7,0) (<0) eurdpai eladési bessz-poziciénal.

A fenti képletekben T-t t € [0,7]-vel helyettesitve megkapjuk az amerikai opciok

kiillénbo6z6é pozicidinak megfelel6 kifizetési fiigvényeit a ¢ idépontra vonatkozéan (ha azok
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Profit Profit
C
1 ST
0 K
1 ST
0 K
—
vételi hossziu pozicio vételi rovid pozicio
Profit Profit
St
K—P 0 K
Sy ¥{—-K+P
0 K
eladdsi hossziu pozicio eladdsi rovid pozicio

7.3. abra. A teljes profit vagy veszteség eurdpai opciokndl a lejaratkor
A C illetve P a vételi illetve eladdsi opcidkért fizetett Gsszeg. Minden esetben a nyereség vagy veszteség

(fiiggbleges tengelyen) az St részvényér (vizszintes tengely) fiiggvényeként van &dbrazolva.

a t-ben lennének érvényesitve).

Ahhoz, hogy a teljes nyereséget vagy veszteséget megkapjuk az egyes pozicidk esetén,
modositanunk kell a fenti formuldkat azzal a pénzosszeggel, amit az opcidért fizetett a vasarld
az eladénak (kibocsatonak) a 0 idépillanatban, azaz az opcid draval. Ezt mutatja a 7.3. Abra,
ahol az egyszerl kifizetési fliggvények miatt az ott szereplo egyenesszakaszok meredeksége

rendre 0 vagy 1 vagy -1.

Egy eurdpai vételi opcié kibocsatoja létrehozhat egy un. fedezett vételi poziciét ugy,
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hogy az opcid eladasaval egy idében egy részvényt vasarol. fgy a kibocsatd esetleges vesz-
tesége ((St — K)T) mér fedezve lenne, ha az opcids jogot vele szemben érvényesitenék.
Hasonléan beszélhetiink fedezett eladasi poziciérdl, amely azt jelenti, hogy egyszerre van
a birtokunkban egy részvény és egy eladasi opcié. Konnyen ellenérizheté a 7.3. Abrara
pillantva, hogy az alabbi poziciék két ekvivalencidja (a teljes nyereségekre vonatkozoéan)

érvényben van:
fedezett vételi pozicid (részvény hossz + vételi bessz) < eladési bessz, (7.1)

fedezett eladdsi pozicié (részvény hossz + eladdsi hossz) < vételi hossz. (7.2)

Ezek az egyszeri osszefiiggések kiillonosen az opcidkkal valo kereskedések elsé éveiben jatszottak
fontos szerepet, ugyanis akkor még az eladasi opcidk nem voltak engedélyezve, am (7.1) és

(7.2) segitségével ezek a pozicidk ,,mesterségesen” létrehozhatdk voltak.
Az alapfeladat: az opcio drazdsa

A kés6bbiekben, ha hangsulyozandé a kiilonbség, C illetve P fogja jelolni az éppen
vizsgalt vételi illetve eladasi opcidé arat, annak Eu és Am indexe pedig rendre arra fog

utalni, hogy az adott opci6 eurdpai-e vagy éppen amerikai.

Az opcidkkal kapcsolatos alapveto kérdés tehat a kovetkezd. Mennyi az opcio fair
vagy €ésszert dra a kezdeti 0 idopontban? Természetesen a kérdés egyben felveti a 'fair’ sz
értelmezését is? KEgyelore annyit mondunk, hogy fairnek olyan arat képzeliink el, melyet
a szerz6dés mindkét fele elfogadhaténak tart a piaci informaciok alapjan. Am felvet6dik
természetesen az a moédositott kérdés is, hogy (legfeljebb) mennyit lennénk hajlanddak fi-
zetni a kezdeti 0 idépontban egy opcids szerzodésért, amely feljogosit egy véletlentdl fiiggo,
azaz bizonytalan Osszeg realizdlasara a lejaratkor. A késébbiekben erre a kérdésre 'vevoi fel-
adatként’ hivatkozunk. Tovabbéd ennek mintdjdra azt is kérdezhetnénk, hogy (legaldbb)
mennyiért lennénk hajlanddak egy ilyen kotelezettséget vallalni az opcié kiaddsaval. A

kés6bbiekben erre a kérdésre ’eladdi feladatként’ hivatkozunk.
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Latni fogjuk a konyviinkben illetve a [7] példatarban, hogy ezek a nem teljesen azonos
kérdések mind érdekes feladathoz vezetnek, melyek egyes egyszerii piacokon akar azonos
valaszokat is adnak, més esetben viszont kiilonboz6 drakhoz vezetnek. Mégis lesz benniik
egy fontos kozos elem: mindegyik konzisztens lesz a piaccal, a piac tobbi értékpapirjaval
abban az értelemben, hogy nem biztosit arbitrazslehetéséget a piacon senki szaméra. Ezzel
meg is foglamaztuk a 'fairség’ vagy ’ésszerliség’ értelmezését: azok az arak lesznek ilyenek,

melyen mellett a piac arbitrazsmentes marad.

A korabbiakban ismertettiik az opcidk legfontosabb tipusait és meghataroztuk azoknak
a lejarati idohoz tartozoé kifizetési fiiggvényét. Masképpen gy is fogalmazhatnank, hogy a
kifizetési fliggvény megmutatja az opcié lejaratkori értékét a piac allapotéatol fiiggéen (igy
pl. az alaptermék aratdl fiiggden), s a feladat az, hogy az opci6 korabbi idépontokhoz tartozoé
(lehetséges) értékeit, kiilonosen a kezdeti 0 idéponthoz tartozé értékét —azaz jelenlegi arat—

meghatarozzuk.

Tekintstink példdul egy eurdpai vételi opciot K lehivési (érvényesitési) arral és le-
gyen T a lejaratanak ideje. Lattuk, hogy egy ilyen értékpapir azt a jogot biztositja a
vasarlojanak, hogy egy részvényt vasarolhasson a lejaratkor K aron. Ezzel a vasarld egy
jovébeli (lejaratkori, T-beli) bizonytalan (S — K)T Osszeget véasarolt meg. A szerzddés
eladdja szamara ugyanez a kifizetés egy bizonytalan kotelezettséget jelent, amelyet a lejarat-

kor kell kifizetnie, akkorara kell kitermelnie.

A fentiekben kifejtett feladatok koziil most tekintsiik az eladéi feladatot. Ekkor olyan
arat keresiink, amely biztositja a lehetOséget a kibocsato szaméra, hogy a felmeriild esetleges
veszteségeit (amely éppen (S — K)T) képes legyen fedezni a lejaratkor. Tehat keressiik
meg az ehhez sziikséges minimalis kezdotokét, s adjuk ezt az eladénak, mint opcids dijat a
szerz6dés megkotésekor. Ezt a mennyiséget a kés6bbiekben (ld. a 8.2.12 Definicié) Cy g,

fogja jelolni, ahol az esetiinkben fy(Sy) = (Sy — K)*.
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Ekkor az aldbbiakat fogjuk beldtni a feladat megoldasérdl, Cy s, -r6l, amely alapjan

azt az opcio fair aranak tekinthetjiik.

e Ez egy olyan tokemennyiség, mely lehet6vé teszi a kibocsatd szamara, hogy a tervezett
(Sy — K)T tékére egy fedezeti stratégiat szervezzen, amely kitermeli a fenti kifizetési

kotelezettségét.

e Tovabbé ez a minimélis ilyen tulajdonsigu kezdeti téke (I1d. 8.2.14 Megjegyzés), amely
azt jelenti, hogy semmilyen ennél alacsonyabb ar esetén nem tudna biztosan teljesiteni

a szerz6dési kotelezettségeit a kibocsatd. (Azaz ez az eladdi feladat megoldésa.)

e Barmely ennél magasabb ar arbitrazs lehetoséget teremtene a kibocsatd szamara,
ugyanis ez egy CP* — Cy, nagysagu profit azonnali realizdldsat biztositand a ki-
bocsatéonak, hiszen Cpy p, nagysagi toke elég lenne a szerzOdésbeli kotelezettségei
kielégitésére gy, ahogy azt mar fent leirtuk (azaz Cy y, kezdeti t6kével indulva egy

fedezeti stratégiat (Sy — K)T-re végrehajtva).

A fentieknél még tobbet is belathatunk majd egyes esetekben. Nevezetesen, bizonyos
esetekben —igy példaul a késObbiekben részletesen targyalando teljes piacokon— a fenti
Cn, sy kezddtokével esetén létezik majd egy olyan fedezeti stratégia, mely pontosan annyit
termel ki, amennyi a kotelezettség. Ezt fogjuk minimalis vagy tokéletes fedezeti stratégianak
nevezni. Ekkor latni fogjuk, hogy minden ennél alapcsonyabb ar is arbitrazst eredményez,
ez esetben a vevd szamdara. Ezt a kés6bbiekben és a [7] példatéarban is részletesen fogjuk
targyalni, igy most csak egyszeriien azt mondjuk, hogy ehhez a vevonek a fentiekben ismer-
tetett eladoi arbitrazs stratégia ellenkez6jét (forditottjat) kell megvaldsitania (azaz minden
ottani pozici6 —1-szeresét kell felvennie). Ilyen esetekben tehét teljes a megoldasunk, mert
egyetlen arbitrazsmentes arat talalhatunk. Latni fogjuk, hogy a binaris piacok példaul ilye-

nek lesznek.

Egyben a példakban (1d. [7] példatédr) azt is meg fogjuk mutatni, hogy ilyen esetekben
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a vevoi és az eladdi feladat megoldasa megegyezik, s egyben megegyezik a tokéletes fedezetet
keres6 feladat megoldasaval. A bonyolultabb esetekben tokéletes fedezet nem feltétleniil
létezik, mig a vevoi és az eladdi drak pedig eltérnek, igy ilyenkor nem lesz egyértelmi ar,
mert egy intervallumot lehet megadni, melynek minden eleme egy lehetséges arbitrazsmentes

ar. Erre is adunk példékat a [7] példatarban.

Hasonlé médon kaphatjuk barmely eurdpai opcié arat is, ha fy helyébe az adott opcid
kifizetési fiiggvényét irjuk. Most pedig tekintstink altalanosan egy olyan feltételes kovetelést,
amelynek kifizetése az fn(So, S1,. .., Sn) alakban {rhaté fel. Ez azt jelenti, hogy a kifizetés
a részvény arfolyamatanak egész miultjatdl fiigg. Ekkor ugyancsak alkalmas a fenti modszer

egy ilyen feltételes kovetelés arazasara.

A fenti arazasi elvek elfogadasa utan tovabbi fontos kérdések jelentenek majd kihivast
az opcidarazassal kapcsolatban az altalunk targyalt modellekben. Egyrészt ki kell szamolni
az ésszeru arat, a gyakorlatban is alkalmazhato formulakat kell levezetniink. Masrészt ke-
resniink kell tokéletes fedezeti stratégiat is, ha egyaltalan van. Ennek nem csak azért van
jelentosége, mert teljessé teszi a kijelolt feladat megoldasat. Ezen stratégia meghatarozasa
fontos eszkozt ad a piaci szereplok kezébe a kockazatkezelési feladatokhoz. Ehhez vegyiik
észre, hogy a fentiek alapjan altalanosan a fedezeti stratégia nem mas, mint egy poziciébél

ered6 piaci (azaz arfolyam-) kockazat fedezése, ha tgy tetszik, kiiktatdsa.

Természetesen a raciondlis arra levezetett formulak tobb valtozé fiiggvényei, melyek
akar a szerzodéstdl fliggnek vagy a piaci modell bizonyos paraméterei. fgy fligghet az opcid
ara példaul: az érvényesitési K artol, a lejarati T' datumtol, a kezdeti Sy és By részvény-
illetve kotvényartdl, a részvény arfolyamatat leird sztochasztikus folyamat paramétereitol és

a kotvény kamatlabatdl (amely lefrja a kotvény drfolyamatat vagy vice versa).

Amerikai opcidk esetén is a fenti kihivasokra kereshetiink vélaszt, de ebben az esetben

egyben egy tjabb kérdés is egyidejiileg meriil fel, melyre szintén kereshetiink megoldast
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megoldast, mely a kovetkezd. Mikor optimdlis az amerikai opcidt lehini? Mikor érdemes

még varni a lehivassal, s milyen piaci szituaciéban nem?
Vételi versus eladdsi opciok

Tegyiik fel, hogy a piac arbitrazsmentes és azon az opcidkkal torténé kereskedés azok
raciondlis (arbitrdzsmentes) arain folyik. Ekkor a vételi és az eladdsi opcidk arai kozott

kozvetlen osszefliggést taldlhatunk. Néhanyat koziiliik megemlitiink.

Eurépai opcidk esetén —amelyeknek azonosak a szerzédésbeli paramétereik: az érvé-

nyesitési (vagy kotési) ar és a lejarat— a

B
T

egyenlet irja le a kapcsolatot, amelyet put-call (vételi-eladési) paritasként ismer az irodalom.
Ennek ellenérzéséhez vegyiink két portfoliét. Az 1. portfélio tartalmazzon egy eurdpai vételi
opciét és K By/ Br pénzmennyiséget kotvénybe fektetve (azaz K/Br darab kotvényt), mig a
I1. portféli6 egy eurdpai eladdsi opciébdl és egy részvénybdl alljon. (Megjegyezziik, hogy a két
alapértékpapirt tartalmazé portf6lick mintdjéra (1d. 7.1. Fejezet) értelmezhetd altalanosan
n kiilonboz6 értékpapirbdl all6 portfdlié fogalma is természetesen.) Ekkor az I. portféli6
értéke
(St — K)*+ K = max(Sr, K)

a T id6pillanatban, ahogy ennyi az értéke a II. portfolionak is ekkor, hiszen
(K — ST)+ + ST = maX(K, ST)

Azaz minden piaci kimenet esetén a két portfélié pontosan ugyanannyit ér. Ezért ezen
portfélidk értéke barmely [0, T]-beli idépontban is meg kell, hogy egyezzen, mert egyébként

arbitrazs lehetoség lenne a piacon. fgy specidlisan a

B
T

osszefiiggésnek is érvényben kell lenni.
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Amerikai opcidk esetén az arak kiilonbségére lehet hasonlé mdédszerrel bizonyos kor-
latokat taldlni. Ezzel nem kivanunk foglalkozni. (Az érdekl6dé olvasé példdul a [28] mo-
nografidban taldlhatja meg ezen korlatokat.) Azt is megjegyezziik, hogy a put-call paritas

osztalékot fizet6 részvény melletti alakjat is targyaljuk a [7] példatérban.

Opciok a valosdagban

Az opcids tgyletek fogalma igazan 1973-t6l valt elterjedtté az egész vilagon, ami-
kor el6szor kezdtek kereskedni opcidkkal szervezett értékpapirpiacon. Ez volt egyben az
opcidarazas problémajaban is a nagy attorés éve, hiszen F. Black és M. Scholes ekkor kozolték
a hires és széleskortien alkalmazott eredményiiket, mely Black-Scholes formulaként valt is-
mertté az irodalomban (1d. [10]). Azonban érdemes itt megemliteni, hogy ez a formula a

folytonos idejii piacokra vonatkozik (1d. 11.1.20. Megjegyzés).

Ma mér szamos t6zsdén kereskednek opcios értékpapirokkal, a leghiresebbek talan a
Chicago Board Options Exchange (CBOE) vagy a Philadelphia Exchange (PHLX) és szamos
tipusi opciods tlgyeletek léteznek mar, amelyek vagy az érvényesités feltételeiben, vagy az
érvényesitési ar meghatdrozdasaban vagy éppen abban kiilonboznek, hogy milyen (alapvetd)
értékpapirra vonatkozik az opcids jog. Most csak néhany tovabbi tipust emlitiink meg,
hogy érzékeltessiik ezek gazdagsiagat. Egyuttal ismét kiemeljiik, hogy elméleti modelliinkben
is opcids szerzodést lehet létrehozni barmely rizikds joszagra vagy aktivara vonatkozodan,
amely eleget tesz a modellbeli részvény definiciéjanak, tovabba azt is érdemes kiemelni,
hogy a kovetkezd részekben ismertetett arazasi formulakat a feltételes kovetelések egy széles

skéalajara lehet alkalmazni.

Attol fiiggbden, hogy mire vonatkozik az opcids jog, beszélhetiink részvényre, forward
szerzddésre, kiilfoldi valutdara vonatkozo opcids tigyletekrol, melyek igen elterjedtek, dm az

opcios jog akar egy masik opcidra is vonatkozhat.
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A kovetkezo példakat diszkrét ideji piacokra adjuk meg, igy ismét a B,, és S, jelolést
alkalmazzuk, ahol n =1,..., N (Id. 8.1.6. Definicio).

Az un. look-back opcid, mely szintén egy szarmaztatott értékpapir, esetén az eurdpai
opcid analégiajara torténik az iigylet megkotése azzal a kiilonbséggel, hogy az érvényesitési
ar itt a részvény lejaratig valo teljes multjatol fiige, nevezetesen a kifizetési fiiggvény az

aldbbi forméban definialt:

(Sy — Kn)¥, ahol Ky := min(Sy, Sy,...,Sy)
vételi opcid esetén és

(Kx —Sn)*, ahol K} := max(So, S1,...,5n)
eladasi opcio esetén.

Egy tovabbi tipus az azsiai opcid, melynek érvényesitési ara és igy a kifizetési fliggvénye
a részvényar [0, 7] intervallum alatt felvett értékeinek atlagaval van kifejezve. Pontosabban,
a vételi és eladasi kifizetési fiiggvények alakja ekkor is (Sy — K)7 illetve (K — Sy)*, azonban

ebben az esetben
N

— 1

=0

Tehét ebben az esetben K adott iddszakok zéréarainak atlaga.

Végiil megemlitjiik még a Bermuda opciét, melyet az érvényességének [0,77] interval-

luma alatt csak bizonyos (a szerzédésben meghatérozott) napokon lehet érvényesiteni.

Az érdekl6do olvasé tovabbi érdekességeket és hasznos kozgazdasagi ismereteket talalhat

Hull nagyszerti konyvében (1d. [28]) az opcidkrdl és egyéb értékpapirokrol.



8. fejezet

Diszkrét ideji piacok

8.1. A piacok definicigja

8.1.1. Definicié. (Diszkrét idejii (B, S)n piac)
Egy {Q, F,P,F = (F,),B = (B,),S = (S,), N} halmazt diszkrét idejii (B,S)y piacnak

neveziink (N € N) ha

o (2, F,P) egy valdszintiségi mez6 az F = (F,)N_, filtrdciéval elldtva, ahol {}),Q} =
FoCHC---CFy=F,

e B = (B,)N_, a kotvény drfolyamata, melyre B, € R, B, > 0,

n=20,1,..., N,

o S = (S,)_, a részvény drfolyamata tigy, hogy az S,-ek pozitiv F,—mérhetd valoszi-

niiségi valtozék n = 0,1,..., N esetén (igy specidlisan Sy > 0, Sy € R).

8.1.2. Megjegyzés. Hangsilyozzuk, hogy ebben az elméletben kotvény alatt egy deter-
minisztikus arfolyamattal rendelkezé pénziigyi eszkozt értiink (ez akar ’bankszamla’ is le-

het). Ilyen eszkdzbdl egy van a piacon, hiszen ha tobb lenne, akkor arbitrazsmentességet

161
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feltételezve a determinisztikus eszkézok hozama meg kell, hogy egyezzen, ennélfogva azok
igy ekvivalensnek tekinthetdek. Ezzel szemben részvény alatt egy véletlen arfolyamattal
rendelkez6 alapterméket értiink (amely igy nem feltétleniil részvény, még akdr egy piacon

kereskedett kotvény is lehet, ha az nem determinisztikus arfolyam).

A definiciéban egyetlen részvény adott a piacon, mert ezen részvényre Kkiirt opciot
akarjuk vizsgalni, arazni. A definiciot természetesen tetszoleges szamu részvényre lehetne

altalanositani. AN

8.1.3. Jeldlés. Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban egy diszkrét ideji {Q, F,P,F =
(Fn), B=(Bn),S=(Sn), N} piacot d.i.-(B,S)n-nel fogunk jelolni és nem irjuk ki a hozza
tartozo valosziniiségi mezot és filtraciot, ha az nem okoz félreértést. S6t, még egyszeriibben

(B, S)n lesz a jelolés, s feltételezziik, hogy diszkrét idejii a piac, ha mdst nem mondunk.

8.1.4. Jelolés. A fenti definicicbhan N a kereskedési idCk szamat jeloli. Altaldban adott
egy [0,T] idSintervallum és idépontok egy 0 = ty < t; < ... < ty = T sorozata. Ezen
iddintervallumban vizsgaljuk a piacot és az opcios szerzodések is ezen intervallumon lesznek
érvényesek, tovabba a fenti definicicban azn € {1,..., N} index rendre az n-dik kereskedési
idépontra, azaz t,-re vonatkoztatja az egyes mennyiségek értékét. A T idépontot végsé
id6épontnak vagy kiilénésen opcids szerzédések esetén lejarati idének (datumnak) fogjuk ne-

vezni.

8.1.5. Feltétel. Egy fontos egyszeriisits feltételezést tesziink a kényv ezen részében (ha
mast nem mondunk). A tovdbbiakban a diszkrét idejii piacok esetén feltessziik, hogy csak

véges sok esemény kovetkezhet be a piacon, azaz
€] < oo,

vagy masképpen fogalmazva csak véges sok jovébeli allapota van a piacnak. Tovabba fel-
tessziik, hogy"

P({w}) > 0 minden w € ) esetén .

LA tovdbbiakban, ha w € 2, akkor P({w}) helyett egyszeriien P(w)-t fogunk {rni.
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Ez nem lényegi megszoritas azokban a modellekben, amelyeket targyalunk, valojaban kényel-
mi okokbdl hasznos a feltételezés. A lényeges allitasok ezen feltételezések nélkiil is szinte azo-
nosan kimondhatoak, a bizonyitasok sem valtoznanak érdemben, am szamos mértékelméleti
megjegyzést, 'finomsagot’ kellene ekkor figyelembe venniink. Koényviinket minél szélesebb
olvasétabornak szanjuk, ezért is kivanunk ezzel a feltételezéssel élni, hogy igy mértélelméleti
tudas nélkiil is konnyen feldolgozhato legyen a konyv ezen része. A bibliografiai meg-
jegyzéseinkben szamos munkat hivatkozunk, ahol mind diszkrét, mind folytonos idejii mo-

delleknél az altalanosabb feltételek mellett is megtalalhatéak az allitasok.

8.1.6. Definicié. (Diszkrét idejii (B, S)n binaris piac) Egy
{Q,F,P.F=(F,), B=(B,),S=(Sn), N} diszkrét idejli piacot bindris (B,S)N piacnak
neveziink {r,}_, kamatlibakkal és {a,})_,, {b,})_, egyiitthatékkal ha

n:l7

er,>—1,—-1<a,<b, mindenn=1,..., N esetén,

e a kitvény B = (B,)Y_, drfolyamatara teljesiil a

B, =(1+4r,)Bn1, n=1,...,N,

egyenloség,

N

o arészvény S = (S,),_, arfolyamata kielégiti az

Sn:(1+pn>5n—17 nzl,...,N,

egyenléséget, ahol p, olyan valésziniiségi valtozo, melyre teljesiil {p, € {a,,b,}} = Q

és pp :=P(p, =b,) € (0,1) minden n=1,..., N esetén és végiil

o F=(F,) api,...,pn valosziniiségi valtozok &ltal generdlt filtrdcid, azaz Fo = {0, Q}

és Fpo=0(p1,...,pn), aholn=1,... N.

8.1.7. Definicié. (Diszkrét idejii homogén (B, S)n binaris piac)

Az {r,}\_, kamatldbakkal és {a,})_,, {b,})_, egyiitthatckkal rendelkezé (B, S)y diszkrét

n=1>
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idejii binaris piacot homogén piacnak nevezziik r kamatlabbal és a, b egyiitthatokkal, ha az

r="Tn, a = Qp, b:bn, n:1,...,N,
feltételek teljesiilnek és a py, . . ., pn valoszintiségi valtozok fiiggetlen azonos eloszlasiak (azaz
p=pn,n=1...,N)
8.1.8. Megjegyzés. Valojaban a py,...,py valosziniiségi valtozok fiiggetlensége nem 1é-

nyeges a késébbiek szepontjabdl, mint latni fogjuk, a valédi piaci mértéknek kevés szerepe
van ugyanis az arazasban. Egyrészt torténeti okok miatt azonban beirtuk ezen feltételezést,
masrészt azért, mert ez egy fontos feltételezés a piacokrdl, amely més problémakban (példaul

statisztika, diszkrét és folytonos piacok kapcsolata) fontos lehet. A

8.1.9. Jeldlés. Egy {r,}Y | kamatlibakkal és {a,}"_,, {b,}2_, egyiitthatckkal elldtott
{F,P,F = (F,),B = (Bn),S = (Sn), N} diszkrét idejii piac esetén a d.i.b.-(B,S)y
jelolést fogjuk hasznalni az egyszeriiség kedvéért, vagy még egyszeriibben azt bindris (B, S)y

piacnak vagy binaris piacnak fogjuk nevezni.

Tovabba a d.i.h.b.-(B, S)y jel6lést hasznaljuk majd, ha a szébanforgé piac homogén. A
piacok definiciéjaban szerepl6 valosziniiségi teret, filtraciot, kamatlabakat és egyiitthatokat
viszont nem irjuk ki, ha az nem okoz értelmezési problémédkat. Egy d.i.h.b.-(B,S)y piacot

még egyszeriibben binomialis piacnak fogjuk nevezni.

A 8.1.5. Feltételt figyelembe véve az elemi események () tere gy is elképzelhetd, mint
a (p1,...,pn) valdsziniiségi véltozésorozat realizacidinak egy bijektiv képe egy bindris piac

esetén. Ez tehat azt jelenti, hogy 2 bijektiv mdédon megfeleltetheto az
{(Il,...,l'N) |ZL’Z € {a,-,bi}, 1= ]_,,N}

halmazzal: minden w € ) megfelel a részvény arfolyamatat leiré binaris fa egy trajektoria-

jdnak (1d. a 7.1. és a 7.2. Abrdkat).
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8.2. Stratégiak és fedezet

8.2.1. Definicié. Legyenek 3, és vy, (n = 1,..., N) F,_1-mérhetd valosziniiségi valtozcok
egy d.i.-(B,S)y piacon és legyen 3y, € R. Ekkor a m := {m, = (B,,7n) }—, sorozatot

stratégianak nevezziik.

Az XT = 3, B, + V.S, sorozatot m értékfolyamatdnak nevezziik és m, = (B, Vn) pedig
a stratégia t,, kereskedési id6ponthoz tartozé portfolicja. A w stratégia t,-beli értéke alatt a

T, portfolic X értékét értjiik.

8.2.2. Megjegyzés. Ha egy befektetd egy 7 stratégiat valésit meg, akkor a 3, és v, szamok
azt mutatjak, hogy mennyi kétvény illetve részvény van a tulajdonaban a t, idépontban.
Azonban sziikséges hangsulyozni, hogy a stratégia fogalmanak ezen &altalanos értelmezése
nem sziikségképpen felel meg egy valés életben megvaldsithaté (realisztikus) fogalomnak.
Ugyanis a 8.2.1. Definicié ,,gyenge feltételei” miatt nem tekinthetjiik egy valos kozgazdasagi
fogalomnak, tovabbi megszoritasok, feltételek (pl. dnfinanszirozas) sziikségesek ahhoz, hogy

példaul egy befektetd altal megvaldsitott stratégiaként interpretalhassuk azt.

Fontos tovdbba hangstlyoznunk, hogy a kényv kordbbi részeiben (I1d. 3.3.1. Definicid)
egy ™ = (Bo, B1, - - -, On) portfolié esetén [; az i-edik értékpapirba fektetett pénzisszeget jeldlte
egylépéses piacokon. Ebben a részben csak két értékpapirt tekintiink, de a piac tobblépéses,

tovabba (3, és v, a birtokolt kotvények és részvények szdmat jeloli a t,, kereskedési idépontban.

JAN
8.2.3. Jel6lés. Egy a, € R (n € N) sorozat esetén legyen
Aa, == a, — Qp_1, neN, n>1.
Ekkor azt mondjuk, hogy {Aa,}5°, a {a,}22, sorozat differencia sorozata.

8.2.4. Definicié. Egy d.i.-(B,S)y piacon egy m = {m, = (Bn,Vn)}_, stratégidt onfi-
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nanszirozonak nevezziik, ha kielégiti az
X;Lr—l :6an—1 _'_fynSn—l; n = 1,...,N’
egyenletet.

8.2.5. Megjegyzés. A stratégidk definicidjdban sarkalatos 3, és v, F,_1-mérhetésége, hi-
szen ez fejezi azt ki, hogy a m, portfoliét a t,_; idépontban, az akkor elérhetd piaci in-

formécidk (drak) alapjan alakitja ki az egyén.

Ennélfogva a térgyalandé problémdink szempontjabdl nem lényeges a mo = (5o, Vo)
portfélié pontos Osszetételének ismerete, a késObbiekben elég lesz a hozza tartozd kezdeti
toke, azaz X(° ismerete. fgy szamos esetben, egy adott stratégia konstrualdsakor my-t
osszetételét tetszolegesen valaszhatjuk, amennyiben az a megkivant kezd6tokét adja vissza.

A

8.2.6. Megjegyzés. Egy d.i.-(B,S)y piacon

e altalaban egy stratégiara teljesil n = 1,..., N esetén, hogy
AXy = X5 — X5 1 = BuBrn + 1Sn — (Ba-1Bn1 + Ya-15-1)
= BnBn — BuBn-1 4 1mSn — YnSn-1
+ BuBn-1 — Bn-1Bn-1 + 1Sn-1 — Yn-1Sn-1
= (BnABy + 1mASy) 4 (Buo1ABn + Sp—1A7),
e Onfinanszirozd stratégia esetén igy
AXT = BuBy + VS — (BuBn-1 + ¥ Sn-1)

— B,AB,, + mAS,, n=1,...,N,

is teljesiil.
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E fentieket osszefoglaljuk az alabbi lemmaban.

8.2.7. Lemma. Egy d.i.-(B,S)x piacon az alabbi megéllapitdsok ekvivalensek egy m stra-

tégia esetén:

(1) 7 énfinanszirozo, azaz X | = 3,Bn_1 + YnSn-1 (n=1,...,N),
(2) AXT = B,AB, +7,AS, (n=1,...,N),

(3) Bn_lAﬂn—FSn_lA’}/n =0 (n: 1,,N)

A 8.2.7. Lemma az onfinanszirozas feltételét vilagitja meg t6bb nézépontbdl. Miutan
az 0j arak a t,,_; idépontban ismertté valtak, megvéltoztathatjuk a portfélionkat (azaz meg-
hatérozhatjuk m,-t) azzal a feltétellel, hogy X ; mennyiségii toke all rendelkezésre a befek-
tetési (vasarlasi és eladasi) terveinkhez (1d. (a)). Ezeket a valtoztatasokat a portféliéban
nevezhetjiik belsének vagy interiornak, kiemelve ezzel azt, hogy a protféliobol sem tokekivétel
(pl. adodfizetés, miikodési koltségek, tranzakeids koltségek, stb.) sem ahhoz t6ke hozzdadésa
(pl. részvény utén osztalék, més jovedelmeknek vagy tékének a stratégidba valé befek-
tetése, stb.) nem lehetséges a modelliink feltételei szerint, ahogy ezt az (a) és (c) pontokban

hangsilyoztuk. Ezért profitot csak az arvaltozdsok hatdsara realizalhatunk a piacon (1d.

(b))-

8.2.8. Megjegyzés. A p,(w), Sn(w), On(w), Yn(w), X,(w) valdsziniiségi valtozékban és a
Tn(w) = (Bu(w), vn(w)) valdsziniiségi vektorvaltozéban az w véltozét nem mindig fogjuk

kifrni a konnyebbség kedvéért. JAN

8.2.9. Megjegyzés. A (B, S)y értékpapirpiac 8.1.1. Definicigjaban a kockazatmentes kot-

vény mellett csak egy részvény, azaz egy kockazatos értékpapir szerepel. De természetesen
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lehetne t6bb részvényes értékpapirpiacot altalanosan definialni. Ekkor az i-edik részvény Sfli)

arfolyamatarol ugyanugy feltételezniink kellene az adaptaltsagot, mint a 8.1.1. Definiciéban.

Ekkor a 8.2.1. Definicié mintdjara egy 7 := {m, = (0,, % ,fyn @ . ’%(LK))

N_, portfolio
sorozatot stratégianak nevezziik, ahol ﬁn,fy,(f) Fn—1-mérhetdek, %i mutatja az i-edik rész-
vénybdl birtokolt mennyiséget (melyet az ¢, ; idépontban alakitunk ki), K a részvények
SzZama. fgy a stratégia értékfolymata ekkor
K
X7 = BuBn+ > A0S (8.1)
i=1

Az onfinanszirozas is értelemszeriien a 8.2.4. Definicié mintajara ugy értelmezhetd, hogy

K
= BB+ Y A0SV m=1,..N. (8.2)
i=1

Ekkor a 8.2.7. Lemma mintajara az onfinanszirozas ekvivalens egyrészt azzal, hogy

AXT = 3,AB, +ZWAS“ (n=1,...,N),

=1

masrészt azzal, hogy

K
ByaAB,+> SY A =0 (n=1,....N).
i=1
Megjegyezziik azt is, hogy a fentiek mintajara olyan stratégidkat is definialhatunk
altalanosabban, amelyek akéar szarmaztatott értékpapirokat is tartalmaznak. Ekkor a fenti
(8.1) és (8.2) sorokban, illetve annak ekvivalens alakjaiban az S)-k mint4jéra a szarmaztatott
értékpapirok arfolyamatait is szerepeltetni kell. Erre pédaul akkor lesz sziikségiink, amikor

az opcidk arainak arbitrazsmentességét kivanjuk bemutatni. A

8.2.10. Definicié. Legyen adott egy d.i.-(B,S)y piac, x € R és tegyiik fel, hogy fy :
RN*L — R egy fiiggvény. Egy m = {m,}_, stratégidt (x, fn)-fedezetnek (vagy fedezeti
stratégianak) neveziink, ha

XT =uz, (8.3)
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X5 (w) > fn(So, S1(w), ..., Sy(w)), Vw e Q. (8.4)

Ha XF(w) = fn(So,S1(w),...,Sn(w)), Vw € Q, akkor azt mondjuk, hogy m miniméalis

(z, fn)-fedezet vagy méasképpen un. tokéletes fedezeti stratégia.

Az bsszes dnfinanszirozo (x, fy)-fedezeti stratégiak halmazat I1(x, fy)-el fogjuk jelSlni.

8.2.11. Megjegyzés. A 8.2.10. Definiciéban szerepl6 fy fiiggvény szerepét a probléma-
inkban elsésorban az opcids szerzodések kifizetési fiiggvényei fogjak jatszani. Az opcio kifi-
zetése ugyanis nyilvanvaldan a részvény jovobeli értékeitol fiigg. Altaldnosabban az fn-t egy
véletlen (vagy feltételes) kovetelésnek, masképpen fogalmazva bizonytalan jévébeli pénza-

ramlasnak is tekinthetjiik (ezt szokds a szakirodalomban 'contingent claim’-nek is nevezni).

Speciélisan, szamos példaban az fy eléall fy(So, S1(w),...,Sn(w)) = g(Sn(w)) alak-
ban, ahol g : R — R, azaz a kovetelés csak a részvény lejaratkori értékétol fligg ilyenkor.
Ilyen esettel allunk szemben Eurdpai call és put opcioknal, ahol a kordbban targyaltaknak

megfelelden fy(z) = (x — K)*, illetve fy(z) = (K —z)T, és K a kotési &r.

Ha egy befektetd egy (z, fn)-fedezeti stratégiat hajt végre azzal a céllal, hogy legaldbb
In(So, S1(w), ..., Sy(w)) legyen portfélidjanak az értéke a lejaratkor, akkor azt fogjuk mon-
dani, hogy a befektetd az fn(So, S1(w), ..., Sn(w)) kifizetésre (vagy kotelezettségre) fedezeti
stratégiat szervez (vagy hajt végre). Tokéletes fedezet esetén szokds ezt a kifizetés vagy

kotelezettség replikaldsanak is nevezni. A
8.2.12. Definicié. Legyen fy : RNl — R egy fiiggvény. Ekkor egy d.i.-(B,S)y piacon a

CN,fN = lnf{l' €R | H([L’, fN) 7é @}

értéket a ty idére legalabb fn(Sy, S1(w), ..., Sy(w)) (Vw € Q) tékét biztosito tékének (be-

fektetési koltségnek) nevezziik.
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8.2.13. Lemma. Minden d.i.-(B,S)y piac és fn : R¥*! — R fiiggvény esetén létezik v € R

gy, hogy Il(z, fn) # 0.

Bizonyitas. Legyen példaul

T = ﬁInagi ‘fN(S%Sl(w)a . -aSN(W))‘

N w€

és am = {m, })_, stratégia pedig olyan, hogy
T := (B, M) = (#/Bo,0), n=0,...,N.

Ekkor m € II(z, fn), ezért Cy s, < 00. O

8.2.14. Megjegyzés. Nyilvanvalé, hogy Cy s, azt a minimdlis kezdeti tOkemennyiséget
hivatott megmutatni, amely biztositja a befekteto szamara azt a lehetoséget, hogy a T
id6pontban egy m stratégia eredményeként azon X7, t6két realizélja, melyre XT(w) =
In(So, S1(w), ..., Sy(w)) teljesiil. Megjegyezziik tovabbd, hogy még nem mutattuk meg

egy ilyen tulajdonsagu stratégia létezését (1d. 11.1.11. Megjegyzés és 11.1.12. Tétel). A

8.2.15. Megjegyzés. A szakirodalomban &altaldban az X7 > 0 (0 < n < N) feltétel is
szerepel a fedezeti stratégia fogalmaban, amely egy nyilvanvaléan racionalis kovetelmény.
A késobbiek soran meg fogjuk mutatni, hogy ha létezik egy tokéletes fedezeti stratégia
az v kezdeti tokéhez és egy nemnegativ fy ,,megcélzott” fiiggvényhez, akkor ebbol mar

kovetkezik a létezése egy nemnegativ értékfolyamattal rendelkezé stratégidanak is ugyanezen

tulajdonsagokkal (1d. 11.1.11. Megjegyzés). JAN

8.2.16. Definicié. Legyen 7 egy stratégia egy d.i.-(B,S)y piacon. Ekkor a

XT('
Yri= In

=g 0<esN) (8.5)

folyamatot a m stratégia diszkontalt (leszamitolt) értékfolyamatanak nevezziik.

A pénziigyben az X7 téke megszokott ‘leszamitolasa’ vagy diszkontédlds (a kétvény

hozaméval, azaz az ismert kamatldbbal) a ¢ = 0 idépontra %X,’{ moédon szamolandé. A
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fenti definicidban lényegében {V™}M_ ez a folyamat, igaz egy By konstanstdl eltekintve.
Ennek nincs jelentosége a késébbi allitdasokra nézve, masrészt az elkovetkezendoek soran
(az altaldnossig megszoritasa nélkiil) feltételezni fogjuk, ha mast nem mondunk,
hogy By = 1, azaz kezdetben egy egység a kotvény ara. Ez azért is célszeri, mert emlitettiik,
hogy a kotvény szerepébe egyszeriien egy ’bankszamlat’ is képzelhetiink adott determinisz-
tikus kamatozas mellett. fgy a fenti definicié valoban egybeesik a pénziigyben megszokott
diszkontaldssal. A diszkontdalas szerepérdl, altalanosabban a pénz id6értékének targyalasardl
az érdeklodo olvasd szamos bevezetd pénziigy tankonyvben olvashat, mi Brealey és Myers

[11] munk4jat emlitjiik és javasoljuk.
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9. fejezet

Arbitrazs

9.1. Arbitrazs-stratégiak és ekvivalens martingal-mér-

tékek

A kozgazdasagtanban tagabb értelemben minden kockdzatmentes profitszerzési modot ar-
bitrazs-lehet6ségnek tekinthetiink. A mi modelliinkben az arbitrazs-stratégia fogalmat a

kovetkezd természetes mdodon lehet értelmezni.

9.1.1. Definicié. Egy d.i.-(B,S)y piacon a w énfinanszirozo stratégiat arbitrdzsnak, vagy

arbitrazs-stratégianak nevezziik, ha

o X7 =0,
e X7>0 1<n<N (azaz P(XT >0) > 0),
e JweN: X§(w) >0 (azaz P(XF > 0) > 0).

Azt mondjuk, hogy a piac kizarja az arbitrazst (mds széval az arbitrazs lehetGségét),

ha nincs onfinanszirozé arbitrazs stratégia a piacon.

173
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9.1.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy egy d.i.-(B,S)y piacon a 7 dnfinanszirozé stratégiara
teljesiil X§ =0, P(X; > 0) =1, P(XF > 0) > 0.

Ekkor létezik arbitrazs-stratégia a piacon.

Bizonyitas. Ha X7 > 0 (0 < n < N), akkor 7 egy arbitrézs-stratégia.

Egyébként 3 m < N és wy € Q gy, hogy X7 (wy) < 0és X[ (w) > 0 teljesiil Vw € Q és
n > m esetén. Ekkor a kovetkezd médon lehet egy {7, = (B,,7,)}_, arbitrdzs-stratégit

konstrudlni:

X7T
Bn(@) = Hup=o}L{n>m (ﬁn(w) - %(wo>)

(9.1)

fyn(w) = 1{w0=w}1{n>m}7n(w)
ahol, n=0,..., N.

El6szor azt ellendrizziik, hogy 7 valéban onfinanszirozé. Han < m vagy w # wy, akkor

AB,(w) = AF,(w) = 0.

Ha n =m+ 1, akkor

AT (0) = By (o) = v (w0) — %:)
&
A7, (wo) = Ym+1(wo),
ezért
Bu1 2B, (wo) + Sn-1 A%, (wo) = { Fmer1(wo) — X@fO)) By + Ym+1(wo) S

X (wo) — X7 (wo) = 0.

Han > m+1, akkor AB, (wo) = AB,(wp) és AF, (wo) = Avn(wo) alapjan B,_1AB, (wo)+
Sp-1A%, (wg) = 0, mivel 7 Onfinanszirozd, tehat végiilis megallapithatjuk, hogy 7 is 6nfi-

nanszirozo.
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Mésodszor, XT >0 (0 <n < N), mivel ha n > m, akkor

Xn(w) = B, (w) B + 7, (w)Sn

= Lw=wo) (ﬁn(w)Bn + (W) Sn — M) > 0,

By,
és nyilvan XT(w) = 0 ha n < m. Tovabba, 3 w € Q gy, hogy X7 (w) > 0, mégpedig wy,

hiszen
= X" (wo)B
Xz@(wo) = ﬁN(wo)BN - % + WN(wO)SN
Xr B
= X} (wo) — m(go) N~

U

9.1.3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az el6z6 bizonyitasban azt mutattuk meg, hogy
ha egy wg-hoz tartozd trajektérian a lemmabeli 7 a stratégia negativ értéket vesz fel valahol,
de a végén az értéke nemnegativ (mint minden mas piaci kimenet /trajektoria esetén), akkor
a stratégiat és igy a trajektériat lehet gy mdédositani (’javitani’), hogy nemnegativ legyen
végig a folyamat a trajektoria mentén és pozitiv a végére. A javitast (9.1) irja le, mely az
eredeti trajektoriat eltolja, kihasznalva az utolsé olyan ugrast, ahol negativ tartomanybdl

nemnegativba keriil a folyamat.

Valéjaban az egyszeriliség kedvéért ezt egyetlen trajektérian végeztiik el a bizonyitasban,
mig a tobbi kimenet esetén azonosan nulla lett az 1 stratégia, de barmely maés ilyen (negativ

tartoményba is kitérd) trajektériat ki lehetett volna hasonléan javitani’.

Ugyan kozgazdasagi szempontbdl logikus (életszeriibb) az arbitrazs-stratégia definici-
6jaban végig (minden idépontban) megkdvetelni a nemnegativitast, mégis azt kaptuk tehat,

hogy az elhagyhaté a feltételekbdl. A

9.1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy P* egy ekvivalens martingal-mérték az
{, F,P,F=(F,),B=(B,),S=(S,), N} diszkrét idejii piacon, ha

o IP* valdszintiségi mérték (€2, F)-en,
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e P* és P ekvivalensek, és
o az (S,/Bn, Fn, P*)o<n<n sorozat martingalt alkot.
9.1.5. Jelolés. Egy P* valdsziniiségi mérték esetén E* a P* mértékre vonatkozé varhato
érték képzését jeloli.

9.1.6. Megjegyzés. Ha tobb részvényt tartalmazo értékpapirpiacokat vizsgalnank, akkor
értelmeszertien a 9.1.4 Definiciot tgy altalanositanank, hogy minden részvényre megkove-

telnénk azt, hogy a diszkontélt arfolyamata legyen martingal. A

9.1.7. Lemma. A d.i.-(B,S)y piacon az (S, /By, F,P*)o<n<n sorozat akkor és csak akkor
alkot martingdlt, ha tetszGleges m dnfinanszirozo stratégia esetén az (X7 /By, F,P*)o<n<n

sorozat martingalt alkot.

Bizonyitas. Ha 7 Onfinanszirozé, akkor X7 /B, = B, + ¥,Sn/ By és
E*(Xg/BnLFn—l) = B+ 'YnE*(Sn/BnLTn—l) = X’:Lr—l/Bn_17

mivel 3, és v, Fn_1-mérhetéek, igy (X7 /B, F,P*)o<n<ny martingal.

Forditva, trividlisan a 3, = 0, v, = 1, n = 0,1,..., N, egy onfinanszirozé stratégia

(hiszen minddssze egy részvényt tartunk allandéan), igy (S,/Bn, F,P*)o<n<ny martingal. [

9.1.8. Tétel. Tekintsiink egy olyan d.i.b.-(B,S)y piacot, ahol az {r,}\_, kamatlabakra és
az {a, }N_|, {b,}_, egyiitthatdkra teljesiilnek az a,, <1, < b, (n=1,...,N) egyenlStlensé-
gek. Felidézve, hogy §) elemei tekintheték a py, ..., py valoszintiségi valtozok realizacioibol

allo halmaznak (Id. 164. oldal):
{(Z’l,...,l’N) |[L’Z c {Cl,i,bi}, 1= 1,...,N},

legyen

P*({(xr,..oan)p) = [ »0 II -9, (9-2)

1<n<N 1<n<N
Tp=bn Tn=0n
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ahol p;, =g n=1,...,N.
Ekkor a P* az egyetlen ekvivalens martingal-mérték a piacon. Specialisan
P*(pn, = bn) =5, n=1...,N (9.3)
és a p1,...,pn hozamok P*-fiiggetlenek.
9.1.9. Megjegyzés. Specidlisan, egy homogén bindris piacon

P*(w) = p™* (1 —p")" ", (9.4)

ahol k a részvényar felfelé torténé ugrasainak szama a [0,77] intervallumon, mialatt az ar

az w elemi eseménynek megfelel trajektoria szerint alakul. Igy a (9.4) egyenletben leirt P*

esetén
N _
P* (SN = S()(l + b)k(l + a)N_k) = (k)p*k (1 - p*)N k = Wg.
Ekkor a {wg,wy,...,wy} nyilvdn egy binomidlis eloszldst ad. Ezért nevezik a homogén
bindris piacot binomidlis (értékpapir-) piacnak is a szakirodalomban. A

A 9.1.8. Tétel bizonyitdsa. Mivel a részvényar folyamata adaptélt az F = {F,}_,

filtraciéhoz, igy egy P* ekvivalens martingal mérték esetén

Sn—l
Bn—l ’

E*(&

Sy
Bn fn—l) - ! E ((Pn + ]-) | fn—l) =

B,

pontosan akkor teljesiil, ha E* (p, | Fn_1) =1, n=1,..., N. Ennélfogva

E* (pn | A) = 0" (pr = by | A) + anlP" (pr = an | A)
(9.5)

:an*(pn:bn ‘ A>+an(1_P*(pn:bn ‘ A)):Tn
minden A = {p; = z1,p2 = %o, ..., pn-1 = Tu_1} (z; € {a;,b;}, 1 < i <n < N) esetén.
Mivel

an(1 = pp) + bups = (by — an)py, + an = 70, ha n=1,...,N,
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igy (9.5) pontosan akkor teljesiil, ha P* (p,, = a,, | A) = p* (hiszen a,, # b, esetén a (9.5)-beli

affin kombindcié egyértelmii). Innen
P*(p1=x1,p2 =22y ..., pn=Tp) =P (pp, =z, | A) P*(A),

minden (F,_;-beli) a fenti alaki A esemény esetén, amelyb6l adédik, hogy P* valéban (9.2)

alakt és a hozamok P*-fliggetlenek. U

9.1.10. Megjegyzés. A [7] példatér kiilon részben foglalkozik ekvivalens martingal-mértékek

konstrukcidjaval, azokkal kapcsolatos problémakkal. A

9.2. Az arbitrazsmentességre vonatkozo fotételek

9.2.1. Tétel. Egy d.i.-(B,S)y piacon a kivetkezé allitdsok ekvivalensek:

(1) Ilétezik ekvivalens martingal-mérték,

(2) a piac kizdrja az arbitrazs lehetségét.

Bizonyitas. (1) = (2). Tegyiik fel, hogy P* egy ekvivalens martingal-mérték. Tegyiik fel,

hogy 7 egy onfinanszirozo stratégia X[ = 0 kezdeti tokével. Ekkor a 9.1.7. Lemma szerint

B
E* X} = FJZ X7 =0,

ezért m nem lehet arbitrazs-stratégia, mivel X7 > 0 és P*(XT > 0) > 0 azt vonnd maga
utan, hogy E* X7, > 0.
(2) = (1). Tegyiik fel, hogy nincs arbitrazs-stratégia a piacon, és legyen

Vo :={£: Q+— Rv.wv. | Jolyan 7 dnfinanszirozé stratégia,

melyre XJ = 0és X3 = £}
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és
Vi ={:Q—Rvv. |£>06EE> 11

A konnyebb megértés kedvéért 5 1épésre bontjuk a bizonyitast.
1. lépés. Megmutatjuk, hogy Vo NV, = 0.

Tegyiik fel, hogy 3¢ € Vy NV;. Ekkor létezik olyan 7 onfinanszirozo stratégia, melyre
XJ = 0és XF = &, amibdl a 9.1.2. Lemma alapjan kovetkezik egy 7 arbitrazs stratégia

létezése, ami ellentmond (2)-nek.

2. lépés. Jelolje f : Vo UV, — RF az f(&) = (E(wr),...,E(wr)), € € Vo UV, injektiv

leképezést, ahol k = |Q|, Q@ = {w1, ..., wi}.

Az f(Vy) halmaz linedris altér R*-ban, mivel £, € Vy esetén M€ + Xan € Vo (A1, Mg €
R), hiszen a m = M7 + Xom, = (MfBe + Aoy, Mive + Aoyy) startégia a ty idopontban
XN = M& + Aon t6két eredményez, ahol m¢ és m, a V), definicidja alapjan a {-hez, illetve

n-hoz rendelt stratégiak.

Az f(V1) halmaz konver R*-ban, mivel adott £&,n € V) és X € [0, 1] esetén nyilvén
MAA=Nn>06EN+1—Nn) >A+(1—A) =1

3. lépés. A P* konstrukcidja.

A Kreps-Yan tételbslt adédik, hogy R*-ban adott diszjunkt f(V) linedris altér és f(V;)

konvex halmaz esetén létezik olyan [ : R¥ — R linedris fiiggvény, hogy
l(v) =0 have f(V),

l(v) >0 have f(V).

'Ennek a tételnek az igazoldsdval nem foglalkozunk a kényviinkben. A tétel megtalalhaté tobbek kozott

Elliott és Kopp [21] kényvében (1d. 3.1 alfejezet)
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Tovébbd, az [ linedris fiiggvényhez 1étezik egy ¢ € R¥ vektor tigy, hogy [ frhaté [(v) = (v, q) =

S viq; alakban, ahol v = (v, ..., v;) €R*, ¢ = (qu, ..., q) € RE.

Legyenek &1, ..., & a kovetkezé mdédon definialt valészintiségi valtozok:

ha i = 7,

0 egyébként,

aholi,7=1,....k. Ekkor & > 0&E& =1, ezért & € V) (1 <i < k), és azt kapjuk, hogy
I(f(&)) = qi/P({wi}) > 0, amib6l az kévetkezik, hogy ¢; > 0 (1 < i < k). Definidljuk a P*

valoszintiségi mértéket a kovetkezo mddon:

P*({w;}) == quiq i=1,...k).

4. lépés. Vegylik észre, hogy eqy XT = 0 kezdeti t6kéji m onfinanszirozo stratégia esetén
E*X% = 0. Ez kénnyen beldthaté, hiszen X5 € Vo, ésigy 0 = I(f(XF)) = Zle X (wi)g =

E* X% Zf:l q;-

5. lépés. Ellenorizzik, hogy P* valoban ekvivalens martingal-mérték.

Mivel az Q halmaz véges és P({w;}) > 0, P*({w;}) > 0 hai =1,...,k, igy P* és P
ekvivalencidja trividlis. Az A.2.30. Allitds szerint elegend6 azt megmutatni, hogy az F-re

vonatkozo tetszéleges 7 : Q0 — {0, ..., N} megéllitasi id6 esetén teljesiil

(S S\
= (5 3) =" .
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mert ekkor ebbdl mar koévetkezik, hogy (S,/Bn, Fn,P*)o<n<ny martingdl. Legyen 7 egy

megallitasi id6 és legyen

S, So
n ‘= —1 [ ——)
bo =g leen =
Tn = ]]-{ngﬂ-}a

valamint

Tn i = (BnsYn) han=20,...,N.

Ekkor a m = (m,)’_, stratégia a ty id6pontban 0 kezdeti tékével indul, hiszen

S,
X7 = —EOOBOJFSO:().

Ehhez jegyezziik meg, hogy 1~y = L{—1>7) € F,—1, tehdt a mérhetdség teljesiil, T valoban

stratégia. Az onfinanszirozo tulajdonsag ellenorzése:

Bn—lAﬁn+Sn—lA7n

Sr

= B—(ﬂ{n>T} — Lin—15r)Bno1 + (Lgrony — Liron—1})Sn—1
Sr

= B_H{Tzn—l}Bn—l - IL{Tzn—l}Sn—l = 0.

A 4. 1épés alkalmazasaval

0= E*X}\rf = E*(ﬂNBN + ”)/NSN)

0

S, S,
— ByE* [ 22 — 29
N (BT BO)’

/8, S S,
=E ((EH{T<N} - go) By + B_T]]-{TZN}BN)

igy fenndll a (9.6) egyenlet, amivel kész a bizonyitas. O

A 9.2.1. Tétel fontos szerepet jatszik az opcidelméletben, és altalaban a kozgazda-
sagtanban, pénziigyben. Ez a tétel matematikai és kozgazdasagtani fogalmak szerencsés
egybeesését allitja. Egyrészt kozgazdasagtani szempontbol alapvetd fontossagi az arbitrazs-
lehetoségek, illetve az arbitrazst kizard piacok vizsgalata, masrészt latni fogjuk, hogy egy
ekvivalens martingal-mérték létezése kivald eszkozt biztosit bizonyos szamitdsok egyszerii

végrehajtasahoz.
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Azt is fontos megjegyezni, hogy a piac tényleges P valdszintiségi mértéke ismeretlen,
ami teljesen megszokott jelenség a valdszinliségelméletben és a matematikai statisztikaban,
viszont az opcidarazasi problémank meglehetdsen szokatlan jellegli. Ugyanis azokra a Cy
mennyiségekre szeretnénk bizonyos feltételek mellett formulakat kapni, melyek definiciéja
(lasd a 8.2.12. Definiciét) a fedezeti stratégia fogalman alapul, mely a piac valésziniiségi
mértékétdl fliggetlen, tovabba a (8.3) és a (8.4) fedezeti feltételnek a piac Osszes lehetséges
eseményére teljesiilnie kell (ldsd a 8.2.10. Definicidt). Ezért lehet néhany problémat valdszi-

niiségelmélet nélkiil kezelni (1d. [16]), ahogy ezt mar emlitettiik.

9.2.2. Megjegyzés. A 8.2.9. Megjegyzésben emlitettiik a tobb részvényt tartalmazoé piaco-
kat. A 9.2.1. Tétel teljesen analég médon kimondhaté ilyen piacokra is, de ennek targyalasa
céljainkhoz nem sziikséges, igy eltekintiink konyviinkben ezen altaldnos eset ismertetésétol.
Az érdekl6dé olvasonak ajanljuk Harrison és Kreps [25] munkdjét, illetve Follmer [24] mo-

nografidjat (1d. 1. fejezet, elsésorban 1.6. Tétel). A

9.2.3. Kovetkezmény. Tekintsiink egy d.i.b.-(B,S)x piacot. Jelélje {r,}Y_, a kamatl4-

bakat és {a,}Y_,, {b,})_, az egyiitthatékat. Ekkor a kivetkezs allitdsok ekvivalensek:

n:17

(1) Ilétezik ekvivalens martingal-mérték,

2) a piac kizarja az arbitrazs lehetoségét,
J

(3) a, <, <by, teljesiil minden n =1,..., N esetén.

Bizonyitas. A 9.1.8 és 9.2.1 Tételek alapjan csak a (2) = (3) irdnyt kell megmutatnunk,

amit indirekt médon bizonyitunk.

Tegyiik fel, hogy van olyan 1 < n* < N egész, melyre 7« & (G, b+ ).
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Példaul tekintsiik az r,« < a,« esetet. Ekkor vélasszuk a kovekez6 7 stratégiat:

(

0 ha0<k<n*—1,
o Spx_
Br = _Bn*_l1 ha k= n*,
S"*_l(g b)) egyébként,

0 hao<k<n*—1,

Tk = 1 hak =n*

0 egyébként,

\

7 = {(Be ) o

Megjegyezziik, hogy a 7 stratégia onfinanszirozd. Hiszen egyszertien az n*-ik 1épésben a piac
a részvény esetén legalabb akkora hozamot igér (a,-), vagy nagyobbat (b,-), mint a kotvény,
igy az n* — 1-hez tartozo idopontban vesziink egy részvényt, amit kotvényhitelbdl fedeziink.

Egy 1épés miulva biztosan nem veszitiink, de lehet, hogy nyeriink (ha p,« = b,+). Tovabb4,

Sn*—l
Bn*—l

X = — Bue + Spe = (=14 1) + (1 + pur)) Speca

> (—(1+7rp) + (14 ap)) Speeg >0
és X7. > 0 ha p,+ = b,~, valamint

By

X}{, = 6NBN = B,

X7, >0,

és X% >0, ha p,« = b,». Tehat 7w egy arbitrazs stratégia, amely ellentmond (2)-nek.

Hasonlé érvelés hasznalhato r,« > b,- esetén, amikor —7 lesz egy arbitrazs stratégia.

A fenti kovetkezmény bizonyitdsianak részletezését megtaldlhatja az olvaso a [7] példa-

tarban.
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10. fejezet

A piac teljessége

Tekintsiink most jovébeli kifizetéseket, amelyek értéke véletlen (contingent claim), mert
példaul a részvény (és igy a piac) jovobeli alakuldsatol fiigg értéke. Tehdt lényegében jovébeli
bizonytalan pénzaramlasokrdl van szé. Ilyen példaul az opcidk kifizetése. Ahogy azt mar
emlitettiik, a piac teljessége azt jelenti, hogy barmely elozetesen célként rogzitett tervezett
kifizetéshez létezik olyan onfinanszirozo stratégia, mellyel ez a kifizetés pontosan elérheté (fe-
dezhetd), azaz a célként kitlizott kifizetést a stratégia kitermeli a kifizetést. Ezt replikdlasnak

is szokas nevezni. Modelltinkben ezt a fogalmat a kovetkezdképpen definialjuk.

10.1.4. Definicié. A d.i.-(B,S)y piacot teljesnek nevezziik, ha tetszéleges £ valoszintiségi

valtozohoz létezik olyan m onfinanszirozo stratégia, hogy
X (w) =¢&(w) Yw € Q  esetén.

10.1.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy a d.i.-(B,S)y piacon létezik P* ekvivalens martingdl-

mérték. Ekkor a kovetkezb allitasok ekvivalensek:

(1) a piac teljes,

(2) P* az egyetlen ekvivalens martingal-mérték a piacon,

185
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(3) tetszdleges (M, Fr,P*)o<n<n martingdl el6allithato

M, =M+ nlAmy, n=1...N

k=1
alakban, ahol a 7,-ek F,_i-mérhets valosziniiségi valtozék (n=1,...,N), és
Sy,
My 1= — ha n=1,..., N.
B,

Bizonyitas. (1) = (2). Tegyiik fel, hogy P** is egy ekvivalens martingdl-mérték. Megmu-

tatjuk, hogy P** = P*.

Legyen A € F és {(w) := 14(w). Ekkor a piac teljessége miatt létezik olyan 7 Onfi-
nanszirozo stratégia, melyre X% = £ A 7 diszkontdlt értékfolyamata martingalt alkot
tetszoleges ekvivalens martingal-mértékre vonatkozdan. Specidlisan,

AR XF X%

E - 20 _
By By By’

ahol E* és E** a P*, illetve P** mértékekre vonatkozo varhato értéket jeloli, ezért
P*(A) =E'14 = E"14 = P™(A),

amivel kész (1) = (2) bizonyitésa.

(2) = (1). Megjegyezziik, hogy a P* ekvivalens martingal-mérték egyértelmiiségébél
az kovetkezik, hogy P* csak az a mérték lehet, melyet a 9.2.1. Tétel bizonyitasdban konstru-

altunk.

Ugyanazt a jel6lést fogjuk hasznélni, amit (2) = (1) bizonyitdsédnal hasznaltunk a 9.2.1. Té-

telnél.

Emlékeztetiink arra, hogy

Vo :={£: Q+— Rv.wv. |3 olyan 7 dnfinanszirozé stratégia,

melyre XJ = 0és Xy = £}
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Legyen

Vo ={£: Q= Rvwv. | E* ¢ =0}

Az f(V,) halmaz (f definiciéjat 1lasd a 179. oldalon) nyilvan linedris altér R¥-ban, hiszen
[E* linedris funkcional a piachoz tartozd valdszinliségi mezon definidlt valészintiségi valtozok
halmazén. A 180. oldalon taldlhaté 4. 1épés szerint Vo, C V,. Elészor az (a), (b) és (c)

lépésekben megmutatjuk, hogy ez a két altér egybeesik, azaz Vy = Vs.

(a) lépés. Tegyiik fel, hogy Vo # Vs. Ekkor létezik olyan & = (Zq,...,%x) € f(V2) nullvek-

tortdl kiilonbozé vektor, mely ortogonalis az f(Vs) linedris tér f(Vy) alterére, azaz
(Z,2) =0 ha z € f(V).

Mivel P* konstrukcidjaban ¢; > 0 ha ¢ = 1,...,k , igy véalaszthatunk olyan kicsi ¢ > 0

szamot, hogy

¢ =¢q —ex; >0

minden i = 1,..., k esetén. Legyen ¢ = (Gi, ..., k) és vegyiik észre, hogy

(G, ) = (q,x) —e(x,x) =0 ha =€ f(W). (10.1)

(b) lépés. Legyen

~ di .
P({wl}):m ha Zzl,...,k.
‘]:

Ekkor P egy ekvivalens martingal-mérték a piacon, amit ugyanigy mutatunk meg, ahogy
azt P* esetén tettilk az 5. lépésben a 180. oldalon. FEhhez tekintsiink egy tetszoleges T
megallitasi pillanatot, és idézziik fel az 5. 1épésben a 181. oldalon definialt 7 onfinanszirozo
stratégiat. Jeloljitk a P-re vonatkozé vérhaté értéket E-vel. Ekkor a (10.1) allitds alapjén

az F funkcional eltfinik a Vy halmazon, hiszen € € Vy, = f(€) esetén

E¢ = <q,x>/_qu = 0.
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gy
0= IEXX; = fE(ﬁNBN + ’VNSN)

T ST S ST
= E(<_]]-{T<N} — —0) By + —ﬂ{r:N}BN)

B. B, B.
S, S,
—ByE (2 - 20
N (BT BO)’

ami az A.2.30. Allitdssal egylitt azt eredményezi, hogy P valéban egy ekvivalens martingsl-

mérték.
(¢) Iépés. A P* egyértelmiisége alapjan azt kapjuk, hogy P* = P, ami azzal ekvivalens, hogy
q=af =aq— QeT, (10.2)
ahol o = % ¢;/ >0 | G;. Tehit
(1 —a)q=—aet. (10.3)
Viszont T € f(Vs), ezért abbdl, hogy E* eltiinik a V, halmazon, azt kapjuk, hogy

(1—-a)g,q) = —as(Z,q) = 0.

Azaz a (10.3) egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha o = 1, és igy (10.2) miatt & nullvektor. Ez

viszont nem lehetséges, igy ellentmondasra jutottunk, ezért valéban Vy = V.

(d) lépés. Végill megmutatjuk, hogy Vy és Vs egybeesésébdl kovetkezik a piac teljessége.
Legyen ¢ tetszoleges (F-mérhetd) valdsziniiségi valtozé. Ekkor a £ —E*¢ valésziniiségi valtozd
eleme a Vy =V halmaznak. Ezért 1étezik olyan 7 = { (Bn, V) 12, Onfinanszirozé stratégia,
melyre

X;i=0 é Xy=¢-E<

Legyen

. . B
ﬁ;:ﬁﬁB—;E*g ha n=0,...,N.
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Ekkor a 7' := {(,,5n)}\_, stratégia nyilvan énfinanszirozé, és
amivel belattuk a piac teljességét.

(1) = (3). Tegyiik fel, hogy a piac teljes, és legyen (M, F,, P*)o<n<n egy martingdl.

Ekkor a teljességhdl kovetkezik, hogy 1étezik olyan m = {(B,,vn) )\, Onfinanszirozé
stratégia, melyre
X} (w) = ByMy(w).
Az alapjan, hogy P* egy ekvivalens martingal-mérték, azt kapjuk, hogy a (V.7 F,, P*)o<n<n

sorozat martingal, és igy

T

X
M, =E*(My | F,) =E* (—N
By

Tehat végiilis azt kapjuk, hogy

M, — M, =V —-V" = PnBn + 1nSn
B,
N 6an—1 +7nSn—1 o i i Sn—l
Bn—l —n Bn Bn—l
minden n =1,..., N esetén, ami azt jelenti, hogy M valéban eloall

Mn:MO—I—kaAmk, n=1,...,N,
k=1
alakban.

(3) = (1). Legyen £ egy (F-mérhetd) valdszintiségi véltozd, és legyen
M, = E* (i )fn) ha n=0,... N.
By
Nyilvan (M, Fn, P*)o<n<n martingdl, ezért léteznek olyan F,_;-mérhetd v, n =1,..., N,

valoszintiségi valtozok, hogy

. Sn Sn—l
Mn:MO—I—E 7k<—— ), n=1,...,N.
=1 Bn Bn—l
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Legyen 3y := X = My, 7o := 0, tovabba

valamint

™= {(67” Vn)}iz\[:O'

A f,-ek definicidja alapjan teljesiilnek az V' = M,, n = 0,..., N Osszefuiggések, ezért

X} = BNV = ByMy = € is teljesiil. Végiil megmutatjuk, hogy 7 onfinanszirozé. Valdban,

n

Sn Sn
- Bn—l (anA(B_n) - A<7n3_n)> + Sn—lAan

Sp_
= _Bn—l—lAan + Sn—lAfYn =0.
Bn—l

Bn—lAﬂn + Sn—lAan = Bn—l (AMn - A(Vn%)) + Sn—lAan

U

10.1.6. Megjegyzés. A 9.2.2. Megjegyzéshez hasonléan itt is megemlitjiik, hogy tobb
részvényt tartalmazo piacokra —melyeket a 8.2.9. Megjegyzésben targyaltunk— is telje-
sen analég médon kimondhat6 a 10.1.5. Tétel. Az érdekl6dd olvasonak ismét Harrison és
Kreps [25] munkdjét, illetve Follmer [24] monografidgjat (1d. 1. fejezet, els6sorban 1.40. Tétel)

ajanljuk. A
10.1.7. Tétel. Ha a d.i.b.-(B, S)n piac kamatlabaira és egyiitthatdira teljesiilnek az
ap < 1y < by, n=1,...,N,
egyenléotlenségek, akkor a piac teljes.
Bizonyitas. Legyen P* a 9.1.8. Tételben definialt ekvivalens martingal-mérték. Mivel P*

az egyetlen ekvivalens martingal-mérték a piacon, igy a 10.1.5. Tételbdl addodik a teljesség.

U
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10.1.8. Megjegyzés. A 10.1.5 Tételben leirt martingal reprezentacié szerint tetszéleges
(M., Fry P*)o<n<ny martingdl eléallithaté az m, := S,/B,, n = 1,..., N, diszkontélt rész-
vényarfolyamat martingal-differenciaibdl, azaz
My = Mo+ wlAmg,  n=1,... N, (10.4)
k=1
ahol a ~,-ek prediktalhatéak (F,_i-mérhetéek, n = 1,..., N). Ugy is fogalmazhatnank,
hogy minden idépontban az "4j’ véletlen a részvényéarbol szarmazik csak. Ilyenkor hasonléan

megadhato egy martingdl reprezentacié gy, hogy annak alapjat a hozamok adjék.

Nevezetesen, a (10.4) egyenletben megadott martingal reprezentécié pontosan akkor
teljesiil minden martingél esetén, ha minden (M,,, F,,, P*)o<n<ny martingdl eléallithatd
M, =M+ oxAm;,  n=1,... N, (10.5)
k=1

alakban, ahol a a,,-ek prediktdlhatéak (F,_j-mérhetéek, n =1,... N) és

n

m;:Z(pk—rk), n=1,...,N.

k=1
A két felbontas tehat pusztan abban kiilonbozik, hogy az martingalokat az egyik esetben az
(M, Fry P*)o<n<ny martingalbdl, a mésik esetben pedig az (m}, F,, P*)o<n<n martingalbdl

allitjuk elo.

Az allitds konnyen belathatd, hiszen legyen

anSn—l
n = =1,...,N.
(6% Bn n
Ekkor
. S S +1

Megjegyezziik tovabbé, hogy a fenti (10.5) felbontasban szerepls o, (n =1,2,..., N)
valészintiségi valtozdkat az alabbi médon kaphatjuk meg egy arbitrazsmentes (a,, < r, < by,

n = 1,2,...,N) bindris (d.i.b.-(B,S)y) piacon az egyetlen ekvivalens martingal-mérték
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segitségével. Legyen (M, Fp,P*)1<n<ny martingdl. Mivel az M, (n = 1,...,N) adaptalt,

igy léteznek olyan h, : R" — R (n = 1,..., N) fliggvények, hogy

M, (w) = hp(pr1(w), ..., pu(w)), w € Q.

Ezért M, martingal-tulajdonsaga alapjan

E* (hn(p1 (@), - - -, po(w)) = Bno1(p1(w), - puc1(w)) | Fuer) =0 w € Q.

Ezt ekvivalens alakban irva

p; hn(pl(w)> s >pn—1(w)> bN) + (1 - p;’;) hn(pl(w)> s >pn—1(w)a an)

= hp_1(p1(w), ..., pp_1(w)) we Q. (10.6)

Legyen
an(w) — hn(pl(w)""’pN—l(w)’bn) - hn_l(pl(W),...,pn_l(W)) ’ (107)
bn —Tn
1 <n < N esetén. A (10.6) egyenlet alapjan kénnyen levezethetd, hogy
an(w) _ hn(pl(w)> s >pn—1(w)> an) - hn—l(pl(w)a ) pn—l(w)) ’ (108)

Ay — Ty
1 < n < N. Megszorozva a (10.7) és a (10.8) egyenletet (b, — r,)-nel illetve (a,, — r,)-nel

észrevehetjiik, hogy ez a két egyenlet azzal ekvivalens, hogy

AM, (w) = ap(w)Am’ (w), n=1,...,N.

A (10.7) és (10.8) egyenletekbdl az alabbi ekvivalens alakot is kaphatjuk o, megadaséra:

ozn(w) — hn(pl(w)v ! pn—l(w)v bZT)L : Z’:(pl(w>7 ce 7pn—1(w>7 an) 7 (109>

1 <n < N, igy ekkor a (10.4) egyenletben szerepl6 7, megadhaté a

Bn (hn(pl(w)v c pn—l(w)v bn) — hn(pl(w>7 co 7pn—1(w>7 an))
Sn_1(w) (by — ay) ’

Yn(w) = (10.10)

1 <n < N, alakban.



193

Végezetiil hangsulyozzuk, hogy szamos fenti egyenlet csak a 8.1.5. Feltétel miatt teljestil
minden w € Q esetén, altalanosabban a feltételes varhato érték tulajdonsagaibdl adédoan

csak P*-m.m. teljesiilnének a fenti egyenletek. A
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11. fejezet

Opcidarazas

A kovetkezo lemma allitdsa meglehetésen trividlis, de fontosnak tartjuk hangstlyozni, mert

megmagyarazza az ekvivalens martingal-mérték szerepét az opcidelméletben.

11.1.9. Lemma. Legyen 7 egy oOnfinanszirozé (x, fy)-fedezeti stratégia egy d.i.-(B,S)y
piacon, ahol x € R és fy : RNl s R, és tegyiik fel, hogy P* egy ekvivalens marting4l-

mérték a piacon.

Ekkor
By .,
xXr 2 B— E fN(S(),Sl,...,SN),
N

és ha 7 rdaddasul miniméalis (z, fy)-fedezeti stratégia, akkor

=By E'Vy = BV = .

195
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11.1.10. Tétel. (Feltételes kovetelések drazasa.) Tegyiik fel, hogy P* egy ekvivalens

martingal-mérték egy d.i.-(B,S)y piacon, és legyen fy : R¥N+1 — R Borel-fiiggvény.

Ekkor

B
Cpy > B—° E* fn(So, S, ..., Sn).
N

Ha az fn(So,S1, ..., Sn) replikalhaté (azaz létezik hozza tokéletes fedezet), akkor

B
Crge = 5o B fn (S0, S1, .. Sw). (1L.1)
N
Bizonyitas. A 8.2.13. Lemmabdl kovetkezik, hogy 1étezik olyan = € R, hogy I1(z, fn) # 0,

ami azt jelenti, hogy Cy s, < o0o. A 11.1.9. Lemma alapjan nyilvanvald, hogy

B
Crpy = - B felSo S1,- 0 Sw). (11.2)

Tovabbé a piac teljessége biztositja, hogy létezik olyan 7 dnfinanszirozé minimélis (x, fi)-

fedezeti stratégia, melyre

B *
Xr = B—O E* fx (S0, S1, - - -, Sw),
N
és igy X7 > Cy gy, azaz a (11.2) egyenlStlenségben ekkor teljesiil az egyenldség is. U

11.1.11. Megjegyzés. Konnyen lathatd, hogy ha fx(So, Si, ..., Sny) replikdhatd, akkor az
fn(So, 51, .., 9n) > 0 egyenlStlenséghdl kozvetleniil kévetkezik, hogy a minimalis (Cy 7y, fv)-

fedezeti stratégia értékfolyamata végig nemnegativ, hiszen

XW:—E*(fN(So,Sl,...,SN)|fn)20, ’/LIO,...,N.

Azt is érdemes megjegyezniink, hogy replikalo stratégia t,-beli értéke, azaz X] =
g—g E* (fn(So,S1,-.-,Sn) | Fr), egyben nem més, mint az opcié értéke t,-ben, melynek
értéke véletlen, hiszen az fiigg attol, hogy mi torténik addig a piacon. Azt kapjuk, hogy az ek-
vivalens martingal-mérték mellett az opcio ara ugyanugy viselkedik, mint az alapértékpapirok
ara, nevezetesen: a opcidéar diszkontalt értékfolyamata is martingalt alkot. Ebben az érte-

lemben tehat ’konzisztens’ mdédon egészitettiik ki a piacot egy tjabb értékpapirral.
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Azt is vegyiik észre, hogy ha az opcidé fny (S, S1,- .., Sy) kifizetése replikdlhato, akkor
t6bb ekvivalens martingal-mérték létezése esetén is (azaz nem teljes piacon) barmelyik ekvi-
valens martingal-mértékkel meghatarozhatnénk a (11.1) egyenletben megadott X kezd6t6két
és altalaban az

By

Xn =5 B (I (S0, Sty Sw) [ )
N

feltételes értékeket, hiszen a replikalé stratégia nem fiigg az ekvivalens martingdl-mérték
vélasztasatol. Természetesen, ha a kifizetés nem lenne replikalhatd, akkor (11.1) kiilonb6z6

értékeket ("arakat’) adhatna kiilonb6zé ekvivalens martingal-mértékekkel szamolva.

A fenti tétel az alapja az opcidk arazasanak. Ha a kifizetés replikdlhaté —ilyen példdul
teljes piacon minden eurdpai opcié kifizetése— akkor az opcié ara sziikségképpen Cy g, ,

ugyanis minden mas ar arbitrazshoz vezetne.

Ha ugyanis a piaci a&r —jeloljiik ezt Cpqei-val— ennél nagyobb lenne (Chigei > Cy 1y ),
akkor az opcié eladdjanak lenne arbitrdzsra lehetdsége: eladja az opciét, ezért kap Cpige
osszeget, melybdl Cy ¢, kezd6tokével megvaldsit egy m tokéletes fedezeti stratégidt, mig a
fennmaradd Cpiaei—Cuy fy > 0 Osszeget példaul kotvénybe rakja. Ekkor lejaratkor az opciébol
szarmazé kotelezettsége éppen annyi lesz, mint amennyi a tokéletes fedezeti stratégia leja-
ratkori értéke (hiszen ezt jelentette a tokéletes fedezet), azaz a fedezeti stratégia kitermeli a
kotelezettséget. A kezdetben kotvénybe fektetett Osszeg igy megmarad az eladénak, raadasul
1 valészintiséggel. Vegytik észre, hogy itt mar az arbitrazs létrehozasdhoz természetesen olyan

stratégiat kell megvaldsitani, amelyben szarmaztatott értékpapir is van.

Hasonlé a helyzet akkor, ha Cpieei < Cn ,, csak ekkor a vevoének nyilik arbitrézsra le-
het6sége: ehhez lényegében a fentiekben leirt elado6i arbitrazs —1-szeresét kell megvaldsitania,
nevezetesen: vesz egy opciot Cpiqe; dron és mellé a fenti 7 fedezeti stratégia —1-szeresét
hajtja végre. Utébbi részvények short sellingjét vagy kotvényben (bankszdamla) kolesont
feltételez, vagy akar mindkettdt, igy ebbdl Cy s, Osszeget kap, hiszen X;" = —Cuy y,.

Osszességében tehdt kezdetben C N.fx — Cpiaci > 0 pénze marad, amelyet példaul kotvénybe
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fektethet. Lejaratkor a birtokolt opcié éppen annyit ér, amennyit a —m portfoliés pozicid,
azaz most az opcios pozici6 fedezi az esetlegesen keletkezé X" < 0 veszteséget, méghozza 1
valészintiséggel. A kezdetben keletkezd Cy r, — Cpiaei > 0 Osszeg igy itt is kockazat nélkiili

profitot ad 1 valészintiséggel.

Jegyezzilk meg, hogy a fenti érvelésben olyan arbitrazs-stratégidkat konstrualtunk,
amelyek alapértékpapirok mellett szarmaztatott értékpapirokat is tartalmaznak. Ilyenkor
a stratégia, az onfinanszirozas az alapértékpapirokbdl all stratégiak mintdjara definialhato,
ahogy azt a 8.2.9. Megjegyzésben targyaltuk, s nyilvan az arbitrazs-stratégia fogalma is

értelemszerfien altalanosithato erre az esetre.

Fontos hangsiilyoznunk, hogy a szarmaztatott értékpapir ara a piachoz van arazva (a
tobbi értékpapirhoz, arbitrazsmentesen), az a tokéletes fedezeten alapszik (ha az létetezik),
amelyet 1 valdsziniiséggel biztositunk. Ennek készonhetd az, hogy az drazasban (a mértékek
ekvivalencijatdl eltekintve) az eredeti P piaci mértéknek nincs szerepe. fgy az ar példaul
nem fligg a részvény elvart hozamatél, vagy azt is mondhatjuk, hogy ugyanazon lehetséges
részvényértékek esetén nincs jelentosége annak, hogy mekkora egy-egy érték bekovetkezésének
valoszintisége a piaci mérték szerint, mely meglehetésen meglepo. Ez egy lényegi kiilonbség
mas pénziigyi vagy biztositdsa eszkozok vagy szerddések arazasahoz képest, ahol szintén

véletlen (bizonytalan) kifizetések értékelése a probléma. A

Néhany széles korben haszndlt drazasi formula

11.1.12. Tétel. (Eurdpai opcié arazasa) Tekintsiink egy olyan d.i.b.-(B,S)x piacot, a-
hol az {r,})_, kamatldbakra és az {a,}"_,, {bn}Y_, egyiitthatckra teljesiilnek az a, < r, <

b, (n=1,...,N) egyenl6tlenségek. Legyen fy : RN*!1i— R.

(1) Az fn(So, S, .., SN) kifizetési fiiggvényii eurdpai opci6 ésszerii ara

1

m E*fN(SO’ Sl’ e ey SN)’
n=1 n

CNva =
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ahol E* a P*-ra vonatkoz6 varhato értéket jeloli, és

* * Tn — Qn
]P)(pn:bn):pn:b_a, n=1,...,N.

(2) Létezik m énfinanszirozo stratégia, mely minimalis (Cy s, , fn)-fedezeti stratégia.
(3) Egy ilyen stratégiat adnak meg a kévetkezé képletek:

T = {7Tn = (6m'7n) nNzov

Cwsn
= ’ =0
/60 BQ P Y0 ;
_apB,
’}/n T Sn_l )
Xﬂ_l - fYnSn—l
= — , n=1,...,N,
ﬁ Bn—l
ahol
1

X) = —x
Hk:n—l—l(l + Tk)

ésa, (n=1,...,N) az XT /B, folyamatnak a 10.1.8. Megjegyzésben megadott mar-

E*(fN(SO,Sl,...,SN) }Fn)a

tingal-reprezentacidjaban szereplé F,,_i-mérhet6 egyiitthatoja.

Bizonyitas. A 11.1.10. Tételbdl kovetkezik (1), a 10.1.7. Tételb6l pedig (2), valamint

a 10.1.8. Megjegyzés adja a (3)-ban leirt alakot. O

11.1.13. Megjegyzés. A 10.1.8. Megjegyzés alapjan o, (n =1,..., N) felirhaté az alabbi
ekvivalens alakban. Mivel X7 adaptalt, igy alkalmas g, : R® — R fliggvényekkel X (w) =
gn (p1(w), p2(w), ..., pu(w)), w € Q, ennélfogva

o gn(pl(w)> s >pn—1(w)> bN) - gn(pl(w)a SRR pn—l(w)> QN)
(W) = Sp_1(@) (by — ay)

gn(pl(w)> s >pn—1(w)> bN) - gn(pl(w)a SRR pn—l(w)> QN)
Sp—1(w) (1 +b,) — Sp_1(w) (1 + ay) ’

1 <n < N. (A fenti g, fiiggvény természetesen nem mas, mint g, = B,h,, ahol h,-t

a 10.1.8. Megjegyzésben adtuk meg.)
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A fenti Gsszefliggés tehat azt adja, hogy a bindris piacon a fedezeti stratégidhoz sziik-
séges részvénymennyiség a kovetkezo idopontban lehetséges két opcidérték kiillonbségének és
a kovetkezo idéponthoz tartozd két lehetséges részvényérték kiilonbségének hanyadosa. Ezt

a mennyiséget nevezziik masképpen az opcié deltdjanak. A

11.1.14. Megjegyzés. Tekintsiink egy eurdpai opciét egy binaris arbitrazsmentes piacon.
Vegyiik észre, hogy ekkor az opcié ara szamolhato egy visszafelé haladé rekurzidval, ahol
minden 1épés egy egylépéses binaris piacon val arazasnak felel meg. Valéban, a hozamok

P*-fliggetlenségét is figyelembe véve konnyen lathatd, hogy

B, _
Xoq = B—lE* (X | Fu) (11.3)

,ri [gn(pl(w)> s >pn—1(w)> bn)p;kl + gn(pl(w)> s >pn—1(w)> QN) (1 - p;)] ) (11'4)

n

n = 0,1,... N, ahol az utols6 sor egy egylépéses piacon valé arazasi formula. Mivel X7
ismert, hiszen az a kifizetés, igy onnan visszafelé haladva kiszamolhat6 a binaris fan minden

kordbbi X érték ugy, hogy a fat egylépéses részekre bontjuk.

Specidlisan, ha X% = gy(Sy) alaku, akkor XT = ¢,(S,), n = 0,1,... N, alkalmas g,
fiiggvényekkel. Valéban, (11.3) alapjan adédik, hogy ha XT = ¢,,(S,) = ¢n(Sn—1 (1 + pn)),
akkor az X7 | = ¢,_1(S,_1) alak is eléall. Ez egyben azt is jelenti, hogy ez esetben nem
kell minden részvénytrajektériara (w € Q-ra) meghatarozni az egylépéses formula alapjdn
az arat, amikor X értékeibdl szdmoljuk X7 | értékeit, hanem elég azt S,_; lehetséges
értékeire meghatdrozni (melyek mind egy-egy pontnak —azaz csticsnak— felelnek meg az

opcié arfajan).

Egy kétlépéses binomialis piac esetén a fentiek a kovetkezot adjak. Legyenek a le-
hetséges kifizetések fa1 := g (So(1 4 b)?), fa2 := g2 (So(1 +0)(1 + a)), fa3 := g2 (So(1 + a)?),
ahol gy egy kifizetési fiiggvény. Ezek az értékek a lejarathoz tartoznak, azaz a T = t,

idéponthoz. A t; kereskedési idéponthoz tarozé lehetséges opcidarak igy

fi1 = %H [foap™ + fa2 (1 —p")],
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fi2 = %M [f22p" + fa3 (1 —p")].

Végiil a kezdoidoponthoz tartozé opcidar

1 N #
Coyy = s [fiap" + fi2a (1 =p")].

fgy ebben a péddban hirom egylépéses piacnak megfelel¢ arazassal megkaptuk visszafelé

haladé rekurziéval az opcié C, 4, arét. A

11.1.15. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a 11.1.12. Tétel feltételei. Tegytik

fel, hogy fn a kovetkez6 alakban irhato:

g(SN(w)) = fN(SQ,Sl((U), .. .,SN((U)), Yw € Q,

ahol g : R — R Borel-fiiggvény.

Ekkor
Cavpv=d > g|S [] @+ba) [ O+a) | TI 25 I] @-»),  (115)
HeTl 1<n<N 1<n<N 1<n<N 1<n<N
neH n¢H neH n¢H

ahol d a diszkont faktor, azaz
B 1
HnNzl(l +75)
és a jelolések ugyanazok, mint a 11.1.12. Tételben, tovabba I' az {1,2,..., N} halmaz

hatvanyhalmaza.! Specialisan,

Cr = e 2o (Sl + 0 0) ()ora -

a homogén bindris piacon, ahol p* := (r — a)/(b — a).

Bizonyitas. Nyilvanvalé, hogy a (11.5) és (11.6) formuldk értéke éppen

1

n=1 n

'"a {1,2,..., N} halmaz 6sszes részhalmazainak rendszere.
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11.1.16. Kovetkezmény. (Cox-Ross-Rubinstein arazasi formula)
A d.ih.b.-(B,S)N piacon az eurépai vételi opcio ésszerii ara K (K > 0) lejarati dr és

(Sy — K)™ kifizetési fiiggvény esetén

Ci% = SoB(ko, N, p) — K(1 4 1)~V B(ko, N, p*),

ahol
K
logiN
ko =1+ So(1 +a)
1+
log —
L ©8 1+a |
és
S ()PP =p)¥*F ha0<j< N, NeN,
B(j,N,p) =
0 egyébként,
valamint

(14D . T—a
p= 1+r b b=y

ahol [y] az y € R szam egész részét jeldli.

Bizonyitas. Legyen g(z) = max(0,z — K), és alkalmazzuk a 11.1.15. Kévetkezményt.

Tegyiik fel, hogy a piacon egy olyan w € 2 elemi esemény kovetkezett be, melynek
(P (@),...,pn(@)) realizacidi k (0 < k < N) alkalommal veszik fel a b hozamértéket, azaz a
megfigyelt idéintervallumban a részvényar k-szor ugrott felfelé. Ekkor

(S (@)) = max (o, So(1+a)V (1 * b)k _ K) |

1+a

tovabba

k
So(1+ a)N Giz) _K>0
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akkor és csak akkor teljestil ha

K
1Og7N
E> So(l"‘(b) 7

1+b

log —
Og1+a

azaz, ha k > ko. Ezért azt kapjuk, hogy

N N k
ca N * % _ l—l—a 1—|—b
st e (oo (22 (52

k=ko

= SOIB(]{;OvNuﬁ) - K(l + T>_NB(k07N7p*)7

mivel

o A+b0 (b—a)(l47)—(r—a)(l+D)

SR i b—a)1+7)
_b=ml+a) . 1l+a
R T

11.1.17. Kovetkezmény. (Put-Call paritas) Tekintsiink egy d.i.b.-(B,S)x piacot, ahol
az {r,}N_| kamatldbakra és az {a,})_;, {b,}2_, egyiitthatdkra teljesiilnek az a, < r, < b,

(n=1,...,N) egyenlStlenségek.

Ekkor az eurdpai eladési opcié ésszerti ara K (K > 0) lejarati ar és (K —Sy)* kifizetési
fliggvény esetén
K

Rk =Ci% — So+ =,
7 7 ijy:1(1 +7"n)

ahol C]C\‘,’l[l( a megfelels vételi opci6 ésszerii ara (ugyanolyan lejarati ar és kifizetési fiiggvény

esetén).
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Bizonyitas.
1
cR = ——E"max(0, K — Sy)
7 Hn:l(l + TTL)
1
= ——FE*(max(Sy — K,0) — Sy + K
Hivzl(l +75) ( )
1 K
call *
NK N N N
[T (T +7) [T (1 +7)
K
= CVk —So+ =———,
7 Hn:l(l + Tn)
mivel a py,...,py valoszinliségi véltozok fiiggetlensége miatt nyilvanvalé, hogy E*Sy =
So T2, (1 +7,,), ahol P* a piacon egyértelmfien létezé ekvivalens martingdl-mérték. O

11.1.18. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a put-call paritas bizonyitasaban valéjaban csak
azt hasznaltuk, hogy a szoban forgd opcidk kifizetése replikalhato. fgy a 11.1.10. Tételt és
a 11.1.11. Megjegyzést is figyelembe véve altalaban egy piacon, ha teljestil a replikdlhatosagi
feltétel, akkor a put-call paritas fenti bizonyitasa —s igy maga a paritas is— érvényben van.
So6t, még altalanosabb feltételek mellett is érvényben marad a put-call paritas, hiszen egy-
szerii arbitrazsmentességi érveléssel lathat6, hogy egy call opcié és K/(By HnNzl(l + 7))
mennyiségli kotvény ugyanannyit kell, hogy érjen, mint egy put opcié és egy részvény.

Ugyanis ezen két egyszerii portfolié értéke megegyezik a lejaratkor egy valoszintiséggel.

11.1.19. Megjegyzés. (Amerikai opciék drazasa bindris piacon) Amerikai opcidk a-
razasaval és hozzajuk kapcsolodd arazasi feladatokkal, fedezeti stratégiakkal ebben a konyv-
ben részletesen nem foglalkozunk. Itt mindossze egy egyszerii algoritmust ismertetiink arra
vonatkozoan, hogy hogyan lehet arbitrazsmentes binéris piacokon amerikai opcidkat arazni
és eldonteni, hogy érdemes-e az opciét lehivni. Az igy ismertetendd ar tulajdonsagaival (pl.
arbitrazsmentességével) itt nem foglalkozunk, az érdekl6dé olvasénak ajanljuk Shiryaev [50]

monografidjat.

A 11.1.14. Megjegyzésben megmutattuk, hogy hogyan lehet a bindris piacon egy opciot
visszafelé haladd rekurzidval drazni. Azt is lattuk, hogy ebben a rekurzidoban minden lépés

egy egylépéses piacon val6 opcidarazasnak felel meg. Amerikai opcidk esetén binaris piacon
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szintén egy ilyen visszafelé haladé rekurziét tekintiink, mindossze ennek egy-egy lépése lesz

a korabbiaktol eltérd.

Tekintstink egy amerikai vételi vagy eladési opciét példaként. A rekurzié ugyanazon
értékekbdl indul ki, mint az eurdpai esetben, azaz a ty idoponthoz tartozé értékek —azaz
kifizetések— azonosak, hiszen a lejaratkor mar ugyanannyit ér egy eurdpai és a neki megfelel
amerikai opcio. Ezt kovetéen minden 1épés sordan egy egylépéses esetet oldunk meg valéjaban,

de ez most kiilonbozik az eurdpai esettol, ezt mutatjuk most be.

Ehhez legyen Cf’f és Cf? két lehetséges dra az amerikai opcionak a kovetkezd keres-
kedési idopontban, amelyet méar a rekurzié soran meghataroztunk. Itt a Cf’f ar tartozik a
részvény ’felfelé’ valé ugrasdhoz, pontosabban a nagyobbik hozamértékhez, mig C{%g” a kiseb-
bikhez. Ekkor keressiik a rekurzié jelenlegi C{™ értékét, melyet az aldbbi médon hatarozunk
meg:

Cy™ = max (CF*, Cf), (11.7)

ahol

u 1 m, ¥ m *
Cy :1—+T[C?,1P +Cg (1=p")],

p* az ekvivalens martingal-mérték szerinti valészintsége a felfele ugrdsnak, tovabbd Cf jeloli
azt a kifizetést, melyet akkor kapnank, ha az opcié lehivasa mellett dontenénk. Heuriszti-
kusan konnyen igazolhaté a fent lefrt drazési médszer. Vegyiik ugyanis észre, hogy a CH*
mennyiséget a jovébeli lehetséges (amerikai) opciés drakbol gy hataroztuk meg, mint az
europai esetben, azaz, ha nem a lehivés mellett dontiink, akkor ennyit ér az opciénk ebben a
pontban. fgy (11.7) szerint tekintjiik a két lehetdségiinket, a lehivést vagy az opcid tartédsat,
s az opcié ara ebben a pontban annyi, amennyit a ketto lehetdség koziil a jobb biztosit.
Egyben valaszt kapunk arra a kérdésre is, hogy milyen esetben érdemes lehivni az opciét

ebben a pontban: ha C§* < Ct.

A fentiekben ismertetett arazasi algoritmussal kapcsolatban tovabbi részleteket targyal

Hull 28], mig az elmélet preciz targyalasat szamos miiben megtaldlhatja az érdekl6dé olvaso,
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mi Shiryaev [50] munkéjat emlitjiik. JAN

11.1.20. Megjegyzés. (A Black-Scholes piac és arazasi formula) Konyviink kizars-
lag diszkrét ideju piacokkal foglalkoztunk. Mér a bevezetOben is emlitettiik, hogy célunk
olyan modon attekinteni a pénziigyi matematika néhany klasszikus eredményét, hogy az
egy bevezeté matematikai analizis és valoszintiségszamitas kurzusok ismeretében kovethetd
legyen. Ugyanakkor az opcidéarazas esetén emlitést kivanunk tenni a klasszikussa valt Black-
Scholes-féle modellrol, hiszen annak tudomanytorténeti jelentosége is nagy: ez inditotta el
vagy legalabbis adott nagy lokést az opcidarazas mellett a modern pénziigyi matematika
szamos teriiletének. Ez igazolja az is, hogy az opcidarazas teriileten végzett mérfoldkének
tekinthet6 munkajaért vehette at a kozgazdasagi Nobel-emlékdijat Robert C. Merton és

Myron S. Scholes 1997-ben (”for a new method to determine the value of derivatives”).

A Black-Scholes elmélethez, vagy altalanosabban a folytonos idejii piacok targyalasahoz
olvasasdhoz a sztochasztikus kalkulus mélyebb ismerete sziikséges. Célunk itt csak az, hogy
roviden megemlitsiik a hires elmélet alapjait és annak kapcsolatat a diszkrét idejii mode-
lekkel. De mar elozetesen megemlitjiik, hogy az alapotletek, alapeszkozok megegyeznek a

diszkrét targyaltakkal, am a problémék technikailag, matematikailag sokkal mélyebbek.

A Black-Scholes piac egy folytonos idejli piac, ami azt jelenti, hogy az arak tetszoéleges
idopontban véaltozhatnak a jelenlegi 0 idoponttdl a lejarati 7" idopontig, és hogy a kereskedés
szintén megengedett tetszéleges t € [0, 7] idépontban. Tehat minden folyamat (mint példaul

az ar, az érték vagy a portfélié folyamata) az egész [0, T intervallumon van definialva.

Ekkor a Black-Scholes piaci modell az alabbi médon adhaté meg. Legyen {2, F P, F=
(F)} egy filtralt valészinliségi mezd, melyen a kétvény és a részvény arfolyamatara azt

tessziik fel, hogy

e B, = Bye™ hat € [0,T], ahol By > 0 és r >0,
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o az S = {S;|t € [0,T]} részvény arfolyamatot pedig az
t t
Sy = So —i—/ wSsds —i—/ oSsdWs, te€[0,T] (11.8)
0 0

sztochasztikus integralegyenlet hatérozza meg, ahol W = {W, | t € [0,T]} standard
Brown-mozgas (vagyis Wiener-folyamat) az (€, F, P, F)-en, és az F filtrdciét a W ge-
neralja, azaz

Fi=o{o{W.|0<s<t}U{AeF|P(A)=0}}

e n R 0>0,5) > 0 konstansok.

A (11.8) sztochasztikus integrélegyenlet formalisan frhaté differencidlegyenlet alakjaban is:
dSt = /.LStdt + O'Stth, t e [O, T], (119)

de a (11.9) egyenlet preciz értelmezése a (11.8) egyenlettel torténik. Ekkor az

2
5, i= Syexp ((u— %) t+awt) e

folyamat egyértelmii megoldédsa (11.8) egyenletnek, melyet az Ito-formula (1d. [45], VI.39)

segitségével lathatunk, hiszen

t t 0_2 1 t
Sy — Sp = / oS, dW, +/ (u — —) Syds + —/ 02 S,d[W],
0 0 2 2 Jo
t ¢
:/ uSSds+/ oS dWs, te€|0,T],
0 0

ahol [W] a W kvadratikus varidcids folyamatat jeloli. (A sztochasztikus calculusban jartas
olvasénak megemlitjiik, hogy az egyértelmiiség kozvetleniil kovetkezik abbdl, hogy a (11.8)
egyenletben szerepld egyiitthatéfiiggvények —vagyis az fi(z) = px és fo(x) = ox fliggvények—

linedrisak, ezért nyilvan teljesitik a Lipschitz-feltételt, lasd [13], 10.2 Fejezet).

A fentiekben lathaté, hogy a Black-Scholes piacon a részvény kettd paraméterrel jel-

lemezhets. Az egyik p, melyet varhaté (elvart) hozamnak tekinthetiink, a masik o, mely
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a hozam szérasat adja egy évre vonatkozoan, s ezt szokas volatilitdsnak nevezni. Ezen pa-
raméterek értelmezésével és szerepével kapcsolatban az olvasd szamos hasznos megjegyzést

talal Hull [28] konyvében.

A folytonos ideji piacokon is hasonlé moédon torténik a derivativdk arazdsa, mint
diszkrét idében. Az arbitrazsmentesség, a teljesség esetén hasonlé karakterizacios alaptételek
ismertek, mint diszkrét idoben, s az eurdpai tipusu opcidk ara itt is megadhato %E*f
alakban egy alkalmas ekvivalens martingalméték mellett, ahol & az opcid kifezetését jeloli.
Tovabba megjegyziink, hogy az ar pénziigyi, kozgazdasagi szempontbdl itt is hasonléan

értelmezhetd és hasonld tulajdonsagokkal bir, mint ahogy azt példaul diszkrét idoben tar-

gyaltuk a 11.1.11. Megjegyzésben.

A fentiekben leirt piacon hatdrozta meg Black és Scholes eurdpai call opcidk arat,

amelyre adott arazasi formulat szokas Black-Scholes formulanak nevezni.

Ehhez megjegyezziik, hogy a Black-Scholes piacon létezik ekvivalens martingal-mérték,
mely mellett a részvény (11.8) illetve (11.9) egyenletekben felirt drfolyamta az aldbbi egyen-
letet teljesiti:

dS; = rSydt + oS dW), te[0,T], (11.10)

ahol W} egy standard Wiener folyamat [P* mellett. Vegyiik észre, hogy a drift tagban a ho-

zamrata helyett a kockdzatmentes kamatlab szerepel az 1j mérték mellett felirt egyenletben.

Ekkor egy K kotési arral rendelkezd, T-ben lejaré eurdpai vételi opcié ¢ = e "TE*(Sp —

K)* arara a Black és Scholes [10] dltal megadott ar a kovetkez6 alakban irhaté fel:
c= 500 (dy) —e " K¢ (dy), (11.11)

ahol ¢ a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye, tovabba
~ In(So/K)+ (r+02/2)T
oVT ’
dy — In(So/K)+ (r — 02/2)T'
oVT

dy
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Az érdekl6dé olvasé ezeket szamos munkaban, monografidban megtaldlhatja az elmélet
és az arazas részleteit, mi az alabbiakat ajanljuk: [37], [50], [31], [52], ahol t6bb mddszert is
taldlhatunk a formula igazolasara. Utdbbi egy viszonylag rovid osszefoglalasat adja a fébb

eredményeknek.

Végezetiil megjegyezziik, hogy érdekes problémakor a diszkrét és folytonos idejli piacok
kozotti kapcsolat vizsgalata. Itt egyrészt arra kell gondolnunk, hogy a diszkrét idejii piaci mo-
delleket szokas egyes folytonos modellek approximaciéjanak tekinteni. Erre azon eredmények
adnak alapot, amelyek szerint diszkrét ideji piacok sorozatdnak a hatarértékeként (gyenge
konvergencia értelmében) megkaphatunk egyes folytonos ideji piacokat. A leginkabb klasszi-
kus példa erre az, hogy (alkalmasan paraméterezett) binomialis fik modelljeinek hataratme-
netével eldallithaté a Black-Scholes piac. Ilyen esetekben felvetodik tovabbi kérdésként az
is, hogy a piacokon definidlt mennyiségek —elsGsorban az opcidéarak— hataratmenete is iga-
zolhaté-e. Itt ismét emlithetjiik a binomialis piacokat, melyek esetén igazolhatd, hogy a
Black-Scholes formula megkaphaté a Cox-Ross-Rubinstein formula hatarértékeként alkalma-
san paraméterezett binomidalis piaci sorozat esetén. A széban forgd klasszikus eredmények
kapcsan ajanljuk az érdekl6dé olvasénak [15], [39] munkdkat, mig egy atfogd vizsgalatat adja

a problémakornek Prigent [38] monografidja. A
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A. Fuggelék

Fuggelék

A.1. Néhany nevezetes kalkulus alaptétel

Az alabbi tétel jol ismert a klasszikus analizis targykorében. Ennélfogva annak bizonyitasa
is megtaldlhaté szamos bevezeté matematikai analizis konyvben vagy egyetemi jegyzetben

(példdul a [34] monogréfidban).

A.1.1. Tétel. (Az implicit fiiggvény tétel) Legyen U C RPT? egy nemiires nyilt hal-
maz, p,q pozitiv egészek, és tegyiik fel, hogy f : U — RY egy n-szer folytonosan differen-
cialhato fiiggvény. Tovabba legyen S = {x € U | f(z) = 0}. Tegyiik fel, hogy a € S gy,

hogy

8~’Uf+1 h (a) 5~’Ci+2 h (a) e axfﬂ fl(a)

det : : : # 0.

ﬁfq(a) ﬁfq(a) ﬁfq(a)

Ekkor van olyan Uy C RPT? kirnyezete az a pontnak és létezik egy olyan n-szer folyto-
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nosan differencialhato g : W — RY fiiggvény, ahol W C RP, gy, hogy
SNUy = {(w,g(w)) ‘ w e W}

Tovabba ay € W, g(a;) = ayry, ahol az aldbbi jelélésekkel éliink: a = (ay,...,ap1q), a1 =

(a1, ... ap), arr = (api1, - - -, Gpiq). Végil, f(w, g(w)) = 0 minden w € W esetén.

A fenti tételt nagyrészt ¢ = 1 esetén alkalmazzuk. Ilyenkor az mondhato, hogy a megfe-
lel6 feltételek mellett a tétel alapjan lokélisan egy koordindta kifejezheté a tobbi segitségével

az f(x) =0 ’gérbe’ mentén.

Az alabbiakban a parcidlis integralas tételének egyik alakjat mondjuk ki. Tébb mér-
tékelméleti konyvben megtalalhaté a bizonyitdsa, mi Cohn [14] kdnyvének az 5. fejezetére

hivatkozunk itt.

A.1.2. Tétel. (Parcidlis integralds) Legyen F' és G monoton névekvs, balrél folytonos,
korlatos, valos értékii fiiggvény a valds intervallumon értelmezve, melyekre teljesiil, hogy
lim, ., o F(z) =lim,__, G(x) = 0. Legyen tovabba a,b € R, a < b.

Ekkor

G(z)dF (z) + / F(2+)dG(z) = F(b+)G(b+) — F(a)G(a), (A1)

(a,b] (a,b]

ahol F(z+) és G(z+) F illetve G jobboldali hatdrértékeit jelolik az x pontban.

Az (A.1) egyenl6ségbdl kaphat6 az alabbi egyenl6ség:

/ G + C@t) oy +/ F@) + F@) 1) = oG04 — F(a)Gla).
(a,b] 2 [a,b] 2

Jegyezziik meg tovabba, hogy abban az esetben, ha nincs olyan pont, ahol F' és G sem

folytonos, akkor egyszeriibb alakban is irhatjuk a parcialis integrdlas formulajat, nevezetesen:

/[ ) G(z)dF(x) —I—/ F(z)dG(xz) = F(b+)G(b+) — F(a)G(a).

[a,b]
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A.2. Valészinlségszamitas és martingalok véges ese-

ménytéren

Az opcidelméleti részben azt az egyszeriisité (de az altalanossdgot nem csorbitd) feltételezést
tessziik, hogy a lehetséges kimenetelek, vagyis az elemi események szama wvéges, és csak
a lehetetlen esemény valdszintisége nulla (8.1.5. Feltétel). Most Osszefoglaljuk ebben a
specidlis esetben azokat a valdszinliségszamitési eszkozoket, melyek sziikségesek a jegyzet
megértéséhez, de nem feltétleniil tartoznak bele egy egyetemi bevezet6 valdszintiségszamitasi
kurzus anyagaba. Elsosorban a feltételes varhato érték koncepcidja, és a martingalokkal kap-
csolatos alapfogalmak tisztazasa a célunk. Ehhez azonban eloszor attekintjiik a legfontosabb

valoszintiségszamitasi alapfogalmakat.

Eseményalgebrak

Az elemi eseményeket jelolje wy,...,wy. Igy az eseménytér Q= {w,...,wn}.

Jelolje az Q0 Osszes részhalmazdbdl 4116 halmazt 29 (mely 2V elembdl 4l1). Minden

eseményt az () halmaz valamely {w;,...,w; } részhalmaza reprezentélja.

A.2.1. Definicié. Ha az Q halmaz bizonyos részhalmazaibdl 4ll6 F C 29 rendszer
olyan, hogy ) € F (azaz tartalmazza a biztos eseményt), és A, B € F esetén Q\ A€ F
és AUB € F (vagyis zart a komplementerképzésre és az unidképzésre), akkor az F

halmazrendszert halmazalgebranak nevezziik, az (€2, F) part pedig mérthet6 térnek.

Ha F C 29 halmazalgebra, akkor () € F (azaz tartalmazza a lehetetlen eseményt is),
és A,B€F esetén ANB e F és A\ B € F ésis teljesiil (vagyis zart a metszetképzésre

és a kiilonbségképzésre is).
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Természetes az a feltevés, hogy eqy kisérlettel kapcsolatos eseményeket reprezentdlo

halmazrendszerbél nem vezetnek ki a szokdsos miveletek, azaz halmazalgebrat alkot.

A teljesség kedvéért felidézziik a o-algebra fogalmat is:

A.2.2. Definicié. Ha az ) halmaz bizonyos részhalmazaibdl all6 B C 2% rendszer hal-
mazalgebrdt alkot, és By, By,--- € B esetén |J;-, B; € B (vagyis zdrt a megszamldlhaté

unicképzésre), akkor a B halmazrendszert o-algebranak nevezziik.

Nyilvan véges () eseménytér esetén minden halmazalgebra egytttal o-algebra is. A

halmazalgebrak szerkezetét egyszertien le lehet irni particiok segitségével.

A.2.3. Definicié. Az A;,..., A, € 22 részhalmazok az Q particiéjat alkotjak, ha nem

iires halmazok, egymast paronként kizarjak, és egyesitésiik ().

Ha az F halmazalgebra tartalmazza az Ai,..., A, halmazokat, melyek ) particidjat

alkotjak, akkor tartalmazza az

A

11

U--UA kef{l,... 0}, 1<ij<--<i,<{l (A.2)

)

alakil halmazokat is, melyek nyilvan halmazalgebrat alkotnak. Kzt a halmazalgebrat az
Aq, ..., Ay particio dltal generdlt halmazalgebranak neveziink; jelélése: o(Aq, ..., Ay). Tehat
ha az F halmazalgebra tartalmazza az Ai,..., A, halmazokat, melyek €} particiéjat al-

kotjdk, akkor o(Ay,..., A)) C F.

A.2.4. Allitas. Minden F C 2 halmazalgebrahoz talalhato $2-nak pontosan egy olyan
Ay, ... Ay € 2% particiéja, mely generdlja, azaz o(Ay,...,A) = F, vagyis F elemei

éppen az (A.2) alaki halmazok.

Két trividlis (azaz egyszeril) halmazalgebra van: az ) egyelemii partici6 dltal generalt
{Q,0} halmazalgebra (azaz o(Q) = {Q,0}), és az {w1},...,{wn} N-elemii particié altal

generdlt 29 halmazalgebra (vagyis o({wi},...,{wn}) = 29).
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A.2.5. Definicié. Jelolje F C ) egy kisérlettel kapcsolatos eseményekbdl allé halmazal-

gebrat. Ekkor az F-beli halmazokbdl all6é particickat teljes eseményrendszereknek neveziink.

Ez azt jelenti, hogy egy teljes eseményrendszer eseményei koziil a kisérlet végrehajtasakor
mindig pontosan egy kovetkezik be. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy egy teljes esemény-
rendszer eseményei kozott nem szerepelhet a lehetetlen esemény. Ha egy kisérlet soran nem
kapunk teljes informdciot, azaz nem tudjuk, hogy az wq,...,wy elemei események koziil
melyik kovetkezett be, csak azt, hogy az Ai,..., A, teljes eseményrendszer eseményei

koziil melyik kovetkezett be, akkor pontosan az (A.2) alaki eseményekr6l tudjuk, hogy

bekovetkeztek-e vagy sem. Ezek pedig éppen az Ai,..., A, teljes eseményrendszer altal
generalt o(Ap,...,A;) halmazalgebra eseményei.
Val6szintliség

A.2.6. Definicié. Valosziniiségi mez6 alatt egy (2, F,P) hdrmast értiink, ahol Q egy
nemiires véges halmaz (az eseménytér), F C 2% halmazalgebra (mely az eseményeket
tartalmazza), P:F — R pedig egy olyan leképezés (halmazfiiggvény), hogy

(1) 0 <P(A) <1 teljesiil tetszleges A € F esetén,

(2) P(Q) =1,

(38) P(A) =0 csak A =1 esetén teljesiil,

(4) ha Ay, A, ..., A, € F péronként diszjunktak, akkor P(U;“: X Aj> = Y P(Ay).

Az (i)—(iv) tulajdonsdgokkal rendelkezé P : F — R halmazfiiggvényt az (2, F)

mérhetd téren adott valdsziniiségi mértéknek nevezzilk. A (iv) tulajdonsdgot additivitasnak

nevezzuk.
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A A.2.4 Allit4s szerint az F halmazalgebrahoz van olyan Ay, ..., A, teljes eseményrendszer,

hogy F =o0(Ay,...,Ay), azaz tetszOleges A € F esemény el6all

A=A, U - UA

1k

diszjunkt felbontas alakjaban megfelel6 k € {1,...,¢} és 1 <i3 < --- < i < { esetén,

ezért

P(A) = P(A;,) + -+ P(4;,).

Ezért elég megadni a teljes eseményrendszert alkoto események valdoszintiségeit, a p; =
P(A;), i =1,2,...,¢ szamokat ahhoz, hogy tetszéleges esemény valdszintiségét ki tudjuk
szamolni. Nyilvan sziikséges az, hogy ezek a {p1,ps,...,pe} szadmok pozitivak legyenek és

osszegiik 1 legyen, hiszen

14

)4
1:IP’(Q):IP’<UA]-> =

A.2.7. Definicié. Legyenek P és P* valoszintiségi mértékek az (€2, F) mérhetd téren.

Dj-
1

Azt mondjuk, hogy P abszolut folytonos P*-re nézve (jelolése P < P*), ha P(A) = 0
teljesiil minden olyan A € F esemény esetén, melyre P*(A) = 0. Azt mondjuk, hogy P

és P* ekvivalensek (jelolése P ~ P*) ha P << P* és P* < P.

Mivel most a feltételezés szerint P(A) =0 vagy P*(A) =0 csak A = esetén teljesiil,

igy tetszoleges P és P* valdszinliségi mértékek ekvivalensek.

Feltételes valdszintiség

A.2.8. Definicié. Legyen (2, F,P) valdsziniliségi mez6, A, B € F. Ekkor a B esemény

feltételes valoszintisége az A feltétel mellett
P(B|A):=

hacsak A # 0.
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A.2.9. Tétel. (Teljes valésziniiség tétele) Ha az Ay, As, ..., Ay € F események teljes

eseményrendszert alkotnak, akkor tetszéleges B € F eseményre
¢

B(B) = S P(B | A,) - B(Ay).

k=1
Fiiggetlenség

Akkor tartunk két eseményt fiiggetleneknek egymastol, ha az egyik bekovetkezésével kapcso-
latos informécié nem véltoztatja meg a masik esemény bekovetkezésének esélyérol alkotott
véleménytinket. Mivel valamely B € F esemény bekovetkezésekor az A € F esemény
bekovetkezési esélyét a P(A|B) feltételes valdszintiség adja meg (hacsak B # (), és ha-
sonléan: az A esemény bekovetkezésekor a B bekovetkezési esélye P(B|A) (hacsak

A # D), ezért pozitiv valészintliségli A és B eseményeket akkor gondolunk fiiggetle-

neknek, ha P(A[B) = P(A) & P(BJA) = P(B) teljesiil. Mivel P(AB) = "408) &

P(BJ|A) = %, ezért midkét feltétel azzal ekvivalens, hogy P(AN B) = P(A) - P(B)
teljesiil. Ennek az 0sszefliggésnek akkor is van értelme, ha A vagy B a lehetetlen esemény.

Ezért a definicié a kovetkezo:

A.2.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A, B € F események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = P(A) - P(B).

Nyilvan a lehetetlen esemény és a biztos esemény tetszoleges eseménytol fliggetlen. Ha
az A, B € F fliggetlen események egyike sem a lehetlen esemény, akkor P(A|B) = P(A)
és P(B|A) =P(B) is teljesiil.

Koénnyen bizonyithaté, hogy ha A, B € F fiiggetlenek, akkor A és B, A és B,

valamint A és B is fiiggetlenek.

A.2.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az Ai, As, ..., A,, események paronként fliggetle-

nek, ha koziiliik barmely két esemény fiiggetlen.
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Azt mondjuk, hogy az Ay, As, ..., A, események (teljesen) fiiggetlenek, ha barmely k €

{1,2,....m} és 1<i; <ip<...<i<m esetén
P(A;, N Ay, N---NA;,) =P(A,P(A) - - - P(A;,).

Azt mondjuk, hogy az Ci,Csy,...,C, C F eseménycsaladok (teljesen) fiiggetlenek, ha
tetszéleges Ay € Cy, Ay € Co, ..., Ay €C, esetén az Ay, As, ..., A, események (teljesen)

fiiggetlenek.

Lehetséges, hogy példaul harom esemény péaronként fiiggetlenek, de nem (teljesen)

fiiggetlenek.

Val6szintiségi valtozok

Egy (Q,F,P) valdszintliségi mezével leirt véletlen kisérlettel kapcsolatos véletlentdl fiiggd

mennyiség reprezentalhaté valamely & : () — R fiiggvénnyel. Mivel ) véges halmaz, igy &

értékkészlete, vagyis & lehetséges értékeinek halmaz is véges; jelolje ezt X = {xy,...,2m}.
A ¢ viselkedésének leirasahoz sziikségiink van a P({{ = x;}), i = 1,...,m valészintiségekre,
ahol

{=2} =" ({z:}) ={w e Q:{(w) =i}

azon elemi eseményekbdl all6 részhalmaza az §2 eseménytérnek, ahol a & leképezés felveszi
az x; értéket. Ezekrdl a valészintiségekrél akkor tudunk beszélni, ha a {£{ = x;}, @ =
1,...,m halmazok (melyek € particiéjat alkotjik) események, azaz benne vannak az F
halmazalgebraban; ha ez a feltétel teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a ¢ fliggvény mérhetd

az JF halmazalgebrara nézve, és a & figgvényt valdsziniségi valtozoknak nevezzik.

Az A.2.4 Allit4s szerint az F halmazalgebrahoz taldlhaté pontosan egy olyan Ay, ..., Ay
teljes eseményrendszer, hogy tetszéleges A € F esemény eléall A = A; U---UA,, diszjunkt

felbontas alakjaban megfelel6 k& € {1,...,¢} és 1 < j; < --- < jr < { esetén, ezért a &
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fiiggvény mérhetésége azzal egyenértékii, hogy a Aj, ..., Ay halmazokon konstans (allando)

értéket vesz fel.

A ¢ fiiggvény mérhetSsége azzal is egyenértékil, hogy a {§ =z, }U---U{{ = x;, },
Ee{l,...om}, 1<i3 <---<i, <m, alaku halmazok események. FEzek a halmazok
éppen a {& =ux;}, i =1,2,...,m partici6 dltal generdlt halmazalgebrat alkotjak, melyet a
¢ fiigguény dltal generdlt halmazalgebrdnak neveziink; jelolése: o(£). Tehat a & fliggvény

mérhetésége azzal is egyenértékii, hogy o(§) C F.

Ha egy kisérlet soran nem kapunk teljes informaciét, azaz nem tudjuk, hogy az wy, ..., wy
elemi események koziil melyik kovetkezett be, csak azt, hogy a £ valdszintiségi valtozé me-
lyik értékét veszi fel, akkor pontosan a {{ = z;,}U---U{{ = x;.}, k € {1,...,m},
1 <4 <+ < <m, alaku eseményekrdl tudjuk, hogy bekovetkeztek-e vagy sem, vagyis
a o(&)-beli eseményekrél. Tehdt a o(£) halmazalgebrat éppen a £ valdszintiségi valtozéval
kapcsolatos események alkotjak, vagyis azok az események, melyekrol a & megfigyelésével

el tudjuk donteni, hogy bekovetkeztek-e vagy sem.

A {{=u}, i=1,2,...,m események nyilvan teljes eseményrendszert alkotnak. A
pi:=P{&=u;}), i=1,2,...,m valdszintiségeket & eloszldsdnak nevezziik. Nyilvan
pi>0, i=12...m é D p=1
=1

Tekintsiik azt a Pe : 2¥ — R halmazfiiggvényt, melyre P¢(B) = P({¢ € B}) tetszdleges
B € 2% esetén, ahol {¢ € B} = ¢ YB) := {w € Q: £(w) € B}. Tulajdonképpen
Pe({xiy, ..., x5 }) =0y +---+pi, ha ke{l,....m} é 1<iy <---<ix <m. Ekkor P

valészinfiségi mérték a 2% halmazalgebran, melyet szintén szoktak ¢ eloszldsdnak nevezni.
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Val6szintiségi vektorvaltozok

Tekinthetiink egyszerre tobb valészintiségi valtozdt is. Legyenek & : Q — R, j e {l,... k}
valészintiségi valtozok. Ezeket sszefoghatjuk egyetlen € : Q — R* fiiggvénybe: &(w) :=
(&(w),. .., &(w)), we Q. Ha & értékkészletét, vagyis € lehetséges értékeinek halmazét
X = {x,...,z,} jeloli, akkor a {& = x;} = & '({z;}) = {w € Q : &w) = z}
halmazok is benne vannak az F halmazalgebraban, ugyanis x; = (x;1,...,2;%) jeloléssel
{¢ = o} = i_{¢ = x;;}. Tehdt beszélhetiink ezek valészinfiségérdl. A € : Q — R

fliggvényt valdsziniségi vektorvdltozoknak nevezzik.

Ha 71:Q — R valészinfiségi vektorvaltozé, akkor tetszéleges ¢ : R¥ — R’ fiiggvény
esetén tekinthetjik a ((w) := g(n(w)), w € Q Osszetett fliggvényt. Ez is valdsziniiségi

vektorvaltozd, ugyanis mérhetd, hiszen ha ¢ lehetséges értékeit zq,...,z,, jeloli, akkor

{weQ: (W) =z} ={weQ:gnw) =z}

={weQnw) eg ' {z:})} =n""(g " ({z:}))

az m mérhetésége miatt benne van az F halmazalgebrdban. S6t benne van a o(n)
halmazalgebraban is, amit ugy is fogalmazhatunk, hogy az mn valdsziniiségi valtozo meg-
figyelésével azt is el tudjuk donteni, hogy bekovetkeztek-e vagy sem a (¢ valdszinliségi
véaltozéval kapcsolatos események, vagyis a o(¢)-beli események. Roviden: o(¢) C o(n).

Ennek az allitdsnak a megforditasa is igaz:

A.2.12. Allitas. Ha n:0Q — R é& ¢:Q — R valdszintiségi vektorvaltozok, és
o() C o(n), azaz az m valdsziniiségi vektorviltozé megfigyelésével el tudjuk donteni,
hogy bekovetkeztek-e vagy sem az { valdszintiségi vektorvaltozoval kapcsolatos események,
akkor taldlhaté olyan g : RF — R* fiiggvény, melyre ¢(w) = g(n(w)), w € Q teljesiil, és g
egyértelmiien meghatarozott a n(Q2) := {n(w) : w € Q} halmazon, mely az 1 valsziniiségi

vektorvaltozo értékkészlete.
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Bizonyitas. Jelolje n lehetséges értékeit y,,...,y,. A feltétel szerint minden i €
{1,....,m} esetén {¢ = z;} € 0(¢) C 0(n), vagyis van olyan k € {1,...,n} é 1<
iy <o <ip <n, hogy {¢=2z}=U_{n= Yy;,}, 6s igy pontosan olyan g : R¢ — R

fiiggvény felel meg, melyre g(y; ) =2z; minden j € {1,...,k} esetén. O

Tekintstink most két valészintiségi valtozét: & : Q — R, n:Q — R. A kett6 egyiitt
a (£,n) : Q — R? valdszinfiségi vektorvaltozot alkotjak. Jelolje & lehetséges értékeit
T1,Toy ..., Tm, az 1 lehetséges értékeit pedig wy1,vs,...,yn. Ekkor a (£,71) valésziniiségi
vektorvaltozo lehetséges értékei az (z;,y;), i =1,...,m, j =1,...,n parok lehetnek.
A {=ao,n=y}t={=x}n{n=y}, i=12...,m j=1,...,n események

nyilvan teljes eseményrendszert alkotnak. A p;; = P{{ =z, n =vy;}), i =1,2,...,m,

j=1,...,n valésziniiségeket a (£,n) eloszlasinak nevezziik. Nyilvan
piy >0, i=12...m, j=1..n  é& Y > p;=1
i=1 j=1

Ha ismerjiikk (£,n) eloszlasét, akkor ki tudjuk szdmolni a koordindtdk, vagyis £ és 7

eloszlasat is:

n m

P{¢=z}) =) PUE=zn=y}). Pn=y})=) PHE=xzn=y}).

j=1 i=1

Ezeket (£,7n) peremeloszlasainak vagy margindlis eloszldsainak nevezziik.

Akkor mondjuk hogy & és n figgetlenek, ha tetszéleges i € {1,...,m} és j €

{1,...,n} esetén a {£=ux;} é {n=y,;} események fliggetlenek, azaz ha

P{&=zi,n=y;}) = P{{ = =:})P({n = y;}),

vagyis a {{{ =z} :ie{l,....m}} é {{&=a} i€ {l,...,m}} eseménycsalddok

fiiggetlenek. Ez azzal egyenértékii, hogy a o(§) és o(n) halmazalgebrék fiiggetlenek.

Akkor mondjuk hogy ¢ és a C C F eseménycsalad figgetlenek, ha tetszéleges

ie{l,...,m} é A€ C esetén a {£ = x;} és A események fiiggetlenek. Ez azzal
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egyenértékii, hogy a o(§) és o(C) halmazalgebrak fiiggetlenek, ahol o(C) az a legszitkebb

hakmazalgebra, mely tartalmazza a C-beli eseményelet..

Varhato érték

Tekintstink egy ¢ : Q@ — R valdszintiségi valtozét zq,...,x,, lehetséges értékekkel és
pi = PH{& = x;}), i = 1,...,m eloszldssal. Ha elvégziink n fiiggetlen kisérletet a ¢
valoszintiségi valtozéval kapesolatban, akkor az x; értéket koriilbeliill np; esetben kapjuk,

igy a megfigyelt értékek atlaga koriilbeliil
Lapis + -+ ) = 3
—\np1xr cee NPpmTLym ) = i L.
" P17 P £ p

Ezért a varhatd érték természetes értelmezése:

E(f) = szl'z
i=1

A véarhaté érték rendelkezik a kovetkezd tulajdonsagokkal:

Linedris: ha £ és n valdsziniiségi valtozok és a,b € R, akkor E(a& + bn) =

aE(€) + bE(n).
e Monoton: ha £(w;) <n(w,), j=1,...,N, akkor E(£) < E(n).
o [E(E)| < E(S).
e Ha £(w) =¢, £=1,...,N, ahol c€eR, akkor E(¢)=c.
e Ha ¢ és 1 fiiggetlenek, akkor E(&n) = E(¢) - E(n).

e Cauchy-Schwartz egyenlétlenség: |E(£n)| < /E(£2)E(n?).

e Legyen g: R — R. Ha ¢ valdszintliségi valtozé p; = P{¢ = z;}), 1 =1,...,m
eloszlassal, akkor

E(g(§)) = szg(%)
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e Legyen ¢g:R?* —» R. Ha (&, n) valdszintiségi vektorvaltozé p;; = P({& =z, m; = y;}),

1=1,....,m, 7=1,...,n eloszlassal, akkor

) =D pijglwiy;).

i=1 j=1
Feltételes varhato érték

A.2.13. Definicié. Legyen A € F egy pozitiv valoszintiségii (tehdt nem a lehetetlen)
esemény. Legyen & valdszintiségi valtozo P({ = x;}), i =1,2,...,m eloszlassal. Ekkor

¢-nek az A-ra vonatkozo feltételes eloszlasa
P({¢ =z} |A), i=12...,m,
feltételes varhaté értéke pedig

E(¢]A) : sz ({& =i} A).

A PH¢ =2} |A), i =1,2,...,m szamok eloszlast alkotnak, hiszen nemnegativak, és

osszegiik 1:

ZIP’ { =z} A) = Z xz}ﬂA)=ﬁP (U({é“:xi}ﬂA)>
1 1
—A)IP’ <<2~:U1{£ = xi}) N A) = W]P(Q NA)=1.

A.2.14. Tétel. (Teljes varhaté érték tétele) Ha az Ay, As,..., Ay € F események

teljes eseményrendszert alkotnak, akkor
4
E() = ZE(f | 4;) - P(4;).
i=1
Feltételes valoszintiiség, feltételes varhato érték altalanositasa

A P(B | A) feltételes valosziniiség ismerete még nem irja le az Osszes informéciot, melyet

az A eseményre vonatkozd megfigyelés ad a B eseményre vonatkozoan; ehhez még a
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P(B | A) feltételes valésziniiség is hozza tartozik. Altalanosabban: ha az Ay, As,..., A, €
F események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor a B eseményre vonatkozd teljes
informécét a P(B | A;), i =1,...,¢ feltételes valoszintiségek irjak le. Hogyan lehetne ezt
az informaciot tomoren megadni? Tekintsiik azt az f : 0 — R fliggvényt, melynek értéke
az A;, i=1,...,¢ halmazokon konstans, mégpedig P(B | A4;), i =1,...,¢. Képlettel:

flw)) = P(B|A)l4(w;), j=1,...,N,

i=1
ahol 14, az A; halmaz indikdtorfiiggvénye, azaz 14,(w;) =1 ha w; € A; és 14, (w;) =0
ha w; ¢ A;. Mivel az f fiiggvény konstans értéket vesz fel az Ay, Ay, ..., Ay teljes
eseményrendszer eseményein, igy mérhet$ az o(Ap, ..., A;) C F halmazalgebrara nézve,
amibol az is kovetkezik, hogy az f fliggvény valoszinliségi valtozo. Ezt az f valdszintiségi
véltozdt nevezzilkk a B esemény feltételes valdszintiségének a o(Axy...,Ag) feltételre

nézve.

Az [ valdszinliségi valtozot egyértelmiien meghatarozzéak az Ay, As, ..., Ay teljes
eseményrendszer eseményein felvett értékei, hiszen ezeken az eseményeken konstans értéket
vesz fel, és a felvett értékeket pedig egyértelmiien meghatarozzak az E(f1y,), i € {1,...,m}

varhatd értékek. Tovabba
E(f1a,) =E®(B | Ai)1a,) =P(B | A)P(A;) =P(BNA;) =E(1ply,).

Tehat az f: Q — R valdszinliségi valtozot egyértelmiien meghatarozza a kovetkezd két tu-

lajdonsag: o(Ay,...,As)-mérhetd, és minden i € {1,...,m} esetén E(f1a,) =E(1ply,).

A fenti gondolatmenetet felhasznalva definidljuk a feltételes varhato érték fogalmat
tetszéleges G C F halmazalgebrara vonatkozéan (a feltételes valdszintiség ennek specidlis

esete lesz: a széban forgd esemény indikatoranak feltételes varhaté értékeként definidljuk).

A.2.15. Definicié. Legyen (), F,P) valosziniiségi mez6, £ : Q0 — R valdsziniiségi valtozo,

és G C F halmazalgebra, melyet az Ay, As, ..., A; teljes eseményrendszer general. Azt
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mondjuk, hogy a &g : QQ — R valdszintiségi valtozo a & feltételes varhaté értéke az G

feltételre nézve, ha

(1) &g G-mérhetd, vagyis az Ay, As, ..., Ay eseményeken konstans értéket vesz fel,
(2) minden i€ {l,...,m} esetén E({glys,) =E(ELy,).

A.2.16. Tétel. Legyen (Q,F,P) valdsziniiségi mez6, £ : Q — R valdszintiségi valtozo,
és G C F halmazalgebra, melyet az Ai, As, ..., Ay teljes eseményrendszer general. Ekkor
létezik &g @ ) — R feltételes varhato érték, mely egyértelmiien meghatarozott, mégpedig

az A; eseményen a BE(& | A;) értéket veszi fel. Képlettel:

14

fo(w)) =Y B A)la(w), Jj=1,...,N.

i=1
Bizonyitas. Az (i) feltétel miatt &g alakja

¢

flw)) = alalw;), j=1,...,N,

i=1

ahol ¢q,...,¢, € R alkalmas valos szamok. Ekkor
E(é-g]]-Az) :E(CZ]]-A) :CZ]P)(AZ)v (&S {177m}7

ezért (i) alapjan a ¢; szam

¢ = P(l)E(ﬂlAi) - P(}‘h) ;%‘P({f =z} NA) = j;$jp({§ =z} | 4) =E(€ | 4)

kell hogy legyen. U

Jelolés: a A.2.16 Tételben megadott &g valdszintliségi valtozot E(E | G) fogja jeldlni.

A.2.17. Tétel. Legyen (0, F,P) valdsziniiségi mezs, & : Q@ — R é n: Q — R

valoszintiségi valtozok, H C G C F halmazalgebrak.

(1) Ha € <n, akkor E(¢|G) <E(n|G).
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(2) [E(€|9)| < E(¢]]9).

(3) E(¢|F) =¢.

(4) Ha ¢ G-mérhetd, akkor E(¢|G) = €.

(5) E[E(S | )] =E(¢).

(6) Ha ¢ fiiggetlen G-tél, akkor E(€|G) = E(¢).

(7) Toronyszabdly: E[E(¢ | G) | H] = E(¢ | H).

(8) Tetszbleges a,b € R esetén E(a€ + by | G) = aB(E | G) + bE(n | G).

(9) Ha 1 G-mérhetd, akkor E(¢n|G) = nE(¢ | G).

A.2.18. Definicié. Legyen (), F,P) valosziniiségi mez6, £ : Q) — R valdsziniiségi valtozo,
n : Q — R* valdszintiségi vektorvéaltozé. A ¢ feltételes varhaté értéke az m-ra nézve:

E( [n) :=E( | o(n))-

Mivel E(£ | o(n)) mérhets a o(n) halmazalgebrara, igy a A.2.12 Allitds alapjan
talalhaté olyan ¢ : RF — R fiiggvény, hogy E(& | n) = E(€ | o(n)) = g(n), é ¢
egyértelmiien meghatérozott az m(Q2) := {(w) : w € Q} értékkészleten. Ha n(Q) =
{y1,...,y,}, akkor a o(n) halmazalgebrat az {n = y,}, j € {l,...,n} események

generdljék, ezért az A.2.16 Tétel alapjan g(y,;) =E( |n=1y;), j€{l,...,n}.

A.2.19. Tétel. Legyen (Q,F,P) valdsziniiségi mez6, & : Q) — R valdszintiségi valtozo,

n: Q) — RF valdszintiségi vektorvaltozé.

(1) Ha h:RF — R, akkor E((h(n) | n) = h(n)EE | n) é E(h(n) |n=y) =
h(y)EE |n=1y), yecnQ).

(2) Ha ¢ és n fiiggetlenek és h: R x R¥ — R, akkor E(h(¢,m) | n) = E(h(E, ¢))|e=n

és E(h(&n) In=y)=ERE vy)), yen().
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(3) Ha h:RxRF —R, akkor E(h(¢.n)|n) = E(h(E.0) | n)ley & E(h(E,m) |1 =

y) =E(h(,c) [ 1 =Y)le=y, ¥ € N(Q).

A.2.20. Definicié. Legyen (€, F,P) valdsziniiségi mez6, G C F halmazalgebra. A

B € F esemény feltételes valdsziniisége az G feltételre nézve: P(B | G) :=E(1p | G).

Diszkrét idejii sztochasztikus folyamatok, martingalok

Legyen (Q,F,P) valdsziniiségi mezd. Ezen egy diszkrét idejii sztochasztikus folyamat alatt

valészinfiségi valtozdk &, &1, ..., En sorozatat értjiik (roviden (&,)Y,), és azt mondjuk,

hogy &, afolyamat n iddpontbeli értéke. Rogzitve egy w € Q elemi eseményt, az &y(w),

&1 (W), ..., En(w) sorozatot a (£,)N, trajektoridjanak (palydjanak) nevezziik. Jelolje n €
{0,1,..., N} esetén F, azoknak az eseményeknek a halmazat, melyekrél az n idépontban

mar tudjuk, hogy bekovetkeztek-e, vagy sem, masszoval, az n id6pontig megfigyelhetd
események halmazat. Ekkor nyilvdn F = (F,))_, monoton névekvd halmazalgebra-sereg
F-ben (azaz Fr C F, C F ha k < n), melyet filtracionak (szlirésnek) neveziink, az
(Q,F,P,F = (F,))_,) négyest pedig filtrdlt valdsziniiségi mezdnek.

A.2.21. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (Q,F,P,F = (F,)i.,) filtrdlt valésziniiségi
mezén értelmezett (£,)N_, sztochasztikus folyamat adaptdlt, ha minden n € {0,1,..., N}
esetén &, mérhetd az F, halmazalgebrdra nézve. Azt mondjuk, hogy (£,)0_, elérejelezhetd
(prediktdlhatd) az (F,)N_, filtrdciéra nézve, ha minden n € {1,..., N} esetén &, F, i-

mérhetd.

Tehat egy sztochasztikus folyamat adaptdltsaga azt jelenti, hogy az n idOpontig
megfigyelhetd események alapjan mar ismertté valik &, értéke, az elorejelezhetoség pedig

azt, hogy &, értéke mar az el6z6, n —1 idopontban ismert.
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Ha (&,)_, sztochasztikus folyamat, akkor tekinthetjitk a F§ := o(&y,&1,...,&,), n €
{0,1,..., N} halmazalgebrdkat (tehat F$ pontosan azokbdl az eseményekbdl 4ll, melyekrél
az &y, &1, ..., &, megfigyelésével el tudjuk donteni, hogy bekovetkeztek-e vagy sem). Nyilvan
S = (FSN_ ) sziirés, melyet a (&,)N_, folyamathoz tartozé természetes sziirésnek neveziink.
Ezek szerint tetszoleges sztochasztikus folyamat adaptalt a hozza tartozd természetes szi-
réshez. S6t a természetes szilirés a legsziikebb sziirés, melyhez a folyamat még adaptalt.
A.2.22. Definicié. Tekintsiink az (Q, F,P.F = (]:n)évzo) filtralt valésziniiségi mezén egy

(£,)N_, adaptalt sztochasztikus folyamatot, melyre minden n € {0,1,..., N} esetén teljesiil

E(|¢,]) < co. Azt mondjuk, hogy az (£,)N_, folyamat, illetve az (&,,F,)N_, sorozat

n=0

(1) martingdl, ha E(&,41 | &) =&, minden n € {0,1,..., N} esetén;
(2) szubmartingél, ha E(&,41 | &) > &, minden n € {0,1,..., N} esetén;

(3) szupermartingdl, ha E(&,41 | &) < &, minden n € {0,1,..., N} esetén.

Mivel most a feltételezés szerint €2 véges, igy a E(|¢,]) < oo, n € {0,1,..., N}

feltétel minden folyamatra teljesiil.

Ha &, egy jatékos vagyona az n idépontban, akkor martingal esetén a jaték igazsagos,
szubmartingal esetén elonyos, szupermartingal esetén pedig hatranyos a jatékos szamaéra.

4

martingdl esetén konstans,

Nyilvén az n— E(,) varhatéérték sorozat szubmartingdl esetén novekvo,

szupermartingal esetén csokkeno.
\

A.2.23. Allitas. Tekintsiink az (Q,F,P,F = (F,)),) filtrélt valésziniiségi mezén egy

n=0

(&N, adaptalt sztochasztikus folyamatot, melyre minden n € {0,1,..., N} esetén teljesiil
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E(|&n]) < 00. Ekkor (£)n_o

)
martingal — E(&x | &) =& minden n >0, k>1 esetén;

szubmartingdl <=  E(&ux | &) > &, minden n >0, k> 1 esetén;

szupermartingal <=  E(&ux | &) <&, minden n >0, k> 1 esetén.
\

Bizonyitas. Elegend6 a masodik allitast bizonyitani. A feltétel nyilvan sziikséges. Az
elégségességhez belatjuk k szerinti teljes indukcioval, hogy Vn >0 és V k> 1 esetén
E(&ar | Fn) = Eni1- A feltevés szerint ez teljesiil k& = 1 esetén. Ha igaz k-ra, akkor a

toronyszabdallyal

EGnrir1 | Fn) = E(EGrrrr | Farr) | Fo) 2 EGnr | Fa) = &,

hiszen eloszor alkalmazhatjuk az allitast k-ra, utana k=1 esetén. O

A.2.24. Példa. Néhany egyszerii példat mutatunk martingdlok konstrukciéjara.

(1) Ha (n,)Y_, fiiggetlen valészintiségi valtozdk és &, = Z(]nj, akkor
J:
)

martingél < Vn>0 esetén E(n,) =0,

(&ns fg)nNzo szubmartingél <= Vn>0 esetén E(n,) >0,

szupermartingadl <= Vn >0 esetén E(n,) <0,

\

hiszen Vn >0 esetén

E(6nir =& | FD =E@nr | m, - 1) = E(pg)-

Jegyezziik meg, hogy F" = F5 minden n >0 esetén.

n

(2) Ha (n,)Y_, fiiggetlen nemnegativ valészinfiségi valtozdk és &, :=

n;, akkor

7=0

(
martingél <= Vn>0 esetén E(n,) =1,
(&ns FD)no szubmartingdl <= Vn >0 esetén E(n,) > 1,

szupermartingdl <= Vn >0 esetén E(n,) <1,

\
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(3) Legyen az (Q,]—" P F = (fn)nNzo) filtralt valészinliségi mezén & valdsziniiségi valtozo,
melyre E(|¢]) < oo (ami most a feltételezés szerint tetszéleges valdszintiségi valtozdra
teljesiil). Ekkor a &, = E(¢ | F,), n € {0,1,..., N} sorozat martingal, hiszen

Vn>0 esetén

a toronyszabaly alkalmazasaval. A

A.2.25. Allitds. Ha (&,)Y, martingdl az (Q,F,P,F = (F,)N) filtrdlt valésziniiségi

mezén és E(£2) < oo minden n € {0,1,..., N} esetén, akkor a &,—&,-1, n € {0,1,..., N}

valészintiségi valtozok paronként korreldlatlanok, ahol £_1 :=E(&p).

Bizonyitas. Nyilvan E(& —&._1) =0 ha k >0, tovabba tetszéleges 0 < j < k esetén
E[(& — §-1)(€ — &-1)] = E[E[(& = §-1)(6 — &-1) | For]]

=E[(& — &-1)E(& — &1 | Fr1)] =0,

hiszen egyrészt o(&; — &;—1) C F; C Fy—1, masrészt E(& — &1 | Fr—1) = 0. d

A.2.26. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (Q,F,P,F = (F,)).,) filtrdlt valésziniiségi

mezén értelmezett T : Q — {0,1,..., N} valdsziniiségi valtozo megéllitasi idépont, ha

minden n € {0,1,...,N} esetén {we€ Q:7(w)<n}eF,.

Vagyis tetszoleges n € {0,1,...,N} id6pontban a rendelkezésre allé informécidk

alapjan el lehet donteni, hogy mar elérkezett-e a 7 véletlen idépont, vagy sem.

Tipikus példa megallitasi idépontra: ha (&,)N_, adaptdlt sztochasztikus folyamat,

akkor tetszoleges B C R esetén a B halmaz elsd elérési ideje, azaz

) min{n : §,(w) € B} ha valamely n € {0,1,..., N} esetén &,(w) € B,
T(w) =

N egyébként

megallitasi idopont.
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A.2.27. Allitds. Ha 7 : Q — {0,1,...,N} valdsziniiségi vdltozs az (Q,F,P,F =

(Fu)A.,) filtrdlt valdszintiségi mezén, akkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(1) 7 megallitasi id6pont;
(2) minden n € {0,1,...,N} esetén {we Q:7(w) >n} e Fy,;
(3) minden n €{0,1,...,N} esetén {we Q:7(w)=n} e F,.

A.2.28. Allitds. Ha 7:Q — {0,1,...,N} megdllitdsi idépont az (Q, F,P,F = (F,)N,)

filtralt valoszintiségi mezon, akkor
F,={Ae€F:mindenn=0,1,...,N esetén AN{w € Q:7(w) <n}}

halmazalgebra.

A F. halmazalgebra azokat az eseményeket tartalmazza, melyekrél a 7 véletlen

idopontig torténé megfigyelések alapjan mar lehet tudni, hogy bekovetkeztek-e vagy sem.

A.2.29. Tétel. (Doob) Legyenck o : Q — {0,1,....N} é 7 :Q — {0,1,...,N}
megéllitdsi idépontok az (Q,F,P,F = (F,)),) filtrdlt valészinliségi mezdn tgy, hogy

o(w) < 7(w) minden w € Q esetén. Ha (&,)N_, szupermartingdl, akkor E(&, | F,) < X,.

Ha (&,))_, martingal, akkor E(&. | F,) = X,.
n=0

Tehat ha (&,))_, martingdl az (Q,F,P,F = (F,)_,) filtrdlt valészintiségi mezdn,

n=0
akkor minden 7:Q — {0,1,..., N} megallitasi idépont esetén E(&;) = E(X,). Ennek az

allitasnaka megforditasa is igaz:

A.2.30. Allités. Legyen (&N, adaptélt sztochasztikus folyamat az (Q,]—", PF= (fn)nNzo)

filtralt valosziniiségi mezén. Ha minden 7 :Q — {0,1,..., N} megdllitasi idépont esetén

E(&) = E(Xo), akkor (&,)), marting4l.
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Bizonyitas. Tetszoleges n € N és A € F,, esetén

n ha we€ A,
na(w) =
N egyébként

megallitasi idépont, hiszen tetszéleges k € {0,1,..., N — 1} esetén

AeF,CF, ha k>n,
0 e Fp egyébként,
és {weQ na(w) <N} =Qe€ Fy. Ezért

E(&O) = E(gnA) = E(gnAﬂA) + E(an ]]'Q\A)a

specialisan
E(&) = E(Sn)-

Ezért a két utolsd egyenlet alapjan
E(§n1a) = E(€n) — E(€nlana) = E(€.14),
amib6l E(&y | Fn) = &, gy
E(&nir | Frn) = E(E(En | Farr) | Fo) = E(En | Fa) =&

a toronyszabaly alapjan.

FUGGELEK
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Bibliografiai megjegyzések

A konyviink elsGsorban oktatasi céllal irédott, amint azt a bevezetoben leirtuk, célunk
az volt, hogy bevezeto valdszintiségszamitasi ismeretek birtokdban a konyv feldolgozgatd
legyen az olvaso szamara. Ez, illetve a targyalt elméletek egységes leirasa, a sok helyen nem
preciz szakirodalom matematikailag is preciz feldolgozasa vezérelt benniinket az irds soran.
Ezen célok mentén az utébbi bé 10 évben szamos monografiat és szakcikket, egyéb munkat

dolgoztunk fel. Ezek alapjan irtunk le mar klasszikunak szamito eredményeket konyviinkben.

Jelen részben egyrészt Ossze kivanjuk foglalni, hogy a megiras soran leginkabb mely
miivekre tamaszkodtunk. Bar hasznéltunk szovegkozi hivatkozasokat is (kiilonésen azon
esetekben, ahol 1-1 munka nagy segitséget jelenett egyes kérdések, bizonyitasok alkalmas
leirasdban), de sok helyen egyes részek, tételek nem egy miire épiilnek, azok az utébbi
évek oktatasi tapasztalatai alapjan tobbszor arirasra keriiltek. Ezért is adunk inkabb itt
bibliografiai megjegyzéseket szovegkozi hivatkozasok helyett, hogy kiemeljiik mindazon for-
rasokat, amelyek alapjan egységes keretbe foglalva leirtuk a szakirodalom néhany ma mar
klasszikusnak szamité eredményét konyviinkben. Mésrészt az is célunk, hogy kiemeljiink
olyan munkakat is, melyek az érdeklodo olvasot segithetik a targyalt témakorokben vald
tovabbi elmélyiilésben. Tovabba az oktatasi célokat is szem elott tartva szamos széles korben
hasznalt, ’jél bevalt’ tankonyvet és monografiat is kiemeliink. Fzért természetesen a citélt

miivek nem feltétleniil az elsodleges forrasai a targyalt eredményeknek.

A konyvben targyalt kérdések hasznossagelméleten alapuld pénziigyi modelleket igé-
nyelnek. Lathattuk, hogy kiilondsen Neumann-Morgenstern tipust hasznossagfiiggvényekre
volt sziikségiink. Ezen elmélet torténeti attekintésével és jelenlegi kutatasi problémaéival
kapcsolatos kérdésekkel is foglalkoznak a Berde és Petrd [9] és a Es6 és Lérand [23] cikkek,
amelyek az egész konyv irasa soran nagyon hasznosnak bizonyultak. Nyilvanvald, hogy hasz-
nossagelméleti bevezetonek a mikrookonémia konyvek nagy része hasznélhaté, a munkankat

az alabbiak segitették: Kreps [33] és Nordhaus & Samuelson [40]. A hasznossdg és a varhatd
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hasznossag modelljének preciz axiomatikus leirasaban Jos Potters munkai ([42] és [43]) na-
gyon sokat segitettek, bar Ingersoll [29], tovabbd Huand és Litzenberger [27] konyveiben
is talalhatunk egy-egy rovid bevezetét errol a kérdésrél. Az axiomatikus felépités szamos
kérdését targyalja Schmidt [48] is, sokkal inkabb a mikrotkondmiai aspektusokra, mint a ma-

tematikai szempontbdl altalanos és bizonyitasokat részletezo targyalasmodra koncentralva.

A miésodik részben targyalt hasznossagalapt portfolidelmélettel és kockazatkeriiléssel
kapcsolatos témakban szamos munkat taldlhatunk az irodalomban, amelyeket munkankhoz
is hasznaltunk. Példdul: a bevezeto jellegii, kevés matematikai hatteret feltételezoé Elton és
Gruber [22]; a sokkal komolyabb matematikai hatteret igényl6 Duffie [19] vagy Korn [32], ahol
utobbiban elsGsorban a folytonos idejii portfélio-menedzsment problémaival talalkozhatunk.
A jegyzet irésa sordn leginkdbb a Huang és Litzenberger [27] és az Ingersoll [29] konyvek
nyujtottak segitséget, bar azt is meg kell jegyezni, hogy ezek matematikai szempontbdél nem

mindig szolgaltatnak pontos, preciz levezetéseket, allitasokat.

A mean-variance analizisben, azaz a Markowitz-féle portfélidelméletben az irodalom
szamtalan forrast biztosit. Ez az egyik legrégebben létezo portfolié elmélet, tobb évtizede
oktatjak és kutatjak. Ennélfogva mind pénziigyi, mind matematikai konyvek sora tartal-
mazza. A munkank sordn, a fejezet és a megfelel6 kurzusok kialakitasahoz szamos forrdst
hasznaltunk, leginkdbb Barucci [8] éltal adott felépitést és jelolésrendszert talaltuk sze-
rencsésnek, ezért azt vettitk alapul. Sokat segitett tovabbd Capinski és Zastawniak [12],
Dupacova, Hurt és Stepan [20]. Az érdeklédd olvasénak egyben ajanljuk Brealey és Myers
kozismert pénziigyes tankonyvét (1d. [11]), mely bevezetd szinten jé térgyaldsit adja az
elmélet alapjainak, gyakorlati aspektusanak, s segit a fogalmak kozgazdasagi értelmezésében

és a sziikséges pénziigyi alapok elsajatitasaban is.

A kockazati mértékekrol szolé 6. Fejezet irasa soran nagy segitséget jelentettek az
aldbbi miivek: Acerbi [1] és [2] irdsai, ahol a VaR és az expected shortfall sok kérdésre

kiterjed6 ismertetése talalhat6; Delbaen [17], ahol a kockdzati mértékek koherencidjanak
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részletes targyalasa taldlhatd; Dowd [18], amely egy nagyszerii attekintést ad a VaR-rdl,
annak kozgazdasagi alkalmazasardl és becslésérol. A kvantilisek és tulajdonsagaik leirdsahoz
nagy segitséget nytjtott Acerbi [2] és Major Péter [36] munkdja. Végiil megemlitjitk Paul
Embrechts nagyon hasznos munkait! (szakcikkek, folidk, stb.), amelyekben szédmos gyakorlati
és elméleti kérdés keriil targyalasra a kockdzati mértékek témakorében. Jo bevezetdt és a

gyakorlati, kozgazdasagi kérdéseket is targyalé munka Jorion [30] konyve.

Az utobbi évtizedekben a kozgazdasagtan és a pénziigy egyik legfontosabb és legked-
veltebb teriiletét képezi az opcidelmélet. fgy nem véletlen, hogy szamtalan konyvben és
tudomanyos cikkben talalhatunk ezzel kapcsolatos eredményeket, melyek kozott mind ma-

tematikai, mind kozgazdaségi publikacidkat is taldlhatunk.

Mindenekel6tt megemlitiink két munkat, melyek uttoroszerepet jelentettek az elmélet
kifejlddésében. Az egyik Bachelier [4] cikke, amely sokdig nem kapott megfelel6 figyelmet az

irodalomban, a mésik pedig Samuelson [47] irdsa.

Mar korabban emlitettiik, hogy az arazas tekintetében attorést jelentett a hires Black és
Scholes [10] munka, bar matematikailag még hagyott tisztazatlan kérdéseket. A diszkrét ideji
megkozelités hires eredményeit tartalmazza Cox, Ross és Rubinstein [15], mig az ekvivalens

martingalmérték otletének preciz alkalmazdsa el6szor [26]-ban taldlhaté meg.

Ugyanezen arazasi problémara ad egy nem valdszinliségszamitasi megkozelitést és tar-

gyalast Dzhaparidze és van Zuijlen [16].

A konyv opcidelméletet taglalé részében a targyalasmod és a hasznalt jelolések te-
kintetében leginkdbb a kivalé Shiryaev [50] monogréafidra, tovabba ugyanezen szerzé és
szerzbtarsai kordbbi Osszefoglald cikkeire (1d. [49], [51], [52]) és Harrison és Pliska [26]
munkdjara tamaszkodtunk mind a tagyalasmod és felépités, mind a jelolések tekintetében.

Itt Shiryaev és szerzdtarsai fent hivatkozott munkai, kiillonosen sszefoglald céllal irt cikkei

11d. http://www.math.ethz.ch/ embrechts/
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olyan jo, céljainkhoz is nagyban illeszkedé alapot biztositottak, hogy az alaperedmények
leirasanal kevés mas forrasra lett volna sziikség, ezért is vettilk at a felépitést és szamos
bizonyitast kevés modositdssal. A pénziigyi szemléletmdd kialakitasaban pedig nagyon hasz-
nosnak talaltuk Hull [28] monografidjat, mely sok értelmezés, megjegyzés leirasiban adott
segitséget. Valdéjaban Hull konyvét ajanljuk kiegészitésnek is pénziigyes, gyakorlati kérdések

szempontjabol tankonyviinkhoz. Egyetemi kurzusainkon is j6 segitséget ad munkankban.

Ugyanakkor megemlitiink még tovabbi nagyszerii irdsokat, melyek szintén segitették
munkankat, s melyekben az érdeklodd olvasd szamos tovabbi hasznos ismeretet szerezhet
opcokroél és rokon teriiletek problémairdl. Az értékpapirpiacokrdl, arbitrazsrol, portfolioval
kapcsolatos kérdésekrdl talalhat az olvasé hasznos ismereteket Duffie [19] konyvében. Mig
ajanljuk Hull [28] fentiekben mér emlitett nagyszerii konyvét azoknak, akik a szarmaztatott
értékpapirok, piacok, s drazasi problémak kozgazdasagi jellegii megkozelitését, aspektusait
kivanjak tanulméanyozni. Szamos nagyszerti monografia sziiletett az opcidéelméleti eredmények
leirasara, melyek koziil kiemeljiik a bevezeté jellegii, szemléletes Baxter és Rennie [5] munkat,
az opcidelmélet modern irodalmanak szamos jelentos eredményét precizen, atfogbéan targyald
kivalé Musiela és Rutkowski [37] monografiat, tovabba a diszkrét idejii modellek targyaldsiaba

jo bevezetét add Pliska [41] és Follmer [24] monogréafiakat.

Végiil ismertetiink néhany olyan munkat is, melyek nagy segitséget nytujtanak kiilonosen
a folytonos ideji piaci modellek elsajatitasahoz sziikséges matematikai ismeretek megszer-
zéséhez leginkabb a sztochasztikus folyamatok, martingalok és sztochasztikus integralok
témakorében: Liptser és Shiryaev [35], Roger és Williams [45], Chung és Williams [13].
Az el6bbiek igen altalanosan targyaljak a sztochasztikus integralok fogalmét, mig a har-
madik konyvet ajanljuk a témakorrel még ismerkedok szaméra bevezetésként. Mindharom

munkaban tobb alkalmazast is talalhat az olvasé nemcsak a pénziigy teriiletérol.

A konyvben targyalt problémak preciz ismertetéséhez és az allitasok levezetéséhez

szitkséges matematikai hattér természetesen szdmos matematikai monografidban megtalal-
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hatd. A konyv elkészitésében nagyszerii segitséget nyijtottak az alabbi miivek: Cohn [14] a
mértékelméleti kérdésekben, Rockafellar [44] a konvex analizis probléméiban és végiil Lang

[34] az analizis targykorében.
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Fontosabb jelolések

Altaldnos jelolések:

N: a természetes szamok halmaza
R: a valés szamok halmaza
R*: a pozitiv valés szamok halmaza
Z: az egész szamok halmaza
P: valésziniiség (valésziniiségi mérték)
E¢: a & valoszinliségi valtozd varhatéd értéke
var &: a & valészintiségi valtozd variancidja (szérdsnégyzete)
C"(R): az n-szer folytonosan differencidlhaté valds fiiggvények halmaza
sgn(z): el6jelfiiggvény (‘signum’ fliggvény) az = € R helyen
AR az x € R" transzponaltja
Ty: az A halmaz indikator fiiggvénye
Aa, = a, — Qp_1: az a, sorozat "hatrafelé vett’ differencidja
C: a bizonyitas vége
A: a megjegyzés vagy példa vége
Hasznossdagelmélet:

B: az Osszes joszagkosarak halmaza
X <y vagy y » X: az y kosar szigortian preferalt az x kosérral szemben
X 2y vagy y = X az y kosar preferalt az x kosarral szemben
XRYy: az y és az x kosarak kozombos viszonyban allnak
U: hasznossagfliiggvény
L: lotté
L: az oOsszes lottok halmaza

L1 =< Lo vagy Lo = Lq: az Lo lotto szigortian preferalt az £, lottoval szemben
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L1 = Ly vagy L1 = Lo: az Lo lotto preferalt az £, lottéval szemben
L1~ Ly: az L1 és Ly lottok kozombos viszonyban allnak
R(P): relativ kockézatkeriilés a P jovedelemszinten
RA(P): abszolut kockazatkeriilés a P jovedelemszinten

Egylépéses piacok:

{2, F,P,r,n}: értékpapirpiac n + 1 értékpapirral
Ty a piac i-edik értékpapirjanak a hozama
e;: a piac i-edik értékpapirjanak a varhatoé hozama
e= (e, en,...,6,)": a részvények varhaté hozamainak vektora
1: az (1,1,...,1)T € R" vektor
7= (Boy--sBis--y0n): portfolio
0;: az i-edik értékpapirba fektetett Gsszeg (3; a portfélioban
e(X): keresletrugalmassag az X jovedelemszint mellett

ri =rsp 7j:  az t-edik részvény elsérendben sztochasztikusan domindlja a j-edik részvényt

i =ssp T az i-edik részvény masodrendben sztochasztikusan domindlja a j-edik részvényt

e a m portfélio varhaté hozama
O a m portfolio jovobeli értékének a szérasa
Cx,: az Xo kezd6tokébol megvaldsithatd portfoliok halmaza

%o az X kezd6tokébol megvaldsithatd csak részvényt tartalmazé portfoliok halmaza
qo(X): X alsé a-kvantilise
q“(X) X fels6 a-kvantilise
VaR, (X): X alsé a-Value at Risk értéke
VaR*(X): X fels6 a-Value at Risk értéke

ES.(X): X a-Expected shortfall értéke
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Tébblépéses piacok (opcidelméleti rész):

By
S

(B, S)w:
dib-(B,S)x:
dihb-(B,S)y:

™= {7Tn = (ﬁmfyn) 7127:1:

Ty

B
Yn
X
A

P*.

a kotvény értéke a t, idépontban

a részvény értéke a t,, idépontban

diszkrét idejii N lépéses piac

diszkrét idejii N 1épéses binaris piac

diszkrét idejii N 1épéses homogén bindris (binomidlis) piac
portfélio stratégia

a 7 stratégia t, idoponthoz tartozd portfolidja

a kotvények szama a t,, idopontban a portfolié stratégiaban
a részvények szama a t, idopontban a portfolié stratégiaban
a portfélio stratégia értéke a t, idopontban

a portfolié stratégia diszkontalt értéke a t, idopontban

ekvivalens martingal mérték
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