
Téglalap alakú mátrixok szinguláris felbontása.

Legyen adva egy p × q méretű A mátrix. Meg akarjuk adni ennek az A

mátrixnak a legegyszerűbb előálĺıtását. Ezt nevezik az A mátrix szinguláris
felbontásának. Négyzetes, azaz p × p méretű A mátrixok esetén létezik egy
A = UΛV alakú előálĺıtás, ahol Λ p × p méretű diagonális mátrix, az
átlóban λ1 ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λp ≥ 0 nem negat́ıv elemekkel, (azaz Λ pozit́ıv
definit mátrix), és U és V ortogonális mátrixok az Rp térben. Ennek az
eredménynek keressük az általánośıtását téglalap alakú mártrixokra.

Ezt az eredményt három ekvivalens alakban fogom megfogalmazni. Ezek
tárgyalása előtt megjegyzem, hogy amennyiben A p×q méretű mátrix, akkor
az A, AT , AAT és ATA mátrixok s rangjára igaz, hogy s = rang (A) =
rang (AT ) = rang (AAT ) = rang (ATA) ≤ min(p, q). Ahhoz, hogy a

rang (A) = rang (AAT )

relációt belássuk, megmutatjuk, hogy uTAAT = 0 esetén uTA = 0, mert
ekkor (uTA,uTA) = (uTAAT ,u) = 0.

Az A mátrix szinguláris felbontásának első megfogalmazása a következő.
Legyen a p×q méretű A mátrix rangja s. Ekkor létezik s darab p hosszúságú
u1, . . . ,us ortonormális (oszlop)vektor, s darab q hosszúságú v1, . . . ,vs or-
tonormális (oszlop)vektor és λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λs > 0 számok úgy, hogy az
U = (u1, . . . ,us) p×s méretű, a V = (v1, . . . ,vs) q×s méretű valamint a Λ

s× s méretű diagonális mátrix λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λs > 0 elemekkel az átlóban
teljeśıtik az A = UΛVT azonosságot.

Az A mátrix szinguláris felbontásának második megfogalmazásában az
első megfogalmazásban szereplő U és V mátrixokat kiegésźıtem p×p és q×q

méretű ortogonális mátrixokká, a Λ mátrixot pedig nulla elemű koordináták
hozzáadásával egy p × q méretű mátrixszá. Az ı́gy kapott mátrixokat to-
vábbra is az U, V és Λ betűkkel fogom jelölni. Azt álĺıtom, hogy ezek a
mátrixok is teljeśıtik a szinguláris felbontás első megfogalmazásában feĺırt
azonosságot.

Részletesebben megfogalmazva egésźıtsük ki az u1, . . . ,us vektorrendszert
egy u1, . . . ,up ortonormált bázissá az Rp térben. Hasonlóan egésźıtsük ki a
v1, . . . ,vs vektorrendszert egy v1, . . . ,vq ortonormált bázissá az Rq térben.
Legyen U = (u1, . . . ,up) és V = (v1, . . . ,vq). Végül legyen Λ az a p × q

méretű Λ = (ai,j), 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q, mátrix, amelyre ai,i = λi, ha
1 ≤ i ≤ s, és ai,j = 0, ha i 6= j vagy i > s. Ezzel a választással teljesül az
A = UΛVT azonosság.
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A szinguláris felbontás e két megfogalmazásának az ekvivalenciája egy-
szerűen látható. Azt kell észrevenni, hogy a második megfogalmazásban
szereplő Λ mátrix alakjából következik, hogy az ott szereplő UΛVT szor-
zat értéke nem függ attól, hogy hogyan választottuk meg az us+1, . . . ,up

és vs+1, . . . ,vq vektorokat. Innen látható, hogy ha adott egy a szinguláris
felbontás második jellemzését teljeśıtő rendszer, akkor elhagyva az U mátrix
utolsó p − s oszlopvektorát, a V mátrix utolsó q − s oszlopvektorát, és a Λ

mátrixot megszoŕıtjuk az első s sorára és oszlopára, akkor olyan U, V és Λ
mátrixokat kapunk, amelyek teljeśıtik a szinguláris felbontás első jellemzését.

Megford́ıtva, ha egy U, V, Λ rendszer teljeśıti a szinguláris felbontás első
jellemzését, akkor kiegésźıtve az U és V mátrixokat ortogonális mátrixokká
olyan módon, ahogy azt léırtam, és a Λ mátrixot szintén a korábban léırt
módon egésźıtve ki egy p× q méretű mátrixszá egy olyan U, V, Λ rendszert
kapunk, amely teljeśıti a szinguláris felbontás második jellemzését.

A szinguláris felbontás létezéséről szóló eredmény harmadik megfogal-
mazása az x ∈ Rp és y ∈ Rq vektorpárok α(x,y) bilineáris függgvényeinek
egyszerű megadásáról szól. Egy α(x,y), x ∈ Rp, y ∈ Rq, függvény bilineáris,
ha tetszőleges a és b számokra és x1 ∈ Rp, x2 ∈ Rp, x ∈ Rp, y1 ∈ Rq,
y2 ∈ Rq, y ∈ Rq vektorokra az α(ax1 + bx2,y) = aα(x1,y) + b(αx2,y) és
α(ax, ay1 + by2) = aα(x,y1) + bα(x,y2) azonosságok teljesülnek.

Egy A p × q méretű mátrix meghatároz egy α(x,y), x ∈ Rp, y ∈ Rq,
bilineáris függvényt a következő módon. Ha x ∈ Rp, y ∈ Rq, akkor legyen
α(x,y) = xTAy. Másrészt az is igaz, hogy minden α(x,y), x ∈ Rp, y ∈ Rq,
bilineáris függvény megadható ilyen alakban.

Ezt megmutatandó definiáljuk az ei ∈ Rp, 1 ≤ i ≤ p, vektorokat, ahol ei
az a vektor azRp térben, amelynek az i-ik koordinátája 1 a többi koordinátája
0. Hasonlóan, vezessük be a fj ∈ Rq, 1 ≤ j ≤ q, vektorokat, ahol az fj
vektor j-ik koordinátája 1 a többi koordinátája nulla. Ekkor az e1, . . . , ep
vektorok bázist alkotnak az Rp térben, az f1, . . . , fq vektorok bázist alkotnak
az Rq térben. Továbbá, egy α(x,y), x ∈ Rp, y ∈ Rq, bilineáris függvény
jellemezhető a következő módon.

Tekintsünk egy α(ei, fj) = A(i, j), 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q, függvényt
tetszőleges A(i, j) konstansokkal. Létezik olyan α(x,y), x ∈ Rp, y ∈ Rq,
bilineáris függvény, amelyre α(ei, fj) = A(i, j), 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q, és
az megadható a következő képlet seǵıtségével: α(x,y) = xTAy, ahol az A

mátrixot az A = (A(i, j)), 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q, képlet határozza meg.
Továbbá minden α(x,y), x ∈ Rp, y ∈ Rq, bilineáris függvény megadható
ilyen alakban.
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Tekintsünk egy α(x,y) = xTAy bilineáris függvényt, és vegyünk egy
x1 ∈ Rp, . . . ,xp ∈ Rp bázist az Rp térben, és egy y1 ∈ Rq, . . . ,yq ∈ Rq

bázist az Rq térben. Ekkor az α(xi,yj), 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q, mennyisé-
gek azaz az α(x,y) függvény értékei az xi ∈ Rp, 1 ≤ i ≤ p, yj ∈ Rq, 1 ≤
j ≤ q, bázispáron meghatározzák az α(x,y) = xTAy bilineáris függvényt.
A szinguláris felbontás harmadik megfogalmazásában olyan bázispárt adunk
meg, amelyben a bilineáris függvény ilyen módon való megadása egyszerű
szerkezetű.

A szinguláris felbontás harmadik megfogalmazása a következőt álĺıtja.
Legyen adva egy α(x,y) = xTAy, x ∈ Rp, y ∈ Rq, bilineáris függvény, ahol
az A mátrix rangja s. Ekkor létezik olyan u1 ∈ Rp, . . . ,up ∈ Rp, ortonormált
bázis az Rp térben, v1 ∈ Rq, . . . ,vq ∈ Rq, ortonormált bázis az Rq térben, és
léteznek olyan λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λs > 0 számok, amelyekre α(ui,vj) = 0, ha
i 6= j, α(ui,vi) = 0, ha i > s, és α(ui,vi) = λi, ha 1 ≤ i ≤ s.

Lássuk be, hogy a szinguláris felbontás második megfogalmazásában sze-
replő álĺıtásból következik a szinguláris felbontás harmadik megfogalmazá-
sában megfogalmazott álĺıtás. Legyen adva egy α(x,y) = xTAy bilineáris
függvény, és ı́rjuk az A mátrixot A = UΛVT alakban. Legyenek az U

mátrix oszlopvektorai az u1, . . . ,up vektorok, és a V mátrix oszlopvektorai
a v1, . . . ,vq vektorok. Azt álĺıtom, hogy ezekkel a u1, . . . ,up és v1, . . . ,vq

vektorokkal, valamint a Λ mátrix átlójában szereplő λj számokkal érvényes
az α(x,y) bilineáris függvénynek a szinguláris felbontás harmadik megfogal-
mazásában szereplő jellemzése.

Ennek megmutatása érdekében vegyük észre, hogy uT
i U = eTi 1 ≤ i ≤ p,

és VTvj = fj, 1 ≤ j ≤ q. Ezért α(ui,vj) = uT
i UΛVTvj = eTi Λfj = δi,jλj,

ahol δi,j = 1, ha i = j, δi,j = 0, ha i 6= j. Innen következik a szinguláris
felbontás harmadik megfogalmazásában megfogalmazott álĺıtás.

Megmutatjuk azt is, hogy ha a szinguláris felbontás harmadik megfogal-
mazásában szereplő álĺıtás igaz, akkor a szinguláris felbontás második meg-
fogalmazásában megfogalmazott álĺıtás is igaz.

Legyen adva egy A p× q méretú mátrix. Be akarjuk látni, hogy érvényes
rá a szinguláris felbontás második megfogalmazásában szereplő álĺıtás. En-
nek érdekében tekintsük az e mátrix által meghatározott α(x,y) = xTAy

bilineáris függvényt. A szinguláris felbontás harmadik megfogalmazása sze-
rint létezik olyan u1 ∈ Rp, . . . ,up ∈ Rp, ortonormált bázis az Rp térben,
v1 ∈ Rq, . . . ,vq ∈ Rq, ortonormált bázis az Rq térben, és léteznek olyan
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λs > 0 számok, amelyekre α(ui,vj) = 0, ha i 6= j,
α(ui,vi) = 0, ha i > s, és α(ui,vi) = λi, ha 1 ≤ i ≤ s. Definiáljuk az
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U = (u1, . . . ,up) és V = (v1, . . . ,vq) mátrixokat, valamint a Λ = (ai,j),
1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q, mátrixot ahol ai,j = 0, ha i 6= j, ai,i = 0, ha i > s,
ai,i = λi, ha 1 ≤ i ≤ s. Definiáljuk továbbá a B = UTΛV mátrixot. Ekkor
uT
i Bvj = α(ui,vj) = uT

i Avj minden 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q indexre. In-
nen következik, hogy eTi Bf j = eTi Af j minden 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q indexre.
EzértA = B = UTΛV. Ez azt jelenti, hogy a szinguláris felbontás harmadik
megfogalmazásában szereplő jellemzéséből következik a szinguláris felbontás
második megfogalmazásában szereplő jellemzése.

A szinguláris felbontásról szóló álĺıtás harmadik verzióját fogom bizonýı-
tani.

Legyen adva egy p×q méretű A mátrix, amelynek rangja s, és definiáljuk
seǵıtségével az α(x,y) = xTAy, x ∈ Rp, y ∈ Rq, bilineáris függvényt.
Megadom, hogy hogyan definiáljuk az eredmény megfogalmazásában szereplő
u1 ∈ Rp, . . . ,up ∈ Rp, illetve v1 ∈ Rq, . . . ,vq ∈ Rq, vektorokat, és λ1 ≥ λ2 ≥
· · · ≥ λs > 0 számokat.

Az ATA mátrix szimmetrikus és pozit́ıv definit az Rq térben, rangja s.
Ezért léteznek v1 ∈ Rq, . . . ,vq ∈ Rq ortonormált sajátvektorai, µ1 ≥ µ2 ≥
· · ·µq ≥ 0 sajátértékekkel, és µj = 0, ha q ≥ j > s. Továbbá , ha j > s, akkor
nemcsak ATAvj = 0, hanem Avj = 0. Ezt hasonlóan lehet belátni, mint
ahogy megmutattam az ismertetés elején, hogy uTA = 0, ha uTAAT = 0.

A v1, . . . ,vq vektorokat már definiáltuk. Legyen λj =
√
µj, 1 ≤ j ≤ s. Az

uj vektorokat az első lépésben csak 1 ≤ j ≤ s indexekre definiáljuk. Legyen
uj =

1

λj
Avj, ha 1 ≤ j ≤ s. Azt álĺıtom, hogy az uj, 1 ≤ j ≤ s, vektorok

ortonomált rendszert alkotnak, és AATuj = µjuj, ha 1 ≤ j ≤ s.

Valóban, (ui,uj) = uT
i uj = 1

λiλj
vT
i A

TAvj = 1

λiλj
vT
i µjvj =

λ2

j

λiλj
vT
i vj =

δi,j , ha 1 ≤ i, j ≤ s, ahol δi,j = 1, ha i = j, δj = 0, ha i 6= j. Ebben a
számolásban felhasználtuk, hogy ATAvj = µjvj, és v

T
i vj = δi,j .

Másrészt AATuj = 1

λj
AATAvj = 1

λj
A(ATAvj) = µj

λj
Avj = µjuj, ha

1 ≤ j ≤ s. Ez azt jelenti, hogy az ui, 1 ≤ i ≤ s, vektorok ortonormáltak és
sajátvektorai µi > 0 sajátértékkel azAAT szimmetrikus mátrixnak. Mivel az
AAT mátrix rangja s, ezért a (u1, . . . ,us) vektorok rendszerét kiegésźıthetjük
egy az AAT mátrix sajátvektoraiból álló (u1, . . . ,up) ortonormált bázissá,
ahol AATuj = 0, ha s < j ≤ p. Ezzel definiáltuk az u1, . . . ,up vektorokat
is. Azt állĺıtom, hogy ez a rendszer teljeśıti a szinguláris felbontásról szóló
álĺıtás harmadik verzióját.

Azt kell még megmutatni, hogy α(ui,vj) = uT
i Avj = δi,jλj minden 1 ≤
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i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q, indexre. Ha 1 ≤ j ≤ s, akkor uT
i Avj = uT

i (λjuj) = δi,jλj.
Ha s < j ≤ q, akkor Avj = 0, ezért uT

i Avj = 0. Másrészt ekkor λj = 0,
ezért δi,jλj = 0. Ezzel a ḱıvánt relációt és a szinguláris felbontásról szóló
álĺıtás harmadik verzióját beláttuk.

Ebben az ı́rásban valós értékű mátrixok, azaz olyan mátrixok jellemzését
adtuk meg, amelyek az Rp tér Rq térbe való lineáris leképezéseinek felelnek
meg. Hasonlóan lehet megadni (és bizonýıtani) komplex értékű mátrixok
jellemzését, amelyek a Zp p-dimenziós komplex térnek a Zq q-dimenziós
komplex térbe való lineáris leképezéseinek felelnek meg. A fő különbség
az, hogy ekkor egy A mátrix AT transzponáltja helyett annak A∗ kon-
jugáltját, illetve egy x vektor xT transzponáltja helyett annak x∗ konjugáltját
vesszük. Egy másik különbség az, hogy a szinguláris felbontás harmadik
verziójának megfogalmazásában bilineáris függvények helyett komplex bi-
lineáris függvények jellemzését adjuk meg, azaz olyan α(x,y), x ∈ Zp,
y ∈ Zq, függvények jellemzését, amelyekre az α(ax1 + bx2,y) = aα(x1,y) +
b(αx2,y) és α(ax, ay1+ by2) = āα(x,y1)+ b̄α(x,y2) azonosságok teljesülnek
tetszőleges a ∈ Z és b ∈ Z számokra és x1 ∈ Zp, x2 ∈ Zp, x ∈ Zp, y1 ∈ Zq,
y2 ∈ Zq, y ∈ Zq vektorokra. Az irodalomban komplex bilineáris függvények
helyett gyakran sesquilineáris (másfél lineáris) függvényekről beszélnek.

Ha komplex értékű mátrixokat vizsgálunk, akkor érdemesebb sor és nem
oszlopvektorokkal dolgozni. A továbbiakban ezt fogjuk tenni. Ilyen jelöléssel
az 〈x,y〉 = xy∗ skalárszorat, x ∈ Zn, y ∈ Zn, példa komplex bilineáris
függvényre. Egy általános α(x,y), x ∈ Zp, y ∈ Zq komplex bilineáris
függvény α(x,y) = 〈xA,y〉 = xAy∗ alakban adható meg, ahol A p × q

méretű mátrix, amelynek elemei komplex számok.
Megfogalmazom a szinguláris felbontásról szóló álĺıtás harmadik verzióját

abban az esetben, ha komplex értékű mátrixokkal dolgozunk. Ezután röviden
ismertetem a bizonýıtás gondolatát.

Először teszek egy apró megjegyzést. Érdemes észrevenni, hogy egy x

sorvektor akkor és csak akkor sajátvektora egy A szimmetrikus mátrixnak
egy (valós) λ sajátértékkel, ha a konjugáltja az x∗ oszlopvektor sajátvektora
ugyanannak azA szimmetrikus mátrixnak ugyanazzal a λ sajátértékkel, azaz
xA = λx akkor és csak akkor, ha Ax∗ = λx∗.

A mátrixok szinguláris felbontásáról szóló álĺıtás harmadik verziója a
következő módon fogalmazható meg.

Legyen adva egy α(x,y) = xAy∗ komplex bilineáris függvény, ahol x ∈
Zp, y ∈ Zq, sorvektorok, és A olyan p× q méretű komplex számokat tartal-
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mazó mátrix, amelynek rangja s . Ekkor léteznek olyan u1 ∈ Zp, . . . ,up ∈ Zp

a Zp térben ortonormált bázist alkotó (sor)vektorok, v1 ∈ Zq, . . . ,vq ∈ Zq a
Zq térben ortonormált bázist alkotó (sor)vektorok és λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λs > 0
számok, amelyekre α(ui,vj) = uiAv∗

j = δi,jλj minden 1 ≤ i ≤ p és 1 ≤ j ≤ q

indexre, ahol λj = 0, ha s < j ≤ q.
A fenti álĺıtásban szereplő vektorokat és konstansokat a következő módon

definiálhatjuk. Legyen vj az A∗A mátrix j-edik sajátvektora (sorvektora)
µj sajátértékkel, és válasszuk e vektorokat úgy, hogy ezek a vj, 1 ≤ j ≤ q,
vektorok ortonormált bázist alkotnak a Zq térben. Legyen λj =

√
µ
j
, 1 ≤

j ≤ s. Legyen uj =
1

λj
vjA

∗, ha 1 ≤ j ≤ s. Ekkor az uj, 1 ≤ j ≤ s, vektorok

ortonormáltak, és sajátvektorai a AA∗ szimmetrikus mátrixnak. Ezeket az
uj, 1 ≤ j ≤ s, vektorokat kiterjesztjük az AA∗ mátrix sajátvektoraiból álló

uj, 1 ≤ j ≤ p, teljes ortonormált rendszerré a Zp térben. Így választjuk
a uj, 1 ≤ j ≤ p, vektorokat. Ezzel a választással érvényes a szinguláris
felbontásról szóló álĺıtás harmadik verziója komplex értékű mátrixokra.

Visszatérek a skalárértékű bilineáris függvények tulajdonságainak a tár-
gyalásához. Megfogalmazok néhány számunkra érdekes álĺıtást, és elmagya-
rázom, hogy azok hogyan kapcsolódnak a már bizonýıtott eredményekhez.
A bizonýıtások részleteit nem dolgozom ki. Azt az érdeklődő olvasó maga is
megteheti. Az álĺıtások alkalmas megfelelője igaz komplex értékű mátrixokra
is.

Ha adva van egy α(x,y), x ∈ Rp, y ∈ Rq, bilineáris függvény, akkor
annak legjobb megadását a szinguláris felbontásról szóló álĺıtás harmadik
verziójában szereplő u1, . . . ,up és v1, . . . ,vq ortonormált vektorpár seǵıt-
ségével adhatjuk meg. Valójában csak az (uk,vk), 1 ≤ k ≤ s, párokra
van szükségünk az α(x,y) bilineáris függvény megadásához. Ezek hasonló
szerepet játszanak, mint egy szimmetrikus mátrix nem nulla sajátértékű
sajátvektorai. Továbbá ezeket az (uk,vk), 1 ≤ k ≤ s, párokat hasonló
szélsőérték vagy minimax feladatok megoldásaként lehet jellemezni, mint a
szimmetrikus mátrixok sajátvektorait.

Nem adom meg ezen eredmények bizonýıtását, csak léırom, hogy hogyan
szól az a szinguláris felbontásról szóló álĺıtás harmadik verziójából következő
képlet, amelynek a seǵıtségével ezeket a szélsőérték jellemzéseket megtalál-
hatjuk és bebizonýıthatjuk.

Adva egy x ∈ Rp és y ∈ Rq vektor, ı́rjuk ezeket x =
∑p

j=1 ajuj és
y =

∑q
j=1 bjvj alakban. Ekkor α(x,y) = xTAy =

∑s
j=1 λjajbj.
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Érdemes még a következő észrevételt tenni, amelyik egyszerűen adódik a
Cauchy–Schwarz egyenlőtlenségből:

Ha x =
p
∑

j=1

ajuj, akkor sup
y∈Rq ,‖y‖=1

xTAy = xTAy0, ahol y0 =

∑s

j=1
ajλjvj

√

∑s

j=1
a2
j
λ2

j

,

és a szuprémum értéke
√

∑s
j=1 a

2
jλ

2
j .

Elég az uk és vk, 1 ≤ k ≤ s, vektorokat megtalálni, mert azok meghatá-
rozzák a λk = α(uk,vk), 1 ≤ k ≤ s, konstansokat.

A keresett (uk,vk) párok első jellemzése: Definiáljuk az

U0 = {u: u ∈ Rp, ‖u‖ = 1} és V0 = {v: v ∈ Rq, ‖v‖ = 1},

valamint (az uj, vj, 1 ≤ j ≤ k, vektorok ismeretében) az

Uk = {u: u ∈ Rp, ‖u‖ = 1, uTuj = 0, 1 ≤ j ≤ k},

Vk = {v: v ∈ Rq ‖v‖ = 1, vTvj = 0, 1 ≤ j ≤ k}
halmazokat, 1 ≤ k ≤ s. Ekkor

α(uk,vk) = sup
u∈Uk−1, v∈Vk−1

α(u,v),

illetve
α(uk,vk) = sup

u∈Uk−1, v∈V0

α(u,v)

minden 1 ≤ k ≤ s indexre. Továbbá a szuprémum felvétetik a keresett
(uk,vk) helyen.

A keresett (uk,vk) párok második jellemzése: Definiáljuk az

Uk = {U: U ⊂ Rp, U k-dimenziós Euklideszi tér}

halmazokat minden 1 ≤ k ≤ p indexre. Ekkor

α(uk,vk) = inf
U∈Up−k

sup
u∈U, ‖u‖=1, v∈Rq , ‖v‖=1

α(u,v)

minden 1 ≤ k ≤ s indexre. Továbbá a keresett (uk,vk) pár megoldása ennek
a minimax feladatnak.

Komplex értékű bilineáris függvények esetében hasonló eredmény érvé-
nyes. De ott az (uk,vk), 1 ≤ k ≤ s, párok meghatározásánál az α(u,v) függ-
vény helyett az |α(u,v)| függvény szélsőértékét keressük. Ez egy 1 alszolút
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értékű komplex szám szorzó erejéig határozza meg az uk és vk vektorokat.
Ezek megtalálása után a uk vektor értékét rögźıtjük, a vk vektort pedig
beszorozzuk egy 1 abszolút értékű komplex számmal úgy, hogy α(uk,vk)
pozit́ıv valós szám legyen.
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