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1b)
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1d.)

Feladatok:
Legyen n standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozo. Bizonyitsa be, hogy
Eetn = ¢t°/2,

Legyen W(t), t > 0, Wiener folyamat, a valés szdm. Mutassa meg, hogy

a2
exp {aW(t) — Et} , t>0,

martingal.

Legyen adva egy F o-algebra, és két £ és n valdszinliségi valtozo, amelyek koziil €
F mérheto, n figgetlen az F o-algebratdl és standard normalis eloszlasti. Legyen
a valés szam. Mutassa meg, hogy E <e“£”_“252/2‘ f) =1

Legyen X (t) egyszerii (sztochasztikus) folyamat. (Ezt a fogalmat az It6 integrél
definicidja sordn vezettiik be.) Mutassa meg, hogy

t 2 [t
exp{/ aX(u)qu—%/ Xz(u)du}, t>0,
0 0

martingal. (Az exponensben szerepld elsé tag egy egyszerii folyamat It6 integrélja.)

Megjegyzés: Az lc. feladat megoldasaban felhasznéalhatjuk az alabbi a Kevei jegyzet
12. feladataban is megfogalmazott allitast. Ha X, Y olyan véletlen valtozdk,
amelyekre X mérhet6 a G o-algebrara, Y pedig fliggetlen tole, akkor

E(h(X,Y)|G) = / WX, y) dF(y),

ahol F' az Y eloszlasfiiggvénye. (Ez a feladat ugy értendd, hogy feltessziik azt,
hogy vagy E|h(X,Y)| < oo vagy azt, hogy h(z,y) > 0 minden x és y szamra,
annak érdekében, hogy a tekintett E(h(X,Y)|G) feltételes varhaté érték létezzen.)

Oldja meg a Kevei jegyzet 12. feladatat.

Megolddsvdzlat: [ h(X,y)dF(y) G mérhets. Ezért elegendd azt beldtni, hogy
minden G € G halmazra [, [ h(X(w),y) dF(y)dP(w) = [, h(X(w),Y (w))dP(w).
Léssuk be ezt az allitdst abban az esetben, ha h(z,y) egy C halmaz indikator
fiiggvénye az R? térben. Tekintsiik el6szor azt a specidlis esetet, amikor C' = A x B
egy A € R! és B € R! halmazzal. Ekkor

/G B(X (), Y (@) dP(w) = / I wee o x@eny Lo vioreny) dP()

=P(GN{X € A})P(Y € B),

/G / h(X (w),y) dF(y) dP(w) = /G Iw: X (w)ea} ( / Ity: yeny () dF<y)) dP(w)

= / I{w: X(w)GA}P(Y S B) dP(w) = P(Gﬂ {X S A})P(Y S B),
G
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3b.)

3c.)

tehat a kivant azonossag ekkor érvényes.

Az altalanos esetben definialjuk egy rogzitett G € G halmazra a
p,c(C) = P(GN{w: (X(w),Y(w)) €C}), CcCR?,
és
126(C) = [ pr{y (X(@)) €CaPw). Cc R

mértékeket az R? tér mérhetd részhalmazain, ahol pup az F eloszlasfiiggvény altal
generdlt Stieltjes mérték. Azt kell beldtni, hogy p1.¢(C) = p2.6(C) minden C' C R?
mérheté halmazra. Viszont lattuk, hogy ez igaz a C' = A x B alaku halmazokra.
Ezért az allitas kovetkezik a mérték kiterjesztésének az egyértelmiiségébol, ha annak
értéke az ilyen alaki halmazokon rogzitett.

Legyen adva egy F;, 0 <t < T, filtracié. Legyen X;, 0 <t < T, olyan sztochaszti-
kus folyamat, amelyre (X;, F;) martingal, és EX? < oo minden 0 <t < T szémra,
és legyen Y, 0 <t < T, olyan az F; filtraciéhoz adaptalt sztochasztikus folyamat,
amelyre E|Y;| < oo minden 0 < ¢ < T szdmra. Léssa be, hogy a kovetkez& két
allitas ekvivalens.

a) X? —Y; martingdl.

b) E(X; — X4)?|Fs) = BE((Y; — Y,)|Fs) minden 0 < s < ¢t < T szdmpdrra.
Legyen F;, 0 < t < T, filtracio, Wy, 0 < t < T olyan Wiener folyamat, amely-
re (W, Fi), 0 < t < T, teljesiti az It6 integral definici6jdban megfogalmazott
feltételeket. Legyen e(t), 0 <t < T, olyan az F; filtraciéra adaptalt sztochasztikus
folyamat, amelyre EfOT e?(t)dt < oo. Tekintsiik az I;(e) = fg e(u)dW,, 0 <
t < T, It6 integralt. Bizonyitsa be, hogy (I;(e),F:), 0 < t < T, martingal, és
El?(e) = E fg e(u)? du. A bizonyitdsban felhasznalhatja, hogy ezt az eredményt
tudjuk egyszerti folyamatokra, és igaz a Kevei jegyzet 20. oldaldn megfogalma-
zott 3. lemma, amelyiket felhasznalunk az e € H sztochasztikus folyamatok Ito
integraljanak a definicigjaban.

Legyen X (t) = Ii(e) és Y (t) = fg e2 du a 3b.) feladatban bevezetett mennyisé-
gekkel. Lassa be, hogy a 3a.) feladat allitdsa szerint, ha a kovetkezd két allitas
valamelyikét bebizonyitjuk, akkor abbdl kovetkezik a masik allitéas is. 1. allités:
(Ii(e)? = Y3, F), 0 < t < T, martingal. 2. allitds : E((Li(e) — Is(e))?|Fs) =
E((Y:) —Y(s))|Fs), ha0 < s <t <T. (A 2. éllitds megegyezik a Kevei jegyzet
4. Tételének (ii) pontjaval.)

Legyen adva egy Fi, t > 0, filtracié és egy ehhez a filtracihoz adaptélt X; = X;(w)
folytonos trajektoriaju sztochasztikus folyamat. Rogzitsiink egy a valds szamot, és
definidljuk a 7(w) = 74(w) = inf{u: X(u,w) > a} valésziniiségi valtozét. Mutassa
meg, hogy {w: 7(w) < t} € F; minden ¢t > 0 szdmra, azaz 7 megallasi szabaly,
(amely felveheti a végtelen értéket is).

Megoldds: Azt éllitom, hogy {w: 7,(w) <t} = {w: sup X,(w) > a}. Valéban,

0<u<t

ha sup X,(w) < a, akkor 1étezik olyan 0 < u < t szdm, amelyre X, (w) > a, ezért
0<u<t



5a.)

Ta(w) < t. Ha 7, (w) < t, akkor léteznek olyan u,, szamok, amelyekre X (u,,) > a, és
up, — uegy 0 < u < tszdmmal, han — co. Az X, (w) fiiggvény folytonossaga miatt
létezik egy lim,, o0 X, (w) = b > a hatérérték. Ekkor X, (w) = lim, 00 X, (w) >
a,és0<u<T.

Mdésrészt

(i s Xulw) > 0} = () {w; sup Xu(w) > a— 1}

n
0<u<t n=1 0<u<t
~ 1
= ﬂ w: sup Xu(w)>a——) € F.
ne=1 0<u<t n

u racionélis szam

Legyen adva egy F; t > 0, filtraci6 és olyan (Xt(n),}"t), t > 0, martingdlok sorozata
minden n = 1,2,... szdmra, amelyekre Xt(n) (w) > 0 minden t > 0 szamra, w € )
pontra és n = 1,2,... paraméterre, tovabba létezik egy olyan Xt(o) (w) sztochasz-
tikus folyamat, amelyre P(lim,,_, Xt(n) = Xt(o)) = 1 minden ¢t > 0 szamra, és
Xt(o)(w) > 0 minden ¢ > 0 szdmra és w € ) pontra. Mutassa meg, hogy Xt(o) szu-

permartingal. Ez az eredmény akkor is érvényben marad, ha az Xt(n) sztochasztikus
folyamatok nem feltétleniil martingalok, hanem csak szupermartingalok.

Mutassa meg az 5. feladat eredménye segitségével, hogy ha e; F; adaptalt folyamat,
P( OOO e?(w)dt < oo) = 1 akkor exp {fg ew dW, — 3 Otei du}, t > 0, szupermar-
tingal.

Megoldds: Mivel X\™(w) > 0, e folyamat martingdl tulajdonsdgat dgy is felir-

(n)
hatjuk, hogy E (%

(n)
.7:3> = 1 1 valészintiséggel, ha ¢t > s, vagy [, %dp =

P(A) minden A € F, halmazra, ha t > s. Mivel Xt(n) — Xt(o), és csupa pozitiv
0)
figgvénnyel dolgozunk a Fatou lemma adja, hogy [ A % dP < P(A) minden A €

Fs halmazra, és ez azt jelenti, hogy igaz a kivant szupermartingal tulajdonsag. Ez

(n)

’ ’ . ’” R n . ’
az érvelés akkor is miikodik, ha X, csak szupermartingal.

Lattuk, hogy exp {fg ey dW,, — %fg e2 du}, t > 0, martingal, ha e; egyszerti folya-

mat. Masrészt minden e € H' sztochsztikus folyamathoz 1étezik egyszerti folyama-
tok olyan e(™), n = 1,2,... sorozata, amelyre

¢ ¢ t t
/ (el™)? du — / e2 du és / el™ dw, — / ey AWy,
0 0 0 0

ha n — oo minden ¢t > 0 szamra. Ezért

t 1 t ¢ 1 t
exp / ey dW,, — —/ e2 du s = lim exp / eg’“ aw,, — —/ (qun))z du ¢,
0 2 0 n—o00 0 2 0



minden t > 0 szamra, Ezért a 5. feladat feltételei teljesiilnek az esetiinkben, és az
ba.) feladat allitasa kovetkezik az 5. feladat eredményébdl.

Megjegyzem, hogy az 5a.) feladat igy is bizonyithat6 az 5. feladat segitségével,
hogy belatjuk, exp { fg ew dWy, — 35 fot e2 du} lokalis martingdl, mert eléall, mint
egy Wiener folyamat szerinti It0 integral plusz egy konstans.

. Legyen F;, t > 0, egy filtréacio, és legyen (X;, F), t > 0, lokélis martingdl. Vezessiik
be a kovetkezo jelolést:

T. = {7: 7 megélldsi szabdly az F; filtraciéra, és P(T < ¢) = 1},

minden ¢ > 0 szamra. Ha az {X,, 7 € T,}, val6sziniiségi valtozék halmaza egyen-
letesen integralhato tetszéleges ¢ > 0 szamra, akkkor (Xy, F3), t > 0, martingdl.

Megjegyzés: Mivel az Ito integrédlok, lokalis martingalok a 6. feladat eredménye
hasznos elégséges feltételt ad arra, hogy egy It integral martingdl legyen.



