Wiener-folyamatok definiciéja. A funkcionalis centralis hatareloszlastétel.

A valészinliségszamitas egyik nagyon fontos fogalma a Wiener-folyamat, amelyet Brown-
mozgasnak is hivnak. Az els6 elnevezés e fogalom els6 matematikailag preciz beveze-
téjére, Norbert Wienerre, a masodik pedig egy Brown nevii XIX. szazadban élt angol
biologusra utal, aki egy folyadékban levo, egymaéssal litkoz6 aprd részecskék mozgasat
tanulmanyozta. Késébb kideriilt, hogy a Wiener-folyamat az egy részecske (véletlen)
palyéjat leir6 legjobb matematikai modell. Korabbi tanulmanyainkban lattuk, hogy
a valdszintiségi valtozok korében a normalis eloszlas, a vektor értékii valdszintiségi
valtozdk kozott a tobb-dimenziés normalis eloszlas kozponti szerepet jatszik. A Wiener-
folyamat hasonléan fontos szerepet jatszik a sztochasztikus folyamatok elméletében,
és tulajdonképpen tugy tekinthetd, mint a standard normalis eloszlasi valdszintiségi
valtozok megfelelel6je a sztochasztikus folyamatok kozott. Ennek a meglehetosen nagy-
vonalu kijelentésnek pontosabb értelmet ad a késébb ismertetett funkciondlis centralis
hatareloszlastétel. A tovabbiakban felhaszndlom a korabban targyalt sztochasztikus
folyamatokrdl szolé alapveté fogalmakat és eredményeket.

A Wiener-folyamat definiciéjanak megadéasa el6tt vezessiik be a kovetkezd egyszerii
definicidt (elnevezést).

Szochasztikus folyamat trajektéridjanak a fogalma. Legyen adva egy T index-
halmazzal paraméterezett £ (w) = £(t,w) sztochasztikus folyamat. Ennek eqy régzitett w
elemi eseményhez tartozo trajektoriajin a T halmazon definidlt £(t,w), t € T, fligguényt
értjik.

Bevezetjiik tovabba a kovetkezo fogalmat is.

Gauss (sztochasztikus) folyamat definicidja. Egy &, t € T, sztochasztikus folya-
matot Gauss-folyamatnak neveziink, ha ennek minden véges dimenzios eloszldsa normd-
lis eloszlds, azaz a T halmaz minden Ty = {t1,...,tr} véges részhalmazdra a

(&tys -+, &) véletlen vektor tébb-dimenzios normdlis eloszldsu vektor.

1. feladat: 1dézziik fel a tobb-dimenzids normalis eloszlas definicidjat. Lassuk be, hogy
egy n-dimenziés (X7, ..., X, ) normélis eloszldst véletlen vektor eloszldsit meghataroz-
zék az EX;, 1 < j < n véarhaté értékek és a Cov(X;, Xi) = EX; Xy — EX;EX;,
1 < 7,k < n, kovariancidk.

Megfogalmazom a Wiener-folyamat definiciéjat.

Wiener-folyamat definiciéja. Egy a [0,7] 0 < T < oo, intervallumon értelmezett
Wiener-folyamaton olyan W (t) = W (t,w), 0 <t < T, Gauss-folyamatot értink, amely-
re

a) EW({t)=0,0<t<T, és EW(s)W(t) = min(s,t), <s,t <T.

b) A W(t,w) folyamat trajektoridja minden w elemi eseményre folytonos figguény a
[0, T] intervallumon.



A Wiener-folyamat definiciéja kapcsdn szamos kérdést tisztazni kell. A {6 kérdés
az, hogy a fent megadott definicié értelmes-e. ElGszor tisztdzni kell az a) pontot.
Mondhatjuk-e, hogy definidltuk a Wiener-folyamat véges dimenziés eloszlasait konzisz-
tens médon? A definicié b) pontja még rejtélyesebb. A Kolmogorov-féle alaptételben
semmilyen kijelentés nem szerepelt a sztochasztikus folyamat trajektériajat illetGen.
Honnan tudjuk, hogy létezik folytonos trajektériaju, a Wiener-folyamat a) feltételét
teljesité Gauss-folyamat? Ha létezik, akkor mit mondhatunk a folytonos trajektdria
1étezésérél? Automatikusan teljesiil-e ez a kovetelmény, vagy tenniink kell-e valamit
ennek teljesitése érdekében?

Az els6 kérdés megviélaszoldsa egyszeriibb. Egyrészt az el6bb megfogalmazott 1. fel-
adat egyik allitdsa szerint a varhatd érték és a kovariancia megadasaval és azzal a
megkotéssel, hogy a Wiener-folyamat Gauss-folyamat, egyértelmiien megadtuk e folya-
mat véges dimenzids eloszlasait. Masrészt igaz az alabbi 2. feladat allitasa:

2. feladat. Rogzitsiink valamely 0 < t; < to < -+ < t, < T szamokat, vegyiink
figgetlen, nulla varhaté értékii és t; —t;_1, 1 < j < n, to = 0, normalis eloszldsu

k

n; valoszintiségi valtozdkat, és definidljuk a Zp = > n;, 1 < k < n valdsziniiségi
j=1

valtozdkat. Lassuk be, hogy a (Z1,...,%,) véletlen vektor eloszlasa megegyezik a

Wiener-folyamatban definidlt (W (¢1),...,W(t,)) véletlen vektor eloszlasaval. Léssuk
be ennek az észrevételnek a segitségével, hogy a Wiener-folyamat definiciéjaban el6éirt
véges dimenzids eloszlasok értelmesek, azaz valéban léteznek a kivant kovarianciaval
rendelkez6 véges dimenzids normalis eloszlasok, és ezek az eloszlasok konzisztensek.

A 2. feladat éllitasa azt jelenti, hogy a Kolmogorov-féle alaptétel szerint 1étezik a
Wiener-folyamat definicéjaban szereplé a) tulajdonsigot teljesité Gauss-folyamat. A b)
tulajdonsaggal kapcsolatban a helyzet bonyolultabb. Oldjuk meg el6szor a kovetkezo
feladatot.

3. feladat: Legyen adva egy &, 0 <t <1, a [0, 1] intervallummal mint index halmazzal
indexelt sztochasztikus folyamat valamely (2,4, P) valészintiségi mezén. Jelolje F a
&, 0 <t <1, valészintliségi valtozok altal generalt o-algebrat. Léassuk be, hogy az az
esemény, hogy a &; folyamat folytonos trajektoériaji nincs benne az F o-algebrdaban.

A 3. feladat eredménye azért érdekes a szamunkra, mert csak az ott definialt
o-algebra eseményeinek a valdszinliségérdl tudunk beszélni. Ha alaposabban meggon-
doljuk be lehet latni, hogy egy sztochasztikus folyamat véges dimenzids eloszlasainak is-
meretében nem beszélhetiink annak az eseménynek a valdszintiségérol, hogy a sztochasz-
tikus folyamat minden trajektériaja folytonos fliggvény. Viszont lehetoségilink van arra,
hogy ha adva van egy sztochasztikus folyamat, akkor megprébaljuk annak trajektoriait
,,kijavitani” gy, hogy a sztochasztikus folyamatot definialé valészinliségi valtozdkat egy
null-mértékii halmazon megvéltoztatunk. Ezaltal a sztochasztikus folyamat véges di-
menziés eloszldsait nem valtoztatjuk meg, viszont bizonyos esetekben esélyiink van arra,
hogy egy sztochasztikus folyamatban kontinum sok null-mértékii halmazon valtoztatva
a trajektoridk tulajdonsagait megvaltoztatva jobb tulajdonsagu trajektoridkat kapunk.
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Az alabbiakban megfogalmazok és bebizonyitok egy eredményt, amely elégséges feltételt
ad arra, hogy egy sztochasztikus folyamat valdszinliségi véaltozoit null-mértékii halma-
zon megvaltoztatva olyan sztochasztikus folyamatot kapjunk, amelynek trajektériai
folytonosak. (Természetesen az 1j folyamat véges dimenzids eloszldsai megegyeznek
az eredeti folyamat véges dimenzids eloszldsaival.) Azutdn megmutatom, hogy ez az
eredmény alkalmazhaté a Wiener-folyamatok esetében is. Ez lehetové teszi, hogy a
Wiener-folyamat definicigjaban megkdveteljiik a b) tulajdonsagot.

Az eredmény megfogalmazdsa el6tt bevezetem a kovetkezd definiciot.

Sztochasztikus folyamat sztochasztikus folytonossaganak a definicidja. Legyen
adva egy X(t), a <t <b, sztochasztikus folyamat valamely [a,b] intervallumon. Azt
mondjuk, hogy ez a sztochasztikus folyamat folytonos valamely a < t < b pontban, ha
minden t, — t szamsorozatra az X (t,) wvaldsziniségi valtozok sztochasztikusan kon-
vergdlnak az X (t) valdsziniségi vdltozohoz, azaz ha minden € > 0 szdmra és t, — t
szamsorozatra teljesul a

tEIEtP(\X(tn,w) — X(t,w)| >¢)=0
reldcio.
Most megfogalmazom a kovetkezé Lemmat.

Lemma sztochasztikus folyamat folytonos trajektdridirdl. Legyen adva egy
X(t,w), 0 < t < 1, sztochasztikus folyamat a [0,1] intervallumon. Teljesitse ez a
sztochasztikus folyamat a kévetkezd két tulajdonsdgot.

a) Az X(t,w) sztochasztikus folyamat sztochasztikusan folytonos a [0, 1] intervallum
minden pontjdaban.

b) A sztochasztikus folyamat majdnem minden X (t,w), 0 <t <1, w € Q, trajektoridja
rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdggal. Az X (%,w), n=12...,0<k<2"
fiiggvény, azaz az X (-,w) fliggvény megszoritisa a diadikusan raciondlis pontokra,

egyenletesen folytonos.

_ Ekkor létezik olyan X(t,w), 0 <t <1, sztochasztikus folyamat, amelynek minden
X (-, w) trajektoridja folytonos figgvény, és P(X(t,w) = X(t,w)) =1 minden 0 <t <1
pontban.

Megjegyzés: Belathatd, hogy a Lemmaban szereplé a) és b) feltétel teljesiilése vagy
nem teljesiilése az X (t,w) sztochasztikus folyamat véges dimenzids eloszldsaitdl fiigg.
Tovabbéa nem nehéz beldtni, hogy ha egy a [0, 1] intervallumon definidlt sztochasztikus
folyamat minden trajektoridja folytonos fliggvény, akkor teljesiti az el6z6 lemmaban
megfogalmazott a) és b) feltételt.

A Lemma bizonyitdsa. Definidljuk az X (t,w) sztochasztikus folyamatot a kovetkezd
moédon: Legyen X (¢,w) = 0 minden 0 < ¢t < 1 szdmra egy olyan w esetében, amelyre az
X (zﬁn,w) fiiggvény nem egyenletesen folytonos. Az olyan w elemi eseményekre viszont,
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amelyekre ez a fiiggvény egyenletesen folytonos a diadikusan racionalis pontokban te-

n()

kmtsunk minden 0 < ¢ < 1 szdmra egy olya,n 52 = sorozatot, n = 1,2,..., amelyre

ko —t éslegyen X (t,w) = hm X (=, ) Ez ahmesz létezik, mert az X( W),

lim on on )

n—oo
n = 1,2,..., sorozat Cauchy sorozat. Az X(t,w) és X (t,w) valészintiségi valtozé 1

valésziniiséggel megegyezik, mert mind a kett6hoz sztochasztikusan (a mértékelmélet
nyelvén mértékben) konvergél az X (2n ) w), n=1,2,..., sorozat. Ezenkiviil az X (-,w)
trajektoriak folytonos fiiggvények minden w € €2 elemi eseményre.

Az el6z6 lemma segitségével bebizonyitom az aldbbi allitast, amely a korabbi ered-
ményekkel egyiitt biztositja, hogy létezik Wiener-folyamat.

Tétel (folytonos trajektéridji) Wiener-folyamat létezésérél. Legyen adva egy
olyan W(t,w), 0 < t < 1, Gauss-folyamat a [0,1] intervallumon, amely teljesiti a
Wiener-folyamat definicicjaban szerepld a) feltételt. Ekkor létezik olyan W (t,w), 0 <
t < 1, Wiener-folyamat a [0,1] intervallumon, amelyre P(W(t,w) = W(t,w)) = 1
minden 0 <t <1 szdmra, és trajektoridi 1 valosziniséggel folytonosak.

A Wiener-folyamat létezésérol szolo tétel bizonyitasa. Elég megmutatni, hogy mindkét a
Lemmaban szereplé feltétel teljesiil egy olyan W (¢, w) Gauss-folyamatra, amely teljesiti
a Wiener-folyamat definici¢jaban szerepld a) feltételt. FEzek kozil az a) tulajdonsdg
teljesiilése nyflvanvalé a Csebisev egyenl6tlenség alapjan, mert W (t,,w) — W (t,w) egy
0 véarhat6 értékl és |t — t,| szordsnégyzetli valésziniliségi valtozd. A b) tulajdonsdg
bizonyitasahoz elég megmutatni azt, hogy

P( sup |W (%,w) - W <%,w)‘ > 2_”/8> < o0. (A)
1

1<k<2n
Ebbdl ugyanis a Borel-Cantelli lemma alapjan kovetkezik, hogy létezik olyan QO cQ,
P(Q) = 1 esemény, amelyre igaz, hogy minden w € Q elemi eseményre van olyan n(w)

kiiszobindex 1gy, hogy sup {W )— W (kz’nl,w)‘ < 27/% minden n > n(w)
1<k<2n
szamra. Azt allitom, hogy ebbdl kévetkezik, hogy ha t és s két olyan diadikus racionalis

szam, amelyre 0 < t — s < 27 valamely (nagy) L egész szdmra, w € Q L > n(w)

akkor |X(t,w) — X(s,w)] <23 sup |W (& w)| < 2 z 2-n/8 <
n=L1<k<2n

1000 - 25/8  ahonnan kévetkezik, hogy a W (t,w) folyamat teljesiti a b) ulaJdonsagot,

ha w € Q.

A fenti egyenlGtlenségsorozat els6 egyenlGtlenségének belatasa érdekében tekintsiik

a leghosszabb [2"; , k;f} intervallumokat, amelyekre [2’“3 , ]“;;1] [s,t]. Egy vagy két ilyen

intervallum van, és j > L Legyen ezen intervallumok egyesitésének a bal végpontja £ 57

n

2n7

2m )_W(2nv

J )

jobb végpontja pedig 2, k = k + 1 vagy k = k + 2. Mind az [s, £] mind a [2’2 ,t}

intervallum eldallithaté kiilonbozé hosszisagi 277 " j' > j+1, hosszusagu diadikus inter-
vallumok egyesitéseként. Az el6bbiekbdl kovetkezik, hogy az [s, t] intervallum el6all 277,
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j > L, hosszusagu diadikus intervallumok egyesitéseként, és ebben az egyesitésben min-
den j > L-re legfeljebb 2 darab 277 hossziisagu intervallum szerepel. Innen kovetkezik
a kivant egyenlotlenség.

Az (A) reldcié bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy

= (K (k-1
P( sup |W (2—n,w> - W (2—77,’”)’ > 2_”/8)
1

gn
e
n=1

=1k=1
oo 2" Tk )T (k=L))o .9—2n

< Z EW (2m“’g_n/‘§/( 7 w)) _ Zzn 32_2n/2 < 00,
n=1k=1 n=1

mert a W (%,w) -W (kQ_nl ) w) valészintiségi valtozok normalis eloszlastak, nulla var-
haté értékkel és 27" szérasnégyzettel. Ezért a negyedik momentumuk 3 - 2727, A tétel

bizonyitasat befejeztiik.

Megjegyzés: A fenti tételben belattuk, hogy létezik a [0,1] intervallumon definidlt
Wiener-folyamat. A jelolések némi valtoztatasaval be lehet latni ugyanezzel a modszer-
rel, hogy tetszbleges T' > 0 szamra létezik Wiener-folyamat a [0, T] intervallumon. De
be lehet 1atni azt, hogy létezik W (t,w), t > 0. Wiener-folyamat a pozitiv félegyenesen
példaul a kovetkezo feladat megoldasanak a segitségével.

Feladat: Legyen W,(t,w), n = 1,2,..., 0 < t < 1, fliggetlen Wiener-folyamatok

sorozata a [0,1] intervallumon. Léssuk be, hogy ,ezeket a fiiggetlen Wiener-folya-
[t]

matokat Osszeragasztva”, azaz definidlva a W(t,w) = > W;(l,w) + W41 ({t},w),
j=1

0 <t < oo, Wiener-folyamat a ¢ > 0 félegyenesen, ahol [t] a ¢t szdm egész részet

{t} pedit a t szdm tort részét jeldli.

Nem kditelezé feladat: Mutassuk meg, (felhasznalva az eléz6 bizonyitas gondolatait,
hogy ha egy X(t,w), 0 <t < 1, sztochasztikus folyamat a [0, 1] intervallumon teljesiti
az B|X(t,w) — X(s,w)|?>T™ < Ot — s|*F feltételt alkalmas o > 0, 3 > 0 és C > 0
konstansokkal mindet 0 < s < t < 1 szampdrra, akkor 1étezik az X (t,w) sztochasztikus
folyamatnak olyan X (¢,w) médositasa, amelyre P(X (t,w) = X (t,w)) = 1 minden 0 <
t < 1 szamra, és a X (t,w) folyamat minden trajektérigja folytonos fiiggvény. (Valéjaban
az a > 0 feltétel elhagyhato a feltételként szerepl6 egyenlotlenségbdl. Azért tettiik ezt
fel, mert a legtobb érdekes esetben csak a > 0 szadmmal tudjuk biztositani a kivant
feltétel teljesiilését.)

4. feladat: Mutassuk meg, hogy egy a [0,1] intervallumon definidlt folytonos tra-
jektdridju sztochasztikus folyamat tekintheté, mint egy C/([0,1])-tér értékli, azaz a
[0, 1] intervallumon értelmezett folytonos értékii fiiggvényekbdl alls, és a szuprémum
norméaval ellatott Banach téren értelmezett valdszintiségi valtozé. A probléma jobb
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megértése érdekében a megfogamazom e kérdés 4a) valtozatat, amely megmagyarazza,
mi a probléma lényege.

4a. feladat: Vilagos, hogy egy a [0, 1] intervallumon értelmezett folytonos trajektéridju
X (t,w) sztochasztikus folyamat az (€2, A, P) valészinliségi mez6t leképezi a C([0, 1])
térbe. De be kell latni, hogy ez a leképezés mérhet6. Tudjuk, hogy mivel minden
rogzitett 0 < t < 1 szdmra az X (t, ) fliggvény folytonos, azaz tetszéleges Borel mérheté
B halmazra {w: X(t,w) € B} € A, (azaz a B halmaz 6sképe mérhets). Léssuk be,
hogy a C([0,1]) tér tetszéleges mérheté D halmazira {w: X (t,w) € D} € A.

4b. feladat: Az 4. feladat allitdsa szerint tetszéleges a [0, 1] intervallumon definialt
folytonos trajektéridju folyamat tekinthet6 gy, mint egy értékeit a C([0,1]) térben
felvevo valdszintiségi valtozo. Lassuk be, hogy e folyamat véges dimenzids eloszlasai
meghatarozzak annak valdsziniiségét is, hogy véve egy tetszoleges Borel-mérhet6 hal-
mazt a C([0,1]) térben, a sztochasztikus folyamat trajektéridi ebbe a halmazba esnek.

5. feladat: Az el6z6 tétel megoldasaban fontos szerepet jatszott az a 1épés, hogy adjunk
jo becslést annak valdszintiségére, hogy egy normalis eloszldsi valdszintiségi valtozo
egy adott szamnal nagyobb értéket vesz fel. Ezt a becslést abban a bizonyitasban a
negyedik momentum becslésének a segitségével kaptuk. Az ebben a feladatban megfo-
galmazott becslés pontosabb, és bizonyos nehezebb feladatokban erre van sziikség. A
kovetkezé jelolést fogjuk alkalmazni. ®(z) jeldli a standard normaélis eloszlasfiiggvényt,
o(x) = \/%76_"32/ 2 ennek sfirtiségfiiggvényét. Mutassuk meg (parcidlis integrdlassal),
hogy minden x > 0 szamra teljesiil a kovetkez6 egyenlotlenség:

(l _ i) o(z) < 1—d(z) < i@(l’)-

x a3

Bevezetem a tobbdimenziés Wiener folyamat definiciojat is. A definiciét koveto
6. feladat eredményébdl kovetkezik, hogy a tobbdimenzidos Wiener folyamatok valéban
léteznek.

A d-dimenzi’os Wiener folyamat definiciéja. Egy a [0,7], 0 < T < oo, interval-
lumon értelmezett d-dimenziés Wiener-folyamaton olyan az értékeit az R® d-dimenzids
FEuklideszi térben felvevd W (t) = (Wi(t),...,Wa(t)), 0 < t < T, Gauss-folyamatot
értunk, amelyre
a) EW;(t) =0,1<i<d,0<t<T, EW;(s)W;(t) = d(i,5) min(s,t), 1 <i,5 <d,
0<s,t<T, ahol6(i,j) =0, hai#j, és §(i,1) =0, 1 <14,j <d.
b) AW (t,w) sztpchasztikus folyamat trajektoridja minden w elemi eseményre folytonos
fiigguény a [0, T] intervallumon.

6. feladat. Legyenek Wy (t), ..., Wy(t), 0 <t < T, fiiggetlen Wiener folyamatok. Mu-
tassa meg, hogy W (t) = (Wi(t),...,Wy(t)), 0 <t < T, d-dimenziés Wiener folyamat.

7. feladat. Legyen U ortonormalt transzformacié az R? d-dimenziés Euklideszi térben,
és W(t) = (Wi(t),...,Wq(t)) d-dimenziés Wiener folyamat. Mutassa meg, hogy
UW(t) =UWq(t),...,Wy(t)) szintén d-dimenziés Wiener folyamat.



Wiener-folyamatok tulajdonsagai.

Megfogalmazom azt a fontos eredményt, amelyet funkciondlis centralis hatareloszlas-
tételnek szokas nevezni, és amely a szokasos centralis hatareloszlastétel természetes
és fontos altalanositdsa. A centréalis hatareloszlastétel allitasat tgy lehet heurisztiku-
san megfogalmazni, hogy ha Osszeadunk n fiiggetlen nulla varhaté értéki kis értékeket
felvevé valdszintiségi valtozot nagy n szamra, akkor ezen valdszintiségi valtozok Gsszegé-
nek az eloszlasa kozelitdleg megegyezik egy olyan nulla varhaté értékii normaélis eloszlasu
valészintiiségi valtozé eloszlasaval, amelynek szérasnégyzete egyenlé ennek az 6sszegnek
a szérasnégyzetével. Mivel fiiggetlen, normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok Gssze-
ge szintén normalis eloszlasu, ez az allitds ugy is interpretalhatd, hogy kis fliggetlen
valoszinliségi valtozdk Osszegei kozelitoleg gy viselkednek, mintha az osszeadanddk
normaélis eloszlastiak lennének. A funkciondlis centrélis hatareloszlastételnek is van ha-
sonl6é heurisztikus interpretecidja. Eszerint, ha ezen kis valdszinliségi valtozéknak az
Osszes részletosszegét tekintjiik, azaz a tagokat 1-t0l m-ig o0sszeadjuk minden 1 < m <
n szamra, akkor ezen részletosszegek egyiittese koriilbeliil gy viselkedik, mintha az
osszeadandok normalis eloszlasuak lennének.

Annak érdekében, hogy a funkciondlis centralis hatareloszlastételt pontosan és
altalanos feltételek mellett megfogalmazhassam el6szor felidézem a centralis hatarelosz-
lastételt fiiggetlen, de nem feltétleniil egyform eloszlasu valdszintiségi valtozokra, illetve
annak egy természetes altalanositasat ugynevezett szériasorozatokra.

Elészor a tétel dltalanosabb, szériasorozatokrol szolé alakjat fogalmazom meg. En-
nek érdekében megadom a szériasorozatok definiciéjat.

Szériasorozat definicidja. Legyen adva minden k = 1,2,... szamra eqy ng pozitiv
egész szdm €s wvaldszintségi valtozok egy &k j, j = 1,2,...,nk, sorozata, amelynek
elemei (rogzitett k szamra) figgetlenek. Valdsziniiségi vdltozok egy ilyen rendszerét
szériasorozatnak neveziunk.

Adva egy &k, B = 1,2,..., 1 < j < ny, szériasorozat, tekintsik az Sj =
s
> &k, k= 1,2,..., sorosszegeket. Az Sy, k = 1,2,... véletlen Gsszegek nagyon
j=1

altalanos feltételek mellett eloszlasban konvergalnak a standard normaélis eloszlashoz.
A szériasorozatokrodl szélo centralis hatareloszldstétel egy ilyen jellegii allitast fogalmaz
meg. E tétel érvényességének a feltételei koziil a legfontosabb az tigynevezett Lindeberg
feltétel, amelyet kiilon ismertetek.

Lindeberg feltétel definicidja szériasorozatokra: Legyen & ;, k = 1,2,..., 1 <
J < ng, olyan szériasorozat, amelynek elemeire E, ; = 0, Eﬁi’j < oo, k=1,2,...,
ng
1 <7 <ng, és lim E{ij = 1. FEz a szériasorozat akkor és csak akkor teljesiti a
— 00 j=1 ?

Lindeberg feltételt, ha tetszdleges € > 0 szamra
ng
. 2 o
Jim. ;Eék,ﬂ({\&k,ﬂ >e}) =0,
J:
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ahol I(A) egy A halmaz indikdtor figgvénye.

Centralis hatareloszlastétel szériasorozatokra a Lindeberg feltétel teljesiilése
esetén. Legyen & 5, k=1,2,..., 1 < j < ny, olyan szériasorozat, amelyre K, ; = 0,
U2
Eﬁ,%j <oo, k=1,2,...,1<j5 < ng, klim > Eé,%j =1, és teljesitse e szériasorozat a
9. —)OO b

j=1
Lindeberg feltételt. Ekkor

a.) A szériasorozat tagjai teljesitik a lim ( sup Eékj) = 0 kicsiségi feltételt.
kE—oo \1<j<ny

ng

b.) Az Sk = > &k, 1 < k < oo, véletlen dsszegek eloszldsban konvergdinak a standard,
j=1

azaz nulla varhato értéki és 1 szordsnégyzetd normadalis eloszldshoz, ha k — oo.

Be lehet latni azt is, hogy a centralis eloszlastétel ezen forméja bizonyos értelemben
éles, és tovabb nem javithaté. Nevezetesen igaz a kovetkezo tétel.

A szériasorozatokrol szolo centralis hatareloszlastétel allitasanak a megfor-
ditasa. Legyen & j, k=1,2,..., 1 < j < ny, olyan szériasorozat, amelyre E, j = 0,

ng
Efg’j <oo, k=1,2,...,1 <7 < ng, klg{)lo > E&,ij = 1, és teljesitse e szériasoro-
j=1

zat a centrdlis hatdreloszlastételt valamint a lim ( sup FE&2 ]) = 0 kicsiségi feltételt.
k—o0 1<]<nk

Ekkor a szériasorozat teljesiti a Lindeberg feltételt is.

Minket az a kérdés érdekel, hogy ha adva van fiiggetlen valdoszintliségi valtozok egy

végtelen &1, &, ... sorozata, arra hogyan szol a centralis hatareloszlastétel, és az milyen
feltételek mellett teljesiil. Ebben az esetben termeszetes azt kérdezni, hogy ha E¢ =0
minden j = 1,2,... szdmra, akkor az S, = — Z ¢; sorozat, ahol s2 Z E£2 az

S, Osszeg szorasnégyzete mikor konvergdl eloszlasban a standard normalis eloszlashoz
A vélasz erre a kérdésre konnyen visszavezetheté a szériasorozatokrdl szold centralis
hatareloszlastételre. Valoban, definidljuk a kovetkezo szériasorozatot. Legyen ny = k és
Ekj = ifj, 1 <j <k, minden k =1,2,... szamra. Ekkor az eredeti iSn, n=12,...,

_ k

normalizélt részletGsszegsorozat és az elébb definidlt & ; szériasorozat Sy = > & j,
Jj=1

k = 1,2,..., sorosszegeibol all6 sorozat megegyezik, ezért a szériasorozatokra megfo-

galmazott centralis hatareloszlastételbdl kovetkezik az alabb megfogalmazott fliggetlen
valészintiségi valtozok sorozatairdl szold centréalis hatéreloszlastétel. Ennek megfogal-
mazasa érdekében eloszor megadom a Lindeberg feltétel definicigjat fliggetlen valdszi-
niségi valtozok sorozataira.

Lindeberg feltétel definicigja fiiggetlen valdsziniliségi valtozok sorozataira.

Legyen adva figgetlen valdsziniiségi valtozok &1,&2, ... sorozata, amelyre teljesul, hogy
o0

E¢ =0 és E§j2 < oo minden j = 1,2,... szdmra, tovdbbd E§j2 = 00. Azt mondjuk,
j=1



hogy a &1,&s, ... sorozat teljesiti a Lindeberg feltételt, ha minden € > 0 szdmra

lim —ZE E1(1¢] > esy)) =0,

n— o0

n
ahol s2 = 5 E{?, és 1(A) jeldli eqy A esemény indikdtorfiggvényét.

j=1
Centralis hatareloszlastétel fiiggetlen valészintliségi valtozok sorozataira a
Lindeberg feltétel teljesiilése esetén. Legyen adva fiiggetlen valész{ndségi valtozok
51,52,... olyan sorozata, amelyre E§; = 0 és ESZ < oo minden j = 1,2,... szimra,

Z ESQ = 00, €s e sorozatra teljesiil a Lindeberg feltétel. Legyen s Z E§2 Ekkor
7j=1

2
a.) a szériasorozat tagjai teljesitik a lim ( sup ES—EJ) = 0 kicsiségi feltételt.

n— oo 1§j§’n n

n
b.) Az SLSH = Sl Z &, véletlen osszegek eloszldsban konvergdlnak a standard, azaz
é

nulla varhato értéki és 1 szorasnégyzetid normdlis eloszlashoz, ha n — oo.

Megjegyzem, hogy tekinthetjiik a szériasorozatokrol szolé centralis hatareloszlasté-
tel allitasanak a megforditasat is, és megfogalmazhatjuk annak természetes megfelel6jét
fiiggetlen valdszintiségi valtozok részletosszegeire. Ez az allitas is egy érvényes tétel.

Megfogalmazok egy olyan eredményt, amely azt fejezi ki, hogy amennyiben vesziink
egy a Lindeberg feltételt teljesité szériasorozatot, és rogzitett k szamra nemcsak az

ny
Sk = Y. &,; véletlen Osszeget vezetjitk be, hanem az Osszes
i=1

J
)= &y 1<i<my (B1)
p=1
részletosszeget, és tekintjiik az Sk (j), 1 < j < nyg, sorozat eloszlasat, akkor ennek aszim-
ptotikus viselkedése bizonyos értelemben jol leirhaté egy Wiener-folyamat segitségével.

A fenti allitdas pontos megfogalmazasanak érdekében vezessiik be a kovetkezo jelo-
léseket: Legyen adva egy

§1,15--581m,
' ' (B2)
ks Sk
Nk
szériasorozat, amelyre F¢j, ; = 0, Eé’,f’j = Uz’j, > O']%J- = 52, és feltessziik, hogy teljesiil
=1

j
a lim s? = 1 reldci6. Vezessiik be az Si(0) = 0, Sk(j) = Z Ekp 6s si(4)? = Z -

k—oo



52(0) = 0, 5,(4)% = %, 1 <j<ng k=1,2,..., mennyiségeket. Adjuk meg ezen

mennyiségek segitségével a kovetkez6 a [0, 1] intervallumon definidlt Xy (t) = Xp(t, w),
0 <t <1, (véletlen) folytonos fiiggvényeket:

Xk(570)),w) = Se(j), 0<j<my, és

k(1) —t t—5,(j — 1)
5:(7)?2 —5k(J — 1) 5p(9)? —5k(j — 1)2
ha 5,(j — 1)? <t < 8(5)% 1< < nyg,

Xi(t,w) = Xi(57(7),w)

s Xk(51( — 1), w) +

(B3)
azaz az Xp(-,w) fliggvény az 5,(j)? pontokban megegyeznek az els§ j & p(w) va-
16szinliségi valtozé Osszegével, a koztiikk levd pontokban pedig linearis fiiggvényként

N2
kiegészitjiik Sket. (Vegyiik észre, hogy az 5;(j)? = 8’“8# szam kozelitéleg egyenls az
k
Sy () valészintiségi valtozéd szérasnégyzetével, mert si(j)? = Var Si(j), és klim si =1
—00

Ez a tény teszi természetessé az Xy (-) sztochasztikus folyamat skaldzasat.) Tegyiik
fel, hogy a (B2) szériasorozat teljesiti a Lindeberg feltételt is. Ekkor alkalmazhaté
rd a centralis hatdreloszldstétel. Némi plusz munkéaval be lehet latni, hogy nemcsak
az X (1,w) valdszinliségi valtozok konvergalnak eloszldsban a standard normaélis el-
oszlashoz, ha k — oo, hanem az is igaz, hogy minden rogzitett ¢ szamra az Xy (t,w)
valoszintliségi valtozok konvergalnak eloszlasban egy 0 varhaté értéki és t szérasnégyzetii
normalis eloszlasi valdszintiségi valtozéhoz. S6t, az is igaz, hogy minden 0 < t; <ty <
oo <ty < 1 szdmokra az (X (t1,w),. .., Xk(tm,w)) véletlen vektorok eloszlasban kon-
vergdlnak egy olyan (7, ..., Z,,) m-dimenziés normélis eloszlasi vektor eloszlasihoz,
amelyre EZ; = 0, 0 < j < k, EZ;Z; = min(tj,t;;). Ez szemléletesen azt je-
lenti, hogy nagy k indexre a (B3) képletben definidlt X (¢,w) sztochasztikus folya-
mat kozel van eloszldsban egy a [0, 1] intervallumon definidlt Wiener-folyamathoz. Az
aldbbiakban megfogalmazok egy tételt, amely a fent megfogalmazattokhoz hasonld,
de tartalmasabb allitast fogalmaz meg. A tétel kimonddsa el6tt emlékeztetek arra,
hogy mint azt a 4. feladatban megfogalmazott allitds megfogalmazza, egy a [0, 1] inter-
vallumon definidlt folytonos trajektériaju sztochasztikus folyamatot tekinthetiink egy
C([0,1]) téren definidlt valésziniiségi valtozénak is. Ezt az észrevételt alkalmazhatjuk
mind a Wiener-folyamatra, mind a (B3) képletben definidlt folyamatokra. Az a tény,
hogy egy Wiener-folyamat felfoghaté gy, mint egy értékeit a C([0,1]) térben felvevd
valoszintliségi valtozé lehetové teszi, hogy bevezessiik az aldbb megadandé Wiener mér-
ték fogalmaét.

Wiener-mérték definicidja. Legyen adva egy Wiener-folyamat a [0,1] intervallum-
ban. Tekintsik ezt, mint egy értékeit a C([0,1]) térben felvevd valdsziniiségi vdltozot.
Ennek eloszldsdat, azaz a pw(A) = P(w: W(-,w) € A) figgvényt minden o C([0,1])
térbeli Borel mérheté A halmazra, (azaz minden olyan A halmazra, amely benne van
a B([0,1]) térben lévd nyilt halmazok dltal generdlt legszikebb o-algebrdban) Wiener-
meértéknek nevezzik.

Fel fogjuk hasznalni azt a tényt, hogy az eloszlasban valé konvergencia természetes
altalanositasat definialtak tetszoleges szeparabilis metrikus térben. Ezt gyenge kon-

10



vergencianak nevezik altaldban az irodalomban, és euklidészi térben levo valdszintiségi
mértékek esetében ez ekvivalens az eloszlasban valé konvergenciaval. To6bb kiilénb6zo
alakja van ennek a definiciénak, de ezek mindegyike ekvivalens. A definiciékat megadom,
de ekvivalenciajuk bizonyitasat elhagyom.

Valésziniiségi mértékek (gyenge) konvergencidjanak a definicija, a) defini-
cié. Legyen adva valdszintiségi mértékek p,, n = 1,2..., sorozata egy (X, p) szepard-
bilis metrikus tér Borel mérhetd részhalmazain. Azt mondjuk, hogy e mértékek sorozata
gyengén konvergdl eqy v e szepardbilis metrikus tér Borel mérhetd részhalmazain defini-
alt valoszinidségr mértékhez, ha minden a metrikus téren értelmezett folytonos és korlatos

f(x) fiiggvényre
i [ f(@)pn(dz) = / F(@)u( de).

n—oo

Megjegyzés. A fenti definiciéban megkoveteltiik, hogy az f(x) ‘tesztfiiggvények’ ne csak
folytonosak, hanem korlatosak is legyenek. Ez a megszoritas biztositja, hogy mindig
beszélhetiink a (véges) [ f(x)u,(dx) és [ f(z)u(dz) integralokrol.

Valésziniiségi mértékek (gyenge) konvergencidjanak a definicigja, bl) de-
finicié. Legyen adva wvaldsziniiségi mértékek p,, n = 1,2..., sorozata egy (X, p)
szepardbilis metrikus tér Borel mérhetd részhalmazain. Azt mondjuk, hogy e mértékek
sorozata gyengén konvergdl eqy p e szepardbilis metrikus tér Borel mérhetd részhalma-
zain definialt valosziniiségi mértékhez, ha minden a metrikus téren lévd zdrt F halmazra

lim sup pin (F) < p(F).

n—oo

Valésziniiségi mértékek (gyenge) konvergencidjanak a definiciéja, b2) de-
finicié. Legyen adva valdsziniségi mértékek p,, n = 1,2..., sorozata egy (X,p)
szeparabilis metrikus tér Borel mérhetd részhalmazain. Azt mondjuk, hogy e mértékek
sorozata gyengén konvergadl eqy p e szeparabilis metrikus tér Borel mérhetd részhalmaza-
in definidlt valosziniségi mértékhez, ha minden a metrikus téren lévd nyilt G halmazra

liminf p,, (G) > u(G).

n— 00 -

A kovetkezd eredményben megfogalmazzuk, milyen kapcsolat van eloszlasfliiggvények
konvergencidja és az eloszlasfiiggvények altal generalt eloszldsok (gyenge) konvergencidja
kozott.

Tétel eloszlasfiiggvények és az altaluk generalt mértékek gyenge konver-
genciaja kozotti kapcsolatrdl. Tekintsik F,, eloszldsfiiggvények, n = 1,2,... so-
rozatdt és eqy Fy eloszldsfigguényt a szimegyenesen vagy az R* k-dimenzios eukideszi
térben, valamint az dltaluk generdlt p, = pr, Stieltjes mértékeket, n = 0,1,2,.... Az
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F,, eloszldsfiiggvények akkor és csak akkor konvergdlnak eloszldsban az Fy eloszldsfiigg-
vényhez, ha az F, eloszldasfiggvények dltal meghatdrozott u, Stieltjes (valdsziniiségi)
mértékek gyengén konvergdlnak az Fy eloszldsfiigguény dltal meghatdrozott py (valdszi-
niiségi) Stieltjes mértékhez.

Most kimondhatjuk az el6bb szériasorozatok altal definidlt véletlen linedris da-
rabokbdl all6 (torottvonal) fiiggvényeket értékként felvevs sztochasztikus folyamatok
gyenge konvergencidjat a Wiener-mértékhez. Ezt a tételt az irodalomban funkcionéalis
centralis hatéareloszlastételnek hivjak.

Funkciondlis centrilis hatareloszlastétel. Legyen adva egy a (B2) képletben leirt

szériasorozat, amelynek tagjai teljesitik az B, j = 0, Eg,ij = a,%,j, k=1,2,...,1<75<
ng
ng, klim aij =1 reldciokat és a Lindeberg feltételt. Vezessiik be az e szériasorozat
— 00 j:1 ’

segitségével a (B3) formuldban definidlt folytonos trajektoridji Xi(t) = Xg(t,w), 0 <
t <1, k=1,2,..., folytonos trajektoridji sztochasztikus folyamatokat. Az Xy (t,w)
sztochasztikus folyamatok gyengén konvergdlnak a Wiener mértékhez, ha k — oo.

Felmeriil a kérdés, miért érdekes a fenti eredmény. Azért, mert ez nem pusztian
egy absztrakt térben megfogalmazott valtozata a centralis hatareloszlastételnek, hanem
maguknak a szériasorozatok részletosszegeinek aszimptotikus viselkedésérol is 1ényeges
1j informaciot tartalmaz. Annak érdekében, hogy ezt megértsik lassuk be az alabbi
egyszeru lemmat, amely azt fejezi ki, hogy egy folytonos transzformacié gyengén konver-
gens valoszinliségi mértékek sorozatat ismét valoszinliségi mértékek gyengén konvergens
sorozataba visz. Pontosabban megfogalmazva a kovetkezo eredmény érvényes.

Lemma gyengén konvergens valdsziniliségi mértékek konvergenciijarol. Le-
gyen adva eqy (X, X)) szepardbilis metrikus tér (itt X a p metrika segitségével az X téren
definidlt nyilt halmazok dltal generdlt Borel o-algebrdt jeléli, és hasonloan értelmezzik
késébb az Y o-algebrdt egy (Y,)) téren) és azon valdsziniiségi vdltozdk p, sorozata,
n=1,2,..., amely az elobb definidalt gyenge konvergencia értelmében konvergdl eqy p
valoszintiségi mértékhez. Legyen adva ezenkivil egy mdsik (Y,)) szepardbilis metrikus
tér, valamint egy T folytonos transzformdcio az (X, X) térbdl az (Y,)) térbe. Ez a
transzformdcio természetes mddon indukdl egy transzformdciot, amely minden az (X, X)
téren definidlt v valdszinidségi mértéknek a kovetkezéd Tv valdsziniiségi mértéket felelteti
meg az (Y,Y) téren: Tv(B) = v({zx: Tz € B}) minden B € Y halmazra. Ekkor a T,
valosziniségi mértékek gyengén konvergalnak a T valosziniiségi mértékhez.

A lemma bizonyitdsa. Alkalmazzuk a gyenge konvergencia a) definicigjat. Ekkor azt
kell beldtni, hogy tetszbleges az (Y,)) téren folytonos és korlatos g(y) fiiggvényre

lim [ g(y)Tpn(dy) = / 9(y)Tu(dy).

n—oo

Vezessiik be a g(y) figgvény f(x) = g(Tx) 6sképét. Ekkor az f(x) fliggvény folytonos
és korlatos, és a mértékelmélet egyik fontos eredménye alapjan mértéktartéd transz-
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formaciok szerinti integralokrél

[ t@utan) = [ gwiTuan) & [ @ = [ o)Tud)

minden n = 1,2,... szadmra. A p, mértékek gyenge konvergencidjabdl és az f(z)
fﬁggvény folytonossdgabdl és korlatossdgabdl kovetkezik, hogy lim f f@)pn(dz) =

[ f(z)p(dz) a fenti szereposztéssal. A fenti Gsszefiggésekbdl kovetkez1k a lemma alli-
tasa.

Megjegyzés 1: Erdemes megfogalmazni a fenti lemma allitasat ekvivalens médon mérté-
kek helyett (metrikus térbeli értékeket felvevd) valdszintiségi valtozok segitségével. Ez
igy szdl. Legyen adva (X, X') szepardbilis, metrikus térbeli értékeket felvevd valdszintisé-
gi valtozoknak egy &,, n = 1,2... sorozata, amelyek eloszlasai (gyengén) konvergalnak
egy £ ((X, X) térbeli értékeket felvevd) valdsziniiségi valtozd eloszlasdhoz. Legyen T az
(X, X) tér egy folytonos leképezése valamely (Y,)) szeparabilis metrikus térbe. Ekkor
a T'(&,) valdszintliségi valtozdk eloszldsai eloszldsban konvergalnak a T'(§) val6szintiségi
valtozé eloszlasdhoz.

Megjegyzés 2: Be lehet latni, hogy igaz a fenti lemma olyan élesitése, amely szerint a
Lemma altalanositasa érvényben marad akkor is, ha gyengitjiik azt a feltételt, hogy a T’
transzformacio folytonos. Elegendé csak annyit megkdvetelni, hogy a T' transzformacio
egy valdsziniiséggel folytonos a p (hatar)mérték szerint. Ez az édltaldnositds érdekes
bizonyos alkalmazasokban.

A fenti lemma szdmunkra abban a specidlis esetben érdekes, amikor az (X, X) tér

a [0, 1] intervallumon definiélt folytonos fiiggvények C([0, 1]) tere, (Y,)) a szdmegyenes

vagy egy véges dimenzids euklidészi tér a szokasos Borel g-algebraval, és alkalmazunk

egy T transzformaciét a C([0, 1]) térbél ebbe a véges dimenzids euklidészi térbe. Ekkor

a funkcionalis centralis hatareloszlastételnek érdekes kovetkezményei vannak. Tekint-

hetjiikk példaul a kovetkezé példékat: Tif = sup |f(x)|, Tof = sup f(z), Tsf =
0<x<1 0<x<1

fo f2(x)dx, Tuf = (Tvf,Tof,T3f). Ezen a transzformaciék mindegyike folytonos,
kozuluk az els6 harom a szamegyenesre, a negyedik a harom dimenziés euklidészi térbe
képez. A Ti transzformacié alkalmazasa példaul azt adja, hogy ha egy szériasorozat

teljesiti a funkcionalis centrdlis hatéareloszlastétel feltételeit, akkor a sup Z Ekp
1<j<nk p=

valésziniiségi véltozok eloszlasban konvergalnak egy a [0, 1] intervallumban deﬁmalt
Wiener-folyamat szuprémumanak eloszldsdhoz. Hasonléan lehet egy hatareloszlastételt
mondani T,, T3 vagy Ty transzformacié alkalmazasa segitségével. Vegyiik észre azt is,
hogy a hatareloszlas csak a hatarfolyamattdl (a Wiener-folyamattdl) fiigg, tehat minden
a funkcionalis centralis hatareloszlastétel feltételeit teljesité szériasorozatra ugyanaz.

Informalis mdédon a fenti eredmények tgy interpretalhatdak, hogy a funkcionalis
hatareloszlastétel feltételeit teljesito szériasorozatokbol képzett részletosszegek sorozatai
nagy indexre hasonléan viselkednek, és ezt a hasonld viselkedést a Wiener-folyamat se-
gitségével irhatjuk le.
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Végiil megjegyzem, hogy Brown angol biolégusnak az ismertetés elején emlitett
azon megfigyelésének a hatterében, amely miatt a Wiener-folyamatot Brown mozgasnak
is hivjak, szintén a funkcionalis centralis hatareloszlastétel van. Egy aprd részecske
az id6 folyaméan sok egymastol fliggetlen apré 10kést kap, és mozgdsa az ezen l0kések
hatasara végzett sok kis egymastol fliggetlen elmozdulas osszegeként all el6. A funkcio-
nalis centrélis hatareloszlastétel szerint egy ilyen palya kozelitéleg tigy viselkedik, mint
egy Wiener-folyamat trajektériaja.

Kiegészités. Megjeqyzések a feladatok megoldasdhoz.

1. feladat Egy & = (&1,...,&) vektort k-dimenzids standard normalis eloszldsi vek-
tornak neveziink, ha koordinatai fiiggetlen, standard normalis eloszlasi valdszintiségi
valtozok. Azokat a vektorokat nevezziik normalis eloszlasinak, amelynek eloszlasa meg-
egyezik egy £ A+ m véletlen vektor eloszlasaval, ahol £ standard normalis eloszlasu vek-
tor, A egy k x k métrix m egy k-dimenziés (determinisztikus) vektor. Némi szamoldssal
belathatd, hogy egy ilyen vektor kovariancia matrixa D = A* A alakd. A linearis algebra
bizonyos eredményeibdl kovetkezik, hogy a D = A* A egyenletnek (rogzitett D métrixra)
akkor és csak akkor van megoldédsa, ha D szimmetrikus pozitiv (szemi)definit métrix.
(Miért?) Viszont egy ilyen egyenletnek nem csak egy A matrix lehet a megoldésa.
Ennek ellenére a D kovariancia matrix és az m varhatd érték matrix meghatarozza
egy normalis eloszldsi vektor eloszlasat. Ennek egy lehetséges magyarazata: Elég
megmutatni, hogy a ¢ normalis eloszlast valészinfiségi véltozé Ee(t€) karakterisztikus
fliggvényét meghatarozza a D kovariancia matrix és m varhato érték. Masrészt be lehet
14tni, hogy Ee(t:8) = = (t:Dt)/2+i(m.t)

2. feladat Az eloszlasok megegyezéséhez a tekintett vektorok normélis eloszlasa és
nulla varhaté értéke miatt elegendé a kovarianciamétrixok megegyezését ellendrizni.
A konzisztencia konnyen lathatd, ha megértjiik, mirdl van szo.

3. feladat (Vazlatos indoklas) A o-algebra csak megszamldlhaté sok koordidtatdl fiiggd
eseményeket tartalmaz. Egy fiiggvény ismerete viszont megszamlalhato sok koordinata-
jaban nem hatéarozza meg, hogy folytonos-e, mert a tobbi koordinataban el lehet rontani
a folytonossdgot.

4. feladat Mind a 4), mind a 4a) mind a 4b) feladat megoldasa a kovetkezo allités
igazoldsan alapul:

t€(0,1] t€[0,1]
egyenesnek B; pedig a szamegyenes o-algebrdjanak egy a t szdmmal paraméterezett
példanya. Jelolje Z az Osszes a [0, 1] intervallumon folytonos fliggvénybél 4116 halmazt,
és tekintsiik az (RO, C0) tér (Z, Z) megszoritésat a Z halmazra. Ez azt jelenti, hogy
vesszilk a Z halmazt, és Z azokbdl a B halmazokbdl all, amelyek eléallnak B = Z N A,
A e %1 alakban. Nem nehéz belatni, hogy Z a Z halmaz bizonyos részhalmazaibél
allé o-algebra. Azt &llitjuk, hogy tetszéleges a C([0,1]) térben Borel mérheté halmaz

Tekintsiik az (R, Cl01]) = ( T Re 11 Bt> szorzatteret, ahol R; a szdm-
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benne van a Z o-algebrédban. (Az is igaz, hogy a Z o-algebra megegyezik a C([0,1]) tér
Borel o-algebrédval, de ennek az allitasnak a masodik felére nem lesz sziikségiink.)

Az el6bbi allitds bizonyitdsdhoz elég megmutatni azt, hogy a C([0,1]) tér minden
G nyilt halmazara G € Z, mert ebbdl kovetkezik, hogy minden a nyilt halmazok altal
generalt o-algebrajaban levé B halmazra, B € Z.

Tovéabb lehet redukalni az allitdst a kovetkezd tipust halmazokra: Ha = = z(t) €
C([0,1]), e > 0, akkor legyen S(z,e) = {y: y € C([0,1]), sup |z(t) —y(t)| < e}. Elég
te[0,1]
belatni, hogy minden S(z, €) tipusu halmazra S(z,e) € Z, mert tetszéleges nyilt halmaz
eloallithaté megszamlalhaté sok ilyen halmaz unidjaként. A kovetkezd meggondolas mu-
tatja, hogy S(x,¢) € Z. Jeldlje @ a raciondlis szamok halmazét a [0, 1] intervallumban.
Ekkor

S(x,s)zg ﬂ{y:yEZ,]y(T)—x(T)\<(1—%)5} cz

(Miért?)

Az, hogy az X(-,w) folytonos trajektériaju folyamat azt jelenti, hogy X(-,w) € Z
minden w € Q elemi eseményre. Mivel a C([0,1]) tér minden B Borel mérheté hal-
maza eléall B = AN Z, A € 0 alakban, ezért {w: X(-,w) € B} = {w: X(-,w) €
BNZ} ={w: X(,w) € A} € A, és a P(X(-,w) € A) = P(X(-,w) € B valdsziniiséget
meghatarozzdk az X (-,w) sztochasztikus folyamat véges dimenzids eloszldsai. Innen
kovetkezik mind a 4a) mind a 4b) feladat allitasa.

5. feladat Parcialis integraldssal belathatd, hogy

e_“2/2 du = 1e_‘r2/2 — i(3_”2/2 du

o0
— le—x2/2 o ise—:c2/2_|_/ %e_“2/2du,
x x . U

és ebbdl az azonossagbdl levezetheto a feladat allitasa.
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