Tétel irracionalis szam tobbszoroseinek eloszlasarol modulo 1. Legyen o irra-
ciondlis szam. Régzitsink egy [a,b] C [0,1] intervallumot, és tekintsik minden n pozitiv
egész szamra a ka moduld 1, 1 < k < n, sorozatot, illetve e sorozat |a,b] intervallumba
esé pontjainak L#{k: {ka} € [a,b], 1 < k < n} relativ gyakorisdgdt, ahol #A egy A
halmaz elemeinek szamat jeloli, {x} pedig eqy x szam tért részét. Ez a relativ gyakorisdg
tetszdleges [a, b] C [0, 1] intevallumra konvergdl az [a,b] intervallum b — a hosszdhoz, ha
n — oo.

Bizonyitds. Az allitas atfogalmazhatd a kovetkezo médon. Definidljuk minden n szamra
a kovetkezo pu,, valészinliségi mértéket: A p, mérték a ka (mod 1), 1 < k < n, pontokba
van koncentrélva, és minden ilyen ka (mod 1) pont p,, mértéke % Ekkor a tétel allitdasa
ekvivalens azzal, hogy a u,, mértéksorozat eloszlasban konvergal a [0, 1] intervallumban
f(x) = 1 stirliségfiiggvénnyel rendelkezé 1y egyenletes eloszldshoz.

A karakterisztikus fliggvény mddszer, pontosabban annak a [0, 1] mod 1 csoportra
megfogalmazott valtozata azt mondja ki, hogy u, valdszinitiségi mértékek egy soroza-
tanak eloszldsban valé konvergencidja egy pg valdszintiségi mértékhez ekvivalens azzal,
hogy teljesiil a lim_ [ ¥, (dx) = [€*™9% pg( dz) reldcié minden j = 0,+1,+2, ...

egész szamra, ahol i = \/—1. Valéjdban ez az ekvivalencia kovetkezik Weierstrass
masodik approximéaciés tételébdl, és az eloszldsban valé konvergencia kovetkezé jellem-
z6sébol: Tekintsiik a [0, 1] mod 1 egységkort, és azon p,, n = 0,1,2,..., valészintiségi
mértékeket. A p, mértékek akkor és csak akkor konvergalnak eloszlasban a pp mértékhez
n — 00 esetén, ha nh—>rgo [ f(@)pn(dz) = [ f(x)po( dx) minden az egységkoron folytonos

(és ezért korlatos) f(x) fiiggvényre. (Olyan fiiggvényeket tekintiink, amelyekre f(1) =
£(0).)

Viszont a tétel bizonyitasdhoz sziikséges limesz relacidkat konnyen ellendrizhetjiik
az adott esetben. Valdban [ e2™% ( dx) f e2™I% dx = 0, ha j # 0, és
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han — oo, és j # 0, mert és 1 —cos 2mja > 0 minden
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j # 0 egész szamra, ha « irraciondlis szam. Madsrészt a j = 0 indexre e?™9% = 1, és

[ pin(dz) = [ po(dx) =1 minden n =1,2,... szdmra.
Feladat:

Legyen aq, ..., ax k irracionalis

Viszont a tétel bizonyitdsdhoz sziikséges limesz relaciékat konnyen ellendrizhetjiik
az adott esetben. Valdban [ e?™% g (dx) = fol e2™% dor =0, ha j # 0, és

627mja

i 1 n i e27ri(n+1)ja _
/62 Y i (d) = n 262 The = n(e2mijo — 1) —0,
k=1




827r2(n+1)]a_627r13a 2

han — oo, és j # 0, mert és 1 —cos2mja > 0 minden

n(e2mix—1) — n(l—cos2mja)’
j # 0 egész szamra, ha « irraciondlis szam. Madsrészt a j = 0 indexre e?™9% = 1, és
[ pn(dz) = [ po(dx) =1 minden n =1,2,... szdmra.
A wvizsgan tdrgyalt feladatok:
Legyen «aq,...,a k irracionalis szam, amelyek kiegészitve az oy = 1 szammal
k
linedrisan fliggetlenek a raciondlis szamok teste felett, azaz az ro + > rjo; = 0
Jj=1

reldcié raciondlis rj, 0 < j < k, szdmokkal csak akkor teljestil, ha r; = 0 minden 0 <

k
j < k indexre. Rogzitsiink egy B = [] [a;,b;] C [0,1]* a k-dimenziés egységkocka
j=1
altal tartalmazott téglatestet, és tekintsiik minden n pozitiv egész szamra azon
[ szamok relativ gyakorisagat az 1 < [ < n egész szamok kozott, amelyekre az
(lag mod 1, ..., lay, mod 1) vektor beleesik a B téglatestbe. Lassuk be, hogy ez a
relativ gyakorisag tart a B téglatest térfogatahoz, ha n — oc.

Egy szabalyos dobokockat feldobunk egymas utan egészen addig, amig megjelenik
az els6 hatos dobas. Mi a valdszintisége annak, hogy ez a dobéassorozat tartalmaz
négyes vagy 0tos dobast?

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk egymas utan végtelen sokszor. Mi annak
a valészintisége, hogy a hatodik harommal oszthaté szam a harmadik harommal
oszthat6é dobés utdan 20 dobéssal kés6bb jelenik meg?

Egy szabdlyos dobdkockat addig dobunk fel egymés utdn, amig 5. alkalommal
jelenik meg egy hatos dobés. Mi a valdszintisége annak, hogy az utolsé elotti dobas
eredménye egy paros szam?

Két ember egy telefonbeszélgetésen elhatarozza, hogy taldlkozik. A két ember a
beszélgetés befejezése utan egymastol véletlen ideig otthon marad, majd lemegy
a fétérre, ott 10 percig var a masikra, majd hazamegy. Az otthon maradés ideje
mind a két ember esetében fiiggetlen exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozo
A = 1 paraméterrel. Mi a valészintisége annak, hogy taldlkoznak?



