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Feladatok:

Legyen & és n két fiiggetlen valdsziniiségi valtozd, mind a ketté f(z) = %e"m‘,
—00 < x < 00, slrliségfiiggvénnyel. Lassuk be el6szor, hogy f(z) valéban siir(iség-
fiiggvény. Szamitsuk ki a £ + n valésziniiségi valtozo g(x) stirliségfiiggvényét.

Megoldds: Az f(z) fiiggvény minden pontban nem negativ. Annak ellen6rzéséhez,
hogy f(x) slirliségfiiggvény azt kell megmutatnunk, hogy ffooo f(x)dx = 1. Ez igaz,

mert ffooo f(z)dx = %f_ooo e dr + % fooo e "dr =1 [em]o +1 [—e_m]oo = 1.

A £+ n valdszintiségi valtozo g(x) slirtiségfiiggvényét a g(z f f)f(x—y)dy
formula segitségével szamithatjuk ki. Szamitsuk ki ezt az mtegralt Tekintsiik
el6szor azt az esetet, amikor x > 0. Az integralt szamitsuk ki gy, hogy nézziik
mind a négy (elvileg) lehetséges esetet, amikor a) y > 0ésxz —y >0, b) y > 0 és
r—y<0,¢)y<0,z—y >0,d)y <0, z—y < 0. Szdmitsuk ki mind a négy esetben
azt, hogy milyen tartomanyban veszi fel értékét az y valtozo, és mi az integrandus
illetve az integrél értéke ebben a tartomanyban. Az a) esetben 0 < y < z, az

o0

integrandus f(y)f(x —y) = %e_ye_(’”_y) = er, az iﬁntegirél pedjg % az a)
tartomanyban. A b) esetben y > z és f(y)f(x —y) = © yzm * = em4 ° az integral
pedig %fm T2 dy = _I, a c) esetben y < 0és f(y)f(z—y) = Teve™ (z-y) —

EQ%T%, az integral pedig I ffoo eV dy = 5, a d) eset nem lehetséges, mert ekkor
egyrészt az y < 0 masrészt az y > x > 0 feltételeknek kellene teljesiilniiik. Innen

_ (x+1)e™®
(z) = ——F—

azt kapjuk, hogy g(x , ha z > 0. Mivel f szimmetrikus fiiggvény, ezért

—lz|
mint nem nehéz megmutatni, f(x) is az. Tehat g(—x) = g(x), és g(z) = %.

Legyen £ normalis eloszlasu valdszintliségi valtozé m = 2 varhaté értékkel, és d = 3
szorasnégyzettel. Szamoljuk ki az F¢* varhaté értékét.

Megoldas: frjuk a & valészintliségi valtozét & = v/3n + 2 alakban, ahol n sztandard
normalis eloszlasu valészintiségi valtozé. Ekkor ¢4 = (\/_ n+ 2) =9n*+4-3V3.
2 +6-3-4n% +4- /3-8y + 16. Varhaté értéket véve, és felhasznélva, hogy
En = En® = 0 azt kapjuk, hogy E¢* = 9En* + 72En? + 16. Mivel En* = 3,
En? =1 az eléz6 feladat eredménye szerint E&* = 115.

Legyen & és n két fiiggetlen valdszinliségi valtozd, amelyek koziil £ egyenletes
eloszlasi a [0,1] intervallumban, azaz striiségfiiggvénye f(x) = 1, ha 0 < z <
1, és f(x) = 0 egyébként, n exponencidlis eloszlasi A = 1 paraméterrel, azaz

stirliségfiiggvénye g(x) = e=*, ha x > 0, és g(x) = 0 egyébként. Szdmoljuk ki a
E+n Valészin{iségi valtozo h( ) stirtiségfiiggvényét.

Megoldas: h(x f fuw)g(z — u) du. Hatarozzuk meg, hogy mely u értékekre
lesz a fenti 1ntegra1 f ( )g (sz; — u) integrandusa szigordan pozitiv. Ehhez az kell,
hogy 0 < u < 1,ésx—u >0, azaz u < x. A két kovetelményt egy képletben
egyesitve azt frhatjuk, hogy 0 < u < min(z,1). Innen kévetkezik, hogy h(z) = 0,
ha z <0, h( )= [, e “Emdy = e [ev]E =e (e —1)=1—-e® ha0 <2 <1,
és h(x fo (@=u) dy = e~®(e — 1), ha = > 1.

Legyen ¢ egyenletes eloszlasu valésziniiségi valtozé a [—1, 1] intervallumon, 7 egyen-
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letes eloszlast valészintiségi valtozé a [—2,2] intervallumban, és legyen & és 7
fliggetlen egymastol. Szamoljuk ki & 4 n stirtiségfiiggvényét.

Megoldds: Jeldlje f(z) = %, ha —1 < x <1, f(x) = 0 egyébként a £ valészintiségi
valtozo, g(x) = %, ha —2 < x < 2, g(z) = 0 egyébként az n valészinliségi valtozo, és
h(x) a &+ n valészinliségi véltozo sliriségfiiggvényét. Ekkor h(x) = ffooo flu)g(z—
u) du. Hatérozzuk meg, hogy mely u értékekre lesz a fenti integrél f(u)g(x — u)
integrandusa szigortian pozitiv. Ehhez az kell, hogy —1 <u <1,és -2 <z—u < 2,
azaz x —2 < u < z+2. Ha z > 0, akkor ez azt jelenti, hogy min(z—2, 1) < u < 1.
Innen —1 <u <1, ha0 <z <1,tovabbaxr—2 <u <1,hal <z <3, ésa tekintett
halmaz iires, ha « > 2. Ezért h(z) = 0, ha z > 3, h(z) = 3 961_2 du = 3%, ha
1<z<3,ésh(z) = %f_ll du= 1,ha0 <z < 1. Mivel mind f(z) mind g(z) péros
1

fliggvény, ugyanez igaz a h(x) fliggvényre is, azaz h(x) = h(—z). Innen h(z) = 3,

ha —1 <z <1, h(z) = 2%, ha 1 <|z| < 3, és h(z) =0, ha |z| > 3.

Legyen £ egyenletes eloszldsu valdszintiségi valtozo a [0, 2] intervallumon, 7 egyen-
letes eloszlasi valésziniiségi valtozd az [1,5] intervallumban, és legyen & és n fiig-
getlen egymastol. Szamoljuk ki & 4+ n stirliségfliggvényét.

Megoldas: A feladat megoldhaté az el6z6 feladathoz hasonlé médon kissé bonyo-
lultabb szamolassal. De egyszertibb azt kozvetlentil visszavezetni az el6z6 feladat-
ra. Ennek érdekében vegyiik észre, hogy a € = € — 1 és 7 = n — 3 valdszintiségi
valtozok teljesitik az elézé feladat feltételeit. Ezért a &€ +n = & + 7 + 4 Osszeg
h(z) stirtiségfiiggvénye teljesiti a h(x) = h(x — 4) azonossagot, ahol h(x) az el6z6
feladatban tekintett véletlen osszeg siirfiségfiiggvénye. Innen h(z) = 1, ha -1 <
r—4<1, ﬁ(w): 3_T”C,ha 1 <|x—4] <3, és ﬁ(x):O, ha |x — 4] > 3.

Legyenek &1, ...,&, fliggetlen, (egyforma eloszldst) valdsziniiségi véltozdk egyen-
letes eloszlassal valamely [a, b] intervallumon. Vegyiik e valészintiségi valtozok 7 <
&5 < --- < & nagysag szerinti sorbarendezését, azaz a beldlik készitett rendezett
mintat. A (£7,&5,...,&") véletlen vektor (létezd) g(xq,...,xy) strliségfiggvényét
az alabbi képlet adja meg: g(x1,...,z) = #, haa <z <ao<---<xp <Db,
és g(x1,...,x,) = 0 egyébként.

Megoldds: Azt kell belatni, hogy az n-dimenziés tér tetszéleges C' C R™ (mérhetd)
részhalmazara

P((&5,&5,...,6) e C0) :/09(5171,---,$n)dl‘1--- dx,.

Elég ezt az azonossdgot a C C A, A = {(z1,...,2,): a < x1 < xg, -+ < T, < b}
alaki halmazokra belatni a g(x1,...,x,) = # fiiggvénnyel, mert C' € R™ \ A

esetén mind P((£7,£3,...,&5) € C) = 0, mind [, g(z1,...,2,)dxy ... dz, = 0.
Adva egy C C A (mérheté) halmaz, vezessik be az {1,...,n} halmaz = € II,
permutaciéinak a halmazat, és legyen

CW = {(aj‘ﬂ-(l), e ,xﬂ(n)): (.’El, R ,xn) € C,}
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minden 7 € II, permutdciéra és C C A halmazra. Definidljuk a C = |J C,
well,
halmazt. Ekkor

{w: (T (W), & W), -+, & (W) € CF ={w: (&1(w), &(w), ..., &n)(w)) € C},

a C; halmazok diszjunktak kiilonb6z6 m permutaciokra, és minden C' C A hal-
mazra. Ezért

dzry ... dx,

P((&,. ) € C) = P((&,..,6) € O) :/ !

¢ (b—a)
n!
—/Cmdl’l...dxn,

és innen kovetkezik a feladat allitdsa.



