Allitas: Legyen W(t,w) = (Wi(t,w), Wa(t,w)), 0 < t < oo, kétvdltozés Wiener folya-

mat. Ekkor minden & > 0 szamra és majdnem minden w elemi eseményhez létezik olyan

e(0,w) > 0 szdm, amelyre Oilrtlilt_(%+5)|W(t,w)| > e(0,w). (Jeloléstinkben |W(t,w)| =
<t<

VWi(tw)? + Wa(t,w)?).)

Bizonyitdsvdzlat. Azt 1atjuk be, hogy minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan (elég kicsi)
n =mn(e,d) > 0 szdm, amelyre

P ( inf t~GT)W(t,w)| > 1) >1—¢. (1)
0<t<n

Ezen egyenlotlenség segitségével nem nehéz belatni az eredeti allitast.

Vélasszuk a kovetkezé (dupldn exponenciélis) sorozatot a [0,1] intervallumban.

t](€1+5)/2

Definialjuk az t; = 2_25k, k=1,2,... sorozatot, és legyen uy = . El6szor a

P(k,e,8) =P ( inf  |W(t)| < uk)
tp<t<tp_1
valésziniségre adunk j6 becslést. Nem nehéz belatni, hogy P(|W (t)| < t1/*k=1) < k=2,
Becsiilni akarjuk el6szor az

A(k,e,8) =P ({ inf  |[W(2)| < uk} N{|W (te)| > t,:l/Qk:_l}>

tp<t<tp_1

valdszintiséget. Nem nehéz belatni, hogy a P (t <}52£ W ()| < ug| [W(tg)| = y)
EXxU>UE—-1

feltételes valdszinliség az y > 0 paraméter monoton csokkend fliggvénye. mert az
u/2W (ut) és W (t) Wiener folyamatok eloszdsa megegyezik. Ezért

A(k,e,0) < P ( inf W (t)] < ug

tp<t<tp_1

W)l =7

= P( inf |W(t) +:ﬁk‘ < uk> < P( inf |W(t) —|—£1~7k| < uk) ,

0<t<tp—tr—1 0<t<ty

ahol 7, tetszbleges olyan vektor az R? sfkon, amelyre |Z)| = x), = t,:l/ k=1, Becsiilni

akarjuk a B(k,e,0) = P <0<i£1<ft W (t) + zx| < uk) valészintiséget. Ennek érdekében
SUe

vezessiik be a kovetkezo me;lnyiséget. Adva valamely 0 < u < =z < v szamok, jelolje
S(0,u) illetve S(0,v) az origd kézéppontti u illetve v sugari kérvonalat, legyen 7 € R?
egy olyan vektor, amelyre |Z| = z, és vezessiik be a kdvetkezd valdsziniiséget:

Q(x,u,v) = P(Az & + W (t) Wiener folyamat, 0 < ¢t < oo, el6bb éri el az S(0,u)
kért, mint az S(0,v) kort.)
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Ismeretes (ldsd példdul a Dynkin—Yushkevich konyvet), hogy Q(x,u,v) = izgz Azt

allitom, hogy u, < x < vg és |Tx| = xy esetén

P( inf W (t) + @] < uk) < P( sup |W(t)] > v —xk) + Qzm up vr). (2)

0<t<ty 0<t<tg

Val6ban, valasszunk egy v, > xj, szamot. Az info<i<y, |W(t) + 2| < uj esemény csak
ugy kovetkezhet be, hogy a kovetkezé A) vagy B) események valamelyike bekovetkezik.
A) esemény: A W (t) + x folyamat elébb éri el az S(0, vg) kort, mint az S(0, ug) kort,
és ez a ty idépont el6tt megtorténik, (hogy a Wiener folyamat még a t; idépont el6tt
elérhesse az S(0,ux) kort is.). B) esemény: W (t) 4+ z el6bb éri el az S(0,uy) mint az
S(0,vg) kort. Az A) esemény valészintisége kisebb, mint P | sup |W(¢) + Zx| > vk),
0<t<ty
a B) esemény val6szintisége pedig Q(zk, uk, vk). Innen kévetkezik a (2) formula.

A P (info<i<y, |W(t) + Tk| < ug) valészintiséget a (2) formula segitségével fogjuk

becsilni u, — t](€1+6)2 Tp — tl/ k=1 és vy, = tk/ k valasztassal, ahol tp, = 27 2ke,

Nem nehéz belatni, hogy a fenti valasztdssal P ( sup |W(t)| > v — mk) < k™2
0<t<ty

A Q(zk, ug, vy) kifejezés becslése érdekében vegyiik észre, hogy log ;—Z = 210gk: Maés-

log
< k72,
log

ha k > ko(e,d). A fenti becslésekbdl addédik, hogy létezik olyan p = p(e, 5) Szam,

amelyre
E P ( inf  |W(t)| < uk) <e.
—p te<t<tp_1

részt log & = §2¢% +-log k. Innen nem nehéz beldtni, hogy Q (. ug, vi) =

Masrészt vegyiik észre, hogy tetszéleges ti, < t < tj_1 szdmokra t1/210 < t1/2+6 <

t](€1+6)/2 Valéban, elég megmutatni, hogy 1+5 logty — (5 +6)logty—1 >0, azaz —(3 +
8)2ke (5 +6)2k—De = 2ke[(L 4 5)2-= (§+ 2)] > 0, ami igaz akkor, ha az e = £(§) > 0
szamot elég kicsinek valasztjuk. Ezért az utolsé egyenlétlenségbol kovetkezik, hogy ilyen
¢ valasztassal

t
ZP( e <) < ZP( e ) <
tp<t<tp_, t310 — th<t<tp_1 U

Innen kévetkezik a bizonyitandé (1) formula. Nem nehéz belatni hogy minden n > 0 és
e > 0 szamhoz létezik olyan ' = n/(n,e) > 0 szdm, amelyre

n<t<1

P< inf =G|, w)]>77) >1—c.

Az (1) formulabdl és ebbédl az egyenl6tlenségbdl kovetkezik a bizonyitandé allitas.



