A konvoluciordl

E jegyzetben a konvolicié fogalmat és legfontosabb tulajdonsigait ismerte-
tem. E fogalom fontos szerepet jatszik a Kockéazati Folyamatok jegyzet tar-
gyalasaban. Felidézve a mértékelmélet néhany fontos fogalmat és eredményét
jobb és egyszerliibb képet kapunk a konvoliuciérél. E jegyzet célja ennek
megtétele.

Eloszor feidézem a mértékek és elojeles mértékek fogalmat, és ismertetek
néhany roluk sz6lo eredményt. Legyen adva egy X halmaz és rajta egy A
o-algebra. Azt mondjuk, hogy p véges mérték az (X,.A) téren, ha a p(A)
mennyiség definidlva van minden A € A halmazon, 0 < u(A) < oo minden

A € A halmazra, és p o-additiv, azaz %O: n(A;) = ;L(CL)JO A]-) ha A; € A
) =1

minden j = 1,2,... indexre, és az A; halmazok, j = 1,2,..., diszjunktak. A
p mértéket o-végesnek nevezziik, ha lehetséges, hogy 1(A) = oo bizonyos A €
A halmazokra, de 1étezik A-beli halmazoknak olyan A; C Ay C - - - sorozata,

amelynek elemeire p(A;) < oo, j =1,2,...,é U A; = X. Azt mondjuk,
j=1

hogy p el6jeles mérték az (X,.A) téren, ha u o-additiv, de megenged;jiik
hogy p(A) < 0 legyen bizonyos A € A halmazokon. A pu el6jeles mértéket
a mértékekhez hasonléan végesnek nevezziik, ha |[u(A)| < oo minden A € A
halmazra, és o-végesnek, ha létezik 1étezik A-beli halmazoknak olyan A; C

Ay C - - sorozata, amelynek elemeire |(A;)] < oo, j=1,2,...,és U A4, =
j=1

X.

Az analizis egyik eredménye, a Hahn-féle felbontasi tétel szerint, ha adva
van egy u eléjeles mérték egy (X,.A) mérhetd téren, akkor az X halmaz
felbonthaté egy a p mérték szerint pozitiv és negativ részre. Pontosabban
megfogalmazva a kovetkezé eredmény igaz.

Hahn-féle felbontasi tétel. Legyen adva egqy (X, A) tér és rajta eqy (véges
vagy o-véges) u eldjeles mérték. Akkor létezik olyan B € A halmaz, amelyre
igaz a kovetkezd dllitds. Ha A C B, akkor u(A) > 0. Ha A C X \ B, akkor
u(A) <0.

A mértékelmélet kovetkezo tételben megfogalmazott eredménye arrél szol,
hogy definidlhatjuk mértékterek szorzatan véges eldjeles mértékek vagy o-
véges mértékek direkt szorzatat, ami ismét véges el6jeles mérték, illetve o-
véges mérték.



Tétel szorzatmértékek létezésérol szorzattereken. Legyen adva egy
(X, A, p) és eqy (Y, B,v) mértéktér, ahol p és v véges eldjeles mértékek vagy
o-véges mértékek az (X, A) illetve (Y,B) mérhetd tereken. Tekintsik az
X XY szorzatteret, rajta az A x B o-algebrdval. Ekkor létezik eqy olyan
egyértelmien meghatdrozott p x v véges eldjeles mérték, illetve a mdsodik
esetben o-véges (nem eldjeles) szorzatmérték az A x B o-algebrdn, amelyikre
(u x V)(A x B) = p(A)v(B) minden olyan A € A és B € B halmazpdarra,
amelyre |u(A)| < oo, |v(B)| < 0.

Ehhez az eredményhez kapcsolodik az analizisben rendkiviil fontos szere-
pet jatszé Fubini tétel.

Fubini tétel. Legyen adva eqy (X, A, ) és eqy (Y, B,v) mértéktér, ahol p
és v két véges vagy o-véges mérték, és ezek szorzata, az (X XY, AX B, uxv)
mértéktér. Legyen f(x,y) egy kétvaltozos integrdlhatd figgvény az (X XY, Ax
B, 1 x v) szorzattéren, azaz legyen [y .y |f(z,y)|(u xv)(dz, dy) < oco. Ekkor
érvényes a kovetkezd azonossdg:

/X><Y Fl@,y)(p > v)(de, dy) = /Y (/X f(x,y)u(dfc)) v(dy).

A tovdbbiakban csak az R' szamegyenesen, illetve a [0, 00) félegyenesen
definialt el6jeles mértékekkel foglalkozunk. Az R! szdmegyenesen definialt
el6jeles mértékek esetében feltessziik, hogy azok végesek, a [0,00) félegye-
nesen definialt eléjeles mértékek esetében pedig azt, hogy azok lokalisan
végesek. Ez utébbi tulajdonsag azt jelenti, hogy a figyelembe vett eldjeles
mérték megszoritasa tetszéleges véges [a,b], 0 < a < b < oo, interval-
lumra véges. Pontosabban fogalmazva, azt mondjuk, hogy u lokélisan véges
el6jeles mérték a [0, 00) félegyenesen, ha u olyan fiiggvény a [0, 00) félegyenes
Borel mérhetd részhalmazain, amelynek megszoritdsa tetszéleges véges [a, b,
0 <a < b < oo, intervallum Borel mérheté részhalmazaira véges eléjeles
mérték. Viszont nem kéveteljiik meg, hogy u eljeles mérték legyen a [0, 0o)
félegyenes Borel mérhetd részhalmazain. (Az okozhat problémat a p eléjeles
mérték kiterjesztésében a [0, 0co) félegyenesen definidlt el6jeles mértékké, hogy
megjelenhetnek olyan A halmazok is, amelyekre p(A) = oo, és olyan A hal-
mazok is, amelyekre pu(A) = —oo. De egy eléjeles mérték nem tartalmazhat
mind plusz mind minusz végtelen mértéki halmazt.)

Hasonléan definidlhatjuk az R' szdmegyenes Borel mérhet halmazain
definialt lokalisan véges eléjeles mértékeket. Ezek olyan a szamegyenes Borel
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mérheto halmazain definialt fiiggvények, amelyeknek megszoritasa tetszole-
ges [a, b] véges intervallumra véges elGjeles mérték. Szamunkra kényelmes lesz
olyan lokalisan véges el6jeles mértékekkel dolgozni a szamegyenesen, ame-
lyek eltiinnek a (—oo, 0) félegyenesen, és megszoritasuk a [0, 00) félegyenesre
lokalisan véges elGjeles mérték. Van egy természetes kolcsonosen egyértelmi
megfeleltetés az ilyen lokdlisan véges el6jeles mértékek kozott a szamegyene-
sen és a lokdlisan véges elGjeles mértékek kozott a [0, 00) félegyenesen. Ez a
megfeleltetés hasznos néhany késobbi érvelésiinkben.

Definialhatjuk két az R! szdmegyenesen, illetve a [0,00) félegyenesen
adott, és a fenti tulajdonsdggal rendelkezd p és v eléjeles mérték p * v kon-
voluciéjat a kovetkezd formula segitségével. Ha p és v a szamegyenesen
definialt véges elGjeles mértékek, akkor

pev(A) = (ux v)({(2,): 2 +y € A})

minden Borel mérheté A halmazra az R' szdmegyenesen. Ha p és v lokdlisan
véges el6jeles mértékek a [0, 00) félegyenesen, akkor is ez a képlet definidlja
i és v konvolicidjat, de ebben az esetben a [0,00) félegyenesnek csak a
korlatos, Borel mérhet6 A részhalmazaira definidljuk a p*v(A) mennyiséget.
Pontosabban fogalmazva: Ha A C [0, 00) korldtos, Borel mérhet6 halmaz,
akkor

prv(A) = lim prpxvp(A) = T (pr < vr)({(z,y): = +y € A}),

ahol pr és vr a p és v lokélisan véges el6jeles mértékek megszoritasa a [0, 7]
intervallumra. A fenti hatarérték létezik, mert ha A C [0, s], akkor T" > s
esetén a pp x vr(A) valdsziniiség nem fligg a T szamtol.

Nem nehéz belatni a konvolicié kovetkezo tulajdonsédgait.

Tétel a konvoliicié tulajdonsigairdl. Két az R' szdmegyenesen definidlt
véges | és v elojeles mérték konvolicioja eqy véges elojeles mérték. Két
a [0,00) félegyenesen definidlt lokdlisan véges p és v eldjeles mérték kon-
volicidja lokdlisan véges eldjeles mérték a [0, 00) félegyenesen. A konvolicid
operdtor kommutativ, azaz pxv = vk, asszociativ, azaz (uxv)xx = pux(vxy),
és disztributiv, azaz teljesiti a px(avy+bvy) = a(puxvy)+b(p*vs) azonossagot
is.

Az irodalomban altalaban nem mértékek, hanem (bizonyos tulajdonségo-
kat teljesit6) fiiggvényekre definidljak a konvoliciét. Ahhoz, hogy ezt megte-
hessiik be kell vezetni néhany fogalmat, és fel kell idézni néhany eredményt
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az analizisbol. Egyrészt definidlni kell a korlatosan valtozd fiiggvény fo-
galmat, és meg kell magyarazni ennek kapcsolatat a monoton fliggvényekkel.
Masrészt be kell vezetni a Stieltjes mértékek fogalmat, és ismertetni kell az
erre vonatkozé legfontosabb eredményeket.

A korlatosan valtozé fiiggvény fogalma. Egy [a,b] intervallumon de-
finialt f(x) figgvény (megengedett az a = —oo0 és b = oo eset is) korldtos
valtozasiu ezen az intervallumon, ha létezik olyan K < oo szam, amelyre
19az, hogy bdarmely n > 1 indezxre ésa < xg < 1 < ... < Tp1 < 2, < b
szdmsorozatra 35_y | f(x5) — f(w;1)] < K.

A korlatosan valtozé fiiggvények jellemzése. Két korldtos és monoton
névekvd figguény killonbsége korldtos valtozdsi. Megforditva, egy [a,b] inter-
vallumon (lehet a = —oo és b = —o0) korldtos vdltozasi fiigguény elddllithato
két monoton novekvd korldtos fiigguény kiilonbségeként. Megadunk eqy ilyen
felbontast, amelyik bizonyos értelemben optimadlis.

Definidljuk egy f(x) figgvény My (f(x)) pozitiv és M_(f(x)) negativ va-
riaciojdat eqy a < x < b pontban a kovetkezo modon. Tekintsik az a < yo <
Y1 < oo < Ypo1 < Yo < x szdmsorozatokat, és definidljuk az M, (f(x)) =
sup X0y [ (y;) = fyj—1)l+ és M_(f(z)) = sup X7 | f(y;) — f(y;-1)|- fiigy-
vényeket, ahol a szuprémumot az osszes eloirt tulajdonsdgi a < yo < y; <
coo < Y1 < Yn < T szdmsorozatra vesszik, €s |x|y = max(z,0), és |z|- =
max(—x,0). Ekkor az My(f(x)) és M_(f(z)) (ezek az f(x) figguény pozitiv
és negativ varidcioi) korldtos és monoton novekvd figguények, amelyekre
f(x) = fla) + My (f(x)) + M_(fz)).

Azt mondjuk, hogy egy a [0,00) félegyenesen definidlt f(x)) figgvény
lokdlisan korlatos, illetve lokdlisan korlatos vdltozasi, ha a megszoritasa min-
den véges |a,b] intervallumra, 0 < a < b < oo korldtos, illetve korldtos
valtozasiu. Az eldzo esethez hasonloan ldthato, hogy egy fligguény akkor és
csak akkor lokdlisan korlatos vdltozdsi a [0,00) félegyenesen, ha elddllithato
két a [0,00) félegyenesen monoton novekvd, lokdlisan korldtos fiigguény kii-
lonbségeként.

Annak érdekében, hogy bevezessiik a Stieltjes mértékeket el6bb ismertetni
kell a monoton és korlatos valtozasu fiiggvények néhany tulajdonsigat. Min-
den a szamegyenesen monoton fiiggvényre igaz, hogy megszamlalhatéan sok
pont kivételével folytonos, és minden pontban van bal és jobboldali hatarérté-
ke, (amelyek a szakadasi pontokban kiilonboznek). Mivel a korlatos véltozasu
(és a lokélisan korldtos véaltozasu) fiiggvények két monoton fiiggvény kiilénb-
ségeként allithatoak eld, ugyanez az allitas rajuk is érvényes.
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A tovabbiakban csak olyan monoton, illetve (lokélisan) korlatos valtozasu
fliggvényekkel fogunk foglalkozni, amelyeknek értékei megegyeznek a jobb-
oldali hatarértékiikkel. Az ilyen fliggvényeket cadlag, (continue a droite,
limite a gauche) fliggvényeknek nevezik. Ilyen fiiggvények segitségével fogjuk
konstrudlni a Stieltjes mértékeket. Az egész szamegyenesen definidlt véges
el6jeles mértékeket az egész szamegyenesen definialt korlatos véltozasu fiigg-
vények segitségével adjuk meg. Meg kivanjuk adni a [0,00) félegyenesen
definidlt lokalisan véges eldjeles mértékeket is alkalmas médon. Ezt a [0, 0o)
intervallumon definialt lokalisan korlatos valtozasu fliggvények segitségével
tehetjiik meg. De technikailag kényelmesebb az ilyen el6jeles, lokalisan véges
mértékeket azokkal az egész szamegyenesen definialt fiiggvények segitségével
megadni, amelyek a (—oo,0) félegyenesen nulldval egyenléek. Ez annak felel
meg, hogy a [0, 00) félegyenesen definidlt el6jeles lokalisan véges mértékeket
olyan az egész szamegyenesen definialt lokalisan véges el6jeles mértékekkel
azonositjuk, amelyek eltiinnek a (—oo,0) félegyenesen.

Tétel a Stieltjes mértékek konstrukcidjarol. Legyen adva egy olyan
korldtos vdltozdsi cadlag f(x) figguény a szamegyenesen, amelyre teljesiil
alim, , o f(x) = 0 reldacié. Létezik egy olyan egyértelmien meghatdrozott
véges elojeles p mérték a szamegyenes Borel mérhetd halmazain, amelyre
w((a, b)) = f(b) — f(a) minden —oo < a < b < oo szdmpdrra. Minden
a szamegyenes Borel halmazain definidlt véges p eldjeles mérték eloallithato
ilyen f(x) fiigguény segitségével. Ezt az f(x) fliggvényt egyértelmiien megha-
tarozza az dltala generdlt p eléjeles mérték, nevezetesen f(x) = pu((—oo,z]).
Ilyen modon kolcsondsen egyértelmi megfeleltetést adtunk a szdmegyenes
Borel halmazain definidlt véges p eldjeles mértékek és a szamegyenesen defi-
nidlt olyan korldtos vdltozdsi cadlag f(x) figguények kdzitt, amelyekre
lim,, - f(z) =0.

Legyen adva egy olyan lokdlisan korldtos vdltozdsi cadlag f(x) figgvény
a szamegyenesen, amelyre f(x) = 0 minden —oo < x < 0 szdmra. Lé-
tezik olyan egyértelmiien meghatarozott lokdlisan véges eldjeles p mérték a
szamegyenes Borel mérhetd halmazain, amelyre u(A) =0, ha A C (—o0,0),
és p((a, b)) = f(b) — f(a) minden 0 < a < b < oo szdmpdrra. Minden
a szamegyenes Borel halmazain definidlt lokdlisan véges p eldjeles mérték,
amely nulldval egyenléd a (—o0,0) félegyenes Borel mérhetd részhalmazain
elddallithaté ilyen f(x) figguény segitségével. FEzt az f(x) figguényt egy-
értelmiien meghatdrozza az dltala generdlt p mérték, nevezetesen f(x) =
p((—o0, z]). Ilyen mdodon kilesondsen egyértelmiien megfeleltettik eqgymdsnak



a szamegyenes Borel mérhetd halmazain definidlt olyan lokdlisan véges n
eldjeles mértékeket, amelyekre u(A) = 0, ha A C (—o00,0) és azokal a
szamegyenesen definidlt lokdlisan korldtos valtozdsi cadlag f(x) figgvénye-
ket, amelyekre f(z) =0, ha < 0.

A fenti tételben kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést létesitettiink a
szamegyenes Borel halmazain definidlt véges eléjeles mértékek és a —oo-ben
eltiing korlatos véltozasu cadlag fliggvények kozott. Nevezetesen a p eldjeles
mérteknek az f(z) = pu((—oo, z]) fliggvény felel meg, egy f(z) fiiggvénynek
pedig az a p mérték, amelyre p((a,b]) = f(b)— f(a) minden a < b szdmparra.
Ez a tulajdonsag egyértelmiien meghatarozza a p mértéket.

Hasonléan az f(z) = pu(—o0,z]), x > 0, illetve u(a,b]) = f(b) — f(a),
ha 0 < a < b, u({0} = f(0) képlet kolcsonosen egyértelmii leképezést ad
a szamegyenes Borel mérheté halmazain definidlt, és a (—o0,0)) félegyenes
részhalmazain eltiing lokdlisan véges eldjeles mértékek és a [0, 00) félegyene-
sen definialt lokalisan korlatos véltozasu cadlag fliggvények kozott. Mivel
az ilyen lokalisan véges elGjeles mértékek azonosithatoak megszoritasukkal a
[0,00) félegyenesre, ilyen médon kdleséndsen egyértelmii megfeleltetést ad-
tunk a [0,00) félegyenes Borel halmazain definidlt lokdlisan véges eljeles
mértékek és a [0, 00) félegyenesen definiélt lokalisan korldtos véltozdsi cadlag
fliggvények kozott.

A fenti tulajdonsagok és a mértékek konvolticidjara adott definicio alapjan
definidlhatjuk a szémegyenesen definidlt korldtos valtozésu illetva a [0, c0)
félegyenesen definidlt lokalisan korlatos valtozasu és cadlag fliggvények kon-
voluci6jat. Nevezetesen, ha Fx) és G(x) korlatos valtozasu, a —oo-ben eltiing
cadlag fliggvények a szdmegyenesen, akkor az F' és G fiiggvények F x G kon-
voluciéjat a pp«.q = pur * g képlet adja meg, ahol ur az F figgvény ug a G
fiiggvény, up.q pedig a (definidlandd) F' x G fiiggvénynek megfeleld el6jeles
mérték a fenti elGjeles mértékek és adott tulajdonsiagu figgvények kozott
definidlt kolcsonosen egyértelm megfeleltetés szerint.

Hasonléan, ha Fz) és G(x) lokdlisan korlatos valtozési cadlag fliggvé-
nyek a [0, 00) félegyenesen, akkor az F' és G fiiggvények I x G konvolucidjat
a [l = JF * i képlet adja meg, ahol pup az F figgvény ug a G fiiggvény,
prsc pedig a (definidlandé) F' x G fiiggvénynek megfeleld lokdlisan véges
el6jeles mérték a fenti lokalisan véges eldjeles mértékek és adott tulajdonsagu
fiiggvények kozott definialt kolesonosen egyértelmii megfeleltetés szerint.

A konvoltcié fenti implicit médon megadott definiciéjat fel tudjuk frni ex-
plicit formaban is. Ha Fx) és G(z) két korlatos valtozast, a —oo-ben eltiing



és cadlag fiiggvény a szamegyenesen, akkor a definicié szerint tetszoleges x
szamra

FxGe) = pr(—002]) = pr x pe({(u,0): utv <))
= [ L) (ur % pg)(du, dv),

ahol I,(u,v) =1, hau+v <z, és I,(u,v) =0, hau+v > z.
Mivel [ |1, (u,v)|(1 x v)(du, dv) < oo, az utolsé formula jobboldaldn 1év6
kifejezés kiszamoldsara alkalmazhatjuk a Fubini tételt. Azt kapjuk, hogy

FxG(x) = [ </ ]x(u,v)up(du)) je(dv) = [ Flz — v)ua(dv).
Az irodalomban a G fiiggvény altal meghatarozott pg(dv) Stieltjes mérték
helyett G( dv)-t irnak. Ebben a formalizmusban azt kaptuk, hogy

F xG(x) :/ F(x —v)G(dv). (1)
Abban az esetben, ha a [0,00) félegyenesen defininidlt lokalisan korldtos
véaltozasi cadlag F(x) és G(x) fiiggvények konvolicidjat akarjuk kiszamolni,
akkor az el6z6 szamolashoz hasonléan azt kapjuk, hogy

F *G(x) :/OIF(Q;—WG(dU) :/OIF(;E—U)G(dU), 2)

ahol G(dv) a pug Stieltjes mérték szerinti pug( dv) integréldst jelenti. Termé-
szetesen, a az (1) és (2) képletekben az F' és G fliggvény szerepe folcserélhetd,
és azok igy is irhatoak:

F*G(:E):G*F(x):/oo G(z —v)F(dv),

—0o0

illetve -
FxG(z) =G * F(z) = /O Gl — v)F(dv).

Ha az (1) formuldban definidlt F'(x) fiiggvény F(z) = [ f(u) du alakban
irhatd, ami az egyik lehetséges megfogalmazédsa annak, hogy F'(z) abszolit
folytonos fliggvény, akkor az F x GG konvoliciénak van strtiségfiiggvénye,
amelyik a

xT

h(a:):/oo flz —0)G(dv), és F*G(:c):/ h(u) du

—00 —0o0
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képlettel adhatéo meg. Valéban, ebben az esetben némi szamolas, amelyben
felhasznaljuk a Fubini tételt azt adja, hogy

FxG(x) = /OO </x_vf(u)du>G(dv):/oo </m f(u—v)du)G(dv)

_ /:: (/:: Flu—0)G( dv) du :719; ;:(OZ) dv,

T

M) = [ fle=v)G(dv),

—00

ahol

és ezt kellett belatni.

Hasonléan mutathaté meg,hogy ha a (2) formulaban szereplé F'(z) fligg-
vényre F(x) = [5 f(u)du, akkor az abban szereplé F x G(z) fiiggvénynek
van striségfliggvénye, és az a

T

h(z) = /0 flz —v)G(dv), & FxG(z)= /0 h(u) du
képlettel adhaté meg.
Ha mind az F mind a G fiiggvénynek van stirtiségfiiggvénye az (1) illetve
(2) formuldban, azaz F(z) = [* f(u)du, G(z) = [*, g(u)du az (1), illetve
F(z) = [y f(u)du, G(z) = [ g(u)du a (2) formuldban szereplé F és G
fiiggvényekre, akkor az analizis néhany klasszikus eredménye alapjan az F'xG
konvolicio felirhato a kovetkezd alakban:

T

h(z) :/OO flz —v)g(dv)dv és F xG(x) :/ h(u) du

—00 —00

az elso, illetve

a masodik esetben.
Végiil a kovetkezo két kérdéssel kivanunk foglalkozni:

1.) Hogyan viszonyul az itt vizsgalt konvolicié a valdsziniiségszamitasban
kordbban bevezetett konvolicidhoz?

2.) Miért volt érdemes bevezetni a [0,00) félegyenesen definialt lokdlisan
véges el6jeles mértékek, illetve lokalisan korlatos valtozasu fiiggvények kon-
volucigjat?



A valdszintiségszamitds tanulmanyozasa soran mar talalkoztunk a kon-
volucié fogalmaval. Ezt a kovetkezoképp vezettiikk be. Ha adott két F' és G
eloszlasfiiggvény, akkor vettiink két fiiggetlen & és n valdszinliségi véltozot,
ahol & F' és n G eloszlasu volt, és az F' *x G konvoliciot ugy definialtuk, mint
a & + n véletlen Osszeg eloszlasfiiggvényét. Vegytik észre, hogy P(§ +1n <
2) = (e x #a){(w,v): u+v < a}) = jp % po((—o0,a]), ahol g az F
és ug a G eloszlasfliggvény altal meghatarozott Stieltjes mérték. Ez azt
jelenti, hogy a korabban tanult konvolicié a most targyalt konvolicionak
az a specialis esete, amikor csak eloszlasfiiggvények konvolicidjat tekintjiik.
A konvolicio altal meghatarozott striiségfiiggvény kiszamitasara tanult for-
mulék is az itt szereplo formuldk specidlis esetei. Ha a most targyalt kon-
volucié megszoritasat tekintjilk eloszlasfliiggvények kozotti konvoliciéra, és
ezt hasonlitjuk ossze a kordbban tanult konvolicioval, akkor egy kiilonbséget
talalunk e két fogalom kozott. Azt, hogy jelenleg egy £ valdszintiségi valtozé
eloszlasfiiggvényét az F(x) = P({ < z), mig kordbban az F(x) = P(§ <
x) képlet segitségével definidltuk. Az, hogy e két definicié kozil melyiket
valasztjuk izlés kérdése. Most azért kellett ezt az 1j definiciét vélasztanunk
mert cadlag fliggvényekkel akartunk dolgozni.Az hogy az eloszlasfiiggvény
definicigjanak fenti két lehetosege koziil melyiket kell valasztanunk, attol
fiigg hogyan definialtuk a konvoliciot: az F x G(z) = pp.q(—00,x]) vagy az
F x G(x) = ppwc(—00,x)) képlet segitségével.

A [0, 00) félegyenesen definialt lokélisan véges el6jeles mértékek és loka-
lisan korlatos valtozasu fliggvények konvoluciéjanak bevezetését a felujitasi
tétel, a felujitasi egyenlet, és az ezzel kapcsolatos problémék tették termé-
szetessé. ldézziink fel egy a felujitasi folyamatokrdl szélo gyakran hasznélt
eredményt.

Legyenek X1, X, ..., fliggetlen és azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok
valamilyen G eloszlasfiigvénnyel, amelyekre P(X; > 0) =1 és P(X;) > 0) >
0. Vezessik beaTy =0,T, = X1+...+X,,n=1,2, ..., véletlen 0sszegeket,
és minden t > 0 szamra az N; mennyiséget, amelyet az

Ny =max{n >0:T,>t}, t>0

képlet definidl. Legyen m(t) = EN; = Y00 G*™(t), ahol G*" a G el-
oszlasfiiggvény m-szeres konvolicidjat jeloli Gnmagédval. (Az utolsé formula
masodik azonossdga az elébb emlitett tétel éllitdsa.) Mint a Kockézati
Folyamatok jegyzet is igazolja, érvényes az

m(t) = G(t) + m*G(t), >0,
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azonossag. Itt m x G az m és G a [0,00) félegyenesen definidlt fiiggvények
konvoluiciéjat jeloli. Vegytik észre, hogy az m(t) fiiggvény monoton, lokalisan
korlatos, ezért lokalisan korlatos valtozasu fiiggvény. Ezért a fenti képletben
szerepld konvolicié (az ebben a jegyzetben is targyalt dltaldnosabb értelem-
ben) egy jol definialt fogalom.

Még fontosabb kérdés az tgynevezett felijitasi egyenlet vizsgalata, ami
bizonyos problémakban megjelenik, és amelynek vizsgdlata az itt bevezetett
konvolicio alkalmazasat igényli az altalanos esetben.

A felujitasi egyenletben az elobb bevezetett G és m fiiggvényekkel dol-
gozunk, és a kovetkez6 problémaval foglalkozunk: Adva egy a(t), t > 0,
fliggvény, 1étezik-e megoldéasa az

At) = alt) + /OtA(t C2)G(dr) = (a4 A+ G)(E), t>0

egyenletnek? (Itt A(t) az ismeretlen, keresett fiiggvény.) A kovetkezd ered-
mény érvényes.

Tétel. Ha a(t), t > 0, lokdlisan korldtos vdltozdsi cadlag figguény a [0, 00)
félegyenesen, akkor a fenti egyenletnek létezik egyértelmiien meghatdrozott
megolddsa a [0, 00) félegyenesen definidlt korldtos vdltozasi cadlag fliggvények
terében, és az megadhato a kovetkezo képlet segitségével.

A(t) = (a+ axm)(t).

Megjegyzem, hogy a felijitasi egyenlet fenti alaki megoldésanak és a
felujitasi tételnek egy fontos kovetkezménye az, hogy a feldjitasi egyenlet
A(t) megoldasanak aszimptotikus viselkedésérdl ¢ — oo esetén pontos in-
formaciénk van. Errol szél a Kockazati Folyamatok jegyzetben az 1.27. Tétel.
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