Feladatok:

la) Legyen X és Y két valdszinfiségi valtozé, amelyekre EX? < oo, EY? < oo, és
legyen F olyan o-algebra, amelyre X F mérheto. Mutassa meg, hogy

E(Y?F)=E(Y — X)*|F)+2XE((Y — X)|F) + X2

1b) Mutassa meg a fenti azonossdg segitségével, hogy ha (X,,, F,),
tingdl, amelyre EX?2 < oo minden n indexre, akkor (X2, F,),
martingal.

lc) Mutassa meg, hogy ha (X,,,F,), n = 1,2,..., martingdl, akkor (|X,|, Fn.), n =
1,2,... vagy (X,[, F.), n=1,2,..., ahol X,V = max(X,,,0) szubmartingal.

2.) Egy igazsidgos kaszinéban, tétiinket dupldzva addig jdtszunk, amig biztosan nem

1,2,...,, mar-
1,2

n
n ,2,..., szub-

nyerink egy forintot. Azaz X,, n = 1,2,..., n idopontbeli nyereményiink a
kovetkezoképp valtozik. Legyenek Yy, Y7, ... fliggetlen valdszintiségi valtozok, ame-
lyekre P(Y,, = 1) = P(Y,, = —1) = %, n = 0,1,..., és definidljuk az X; = Y},
Xnt1 = Xn + 2"V 1 x, <0y, n = 1,2,..., valosziniiségi véltozokat, ahol 14 az A
halmaz indikatorfiiggvényét jeloli.
a) Mutassa meg, hogy (X,,, F,), ahol F,, = o(Yp,,...,Y,_1) martingdl. X, — 1
1 valészintliséggel, ha n — oo, de az X, sorozat nem konvergal L, norméban,
ha n — oc.

b) (Szorgalmi?) Mutassa meg, hogy Esup |X,,| = occ.
n>1

A kovetkez6 feladatok megoldédsa felhasznélja azt a tényt, hogy tobbvaltozds normalis
eloszlasu valdszintiségi valtozok koordinatdi fliggetlenek, ha korreldlatlanok. A kovet-
kez6 feladat megolddsanek f6 gondolata: Ha (X, Z) normalis eloszldsu véletlen vektor,
akkor létezik olyan (kiszamolhatd) o szdm, amelyre X — a7 és Z fiiggetlenek.

3.) Legyen (X, Z) kétdimenziés normélis eloszlasi véletlen vektor, EX = 0, EZ = 0.

Mutassa meg, hogy E(X|Z) = %Z, E(X?|Z) = EX? — (E];(ZZ2)2 n (%522)222,

E((X — E(X|2))%|Z) = EX? — % (Vegyiik észre, hogy az utolsé formula,

amelyben X feltételes szorasngyzetét szamoltuk ki feltéve Z értékét, nem figg 7
aktudlis értékétol.)

4.) Legyen £, n és ¢ hdrom fiiggetlen standard normalis eloszlasi valészintiségi valtozo.
S

Mutassa meg, hogy a {+n+( és a ¢ valészintiiségi valtozok fiiggetlenek egymastol.
A kovetkez6 feladatok megoldéasa is azon alapul, hogy normalis valészintiségi valtozok
esetében bizonyos feltételek mellett a korreldlatlansdgbol kovetkezik a fiiggetlenség.
Ezek a feladatok Wiener folyamatokrdél és Brown bridge-rol szolnak. Emlékeztetek,
hogy egy a [0,1] intervallumon definidlt folytonos trajektériaju W (t) Gauss folyamat
akkor Brown folyamat, ha EW (t) = 0, EW (s)W(t) = min(s,t), 0 < s,t < 1, és akkor
Brown bridge, ha EW (t) = 0, és EW (s)W(t) = min(s,t) — st. 0 < s,t < 1.
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5.)

Bizonyitsa be, hogy ha W (t), 0 < ¢t < 1, Wiener folyamat, akkor B(t) = W(t) —
tW(1), 0 <t <1, Brown bridge, amely fiiggetlen a W (1) valdésziniiségi véltozotdl.
Megforditva, ha B(t), 0 < ¢t < 1, Brown bridge, és £ egy téle fiiggetlen standard
normélis eloszlasu valésziniiségi valtozd, akkor W (t) = B(t) + t£ egy Wiener folya-
mat.

Egy B(t), 0 <t <1, Brown bridge Markov folyamat, azaz, minden 0 < s <¢ <1
szamra igaz, hogy ha definidljuk az Fy = o(B(u) ,0 < u < s), és Gs = o(B(s))
o-algebrékat, akkor P(B(t) € A|Gs) = P(B(t) € A|Fs) minden Borel mérheté A
halmazra a szdmegyenesen. (Ez azt jelenti, hogy B(t) Markov folyamat.)

Segitség: Mutassuk meg, hogy a B(t) — i—:iB(s) valészintiségi valtozd fliggetlen az
Fs =0(B(u) ,0 <u <s) o-algebratdl, majd hasznaljuk a 8. feladat eredményét.

7)

Legyenek &1, ..., &, fliggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valészinii-
ségi valtozok. Definialjuk az

F,(t) = - x azon 1 < j < n indexek szdma, amelyekre £; < ¢

empirikus eloszasfiiggvényt minden 0 < ¢ < 1 szdmra e valdszintiiségi valtozok se-
gitségével. Mutassa meg, hogy a G, (t) = /n(F,(t) —t), 0 < ¢t < 1, normalizalt
eloszlasfiiggvény és a Brown bridge kovarianciafiiggvénye megegyezik.

A kovetkezo feladat megegyezik Kevei Péter jegyzetének 12. feladataval.

Legyen adva egy G o-algebra és két X és Y valdszintiségi valtozd, amelyek teljesitik
a kovetkezo feltételeket:

X mérhet6 a G o-algebrara, és Y fiiggetlen tole.

Mutassa meg, hogy minden olyan kétvaltozés Borel mérhet h(z,y) figgvényre,
amelyre E|h(X,Y)| < oo
E(h(X,Y)|G)(w) = /h(X(w),y) dF(y) 1 valdszintiséggel,

ahol F' az Y valészinliségi valtozé eloszlastiiggvénye.

Segitség: Léassuk be az allitdst el6szor abban az esetben, ha h(z,y) az R? tér mérhetd
részhalmaza. Ezt is lassuk be el6szor egyszerii halmazokra, majd terjessziik ki az allitast
az altalanos esetre felhaszndlva azt a mértékelméletben tanult eredményt, hogy egy
mérték kiterjesztése egy algebrardl az altala generalt o-algebrara egyértelmi.

9.)

Legyen (X, Z) kétdimenziés normaélis eloszlasu véletlen vektor, EX =0, EZ = 0.
Mutassa meg a 8. feladat eredményének a segitségével, hogy tetszoleges mérheto
B halmazra P(X € B|Z) = P(U € B), ahol U normaélis eloszldsi valészintiségi

valtozé m = ZXZ Z vérhaté értékkel és o2 = EX? — Z2Z szérasnégyzettel.

Megjegyzés: A 9. feladat azt éllitja, hogy X feltételes eloszlasa, feltéve Z értékét
a normalis eloszlas, amelynek varhaté értéke megegyezik a 3. feladatban kiszamolt
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E(X|Z) feltételes varhaté értékkel szérasnégyzete pedig az E(((X — E(X|2))?|Z) fel-
tételes szorasnégyzettel.

10.) Lattuk, hogy alkalmazva az It6 formulat az W (¢ fo 1dW (s) kifejezésre ki tudjuk
szamolni az fo (s) dW (s) integralt. Blzonyltsuk be hasonlé médon, hogy

/Ot W2(s) dW (s) —W3 / W(s

/0 W3 (s) dW (s) — iw4(t)—g/0 W2(s) ds

és

A kovetkez6 feladat a jegyzet 7. példdjaban targyalt exponencialis Brown mozgashoz,
azaz a dX (t) = uX(t)dt + o X (t) dW(t) sztochasztikus differencidlegyenlet megoldasa-
hoz kapcsolédik. Ott az Ité formulat alkalmaztuk az f(X(t)) fliggvényre f(x) = logx
valasztassal, és ez azt adta, hogy a tekintett sztochasztikus differencidlegyenlet megol-
dédsa az X (t) = X(0) exp{ocW (t) + (u— %Q)t} fiiggvény. A jegyzetben targyalt szamolds
segitett megtalalni a megoldast, mégsem tekintheto teljes értékli indoklasnak, mert az
Ito formulaban az egész szamegyenesen definidlt kétszer folytonosan differencialhato
f(x) fuggvényt kell valasztani, az f(x) = logx fiiggvény pedig nem ilyen, s6t nem is
egészitheto ki ilyen fliggvénnyé. Megjegyzem, hogy ez a probléma azzal fligg Ossze,
hogy a nem az origébdl kiindulé exponencialis Brown mozgés, mint a ra adott megoldas
mutatja, nem veszi fel soha a nulla értéket, de ezt kozvetleniil nem latjuk.

11a.) Bizonyitsa be az It6 formula segitségével, hogy az

X(t) = exp{U (1)} = oxp {aw<t> . %)t}

sztochasztikus folyamat, ahol U(t) = oW (t) + (u — %2)75 kielégiti a dX ()
pX(t)dt + o X (t)dW (t) sztochasztikus differencidlegyenletet az X (0) =
hatérfeltétellel.

11b.) Az el6bb definidlt X (t) és U(t) folyamatokra

1

1 Lo
d (X(t)) = X0 (0% — p) dt — odW (t)].

11c.) Legyen Z(t) megoldasa a dZ(t) = pZ(t)dt + ocZ(t) dW (t) sztochasztikus dif-
ferencidlegyenletnek. Mutassa meg, hogy

1 dZ(t) 1 AGCEE
d (mZ(t)) = X0 + Z(t)d (Fﬂ) — azm dt =0,



ezért Z(t) = Z(0) exp{oW (t) + (1 — %Q)t}

A kovetkezd feladat tekintheto gy, mint a Kevei jegyzet 6. példdjanak a kiegészitése.
Egyébként tartalmazza a jegyzet 13. feladatat.

12a.)

12b.)

Legyen Y (t) = e"U®  ahol U(t) = fot X(s)dW(s) — 3 JX2(8) ds egy olyan X (s),
0 < s < T, sztochasztikus folyamattal, amelyre az elébb definialt U(t) Ito-folyamat
létezik. Mutassa meg, hogy igaz a

dY () = Y (O)[X2(t) dt — X(£)dW (t)], Y(0) = 1,

aZONoSSag.

Mutassa meg, hogy ha a Z(t) Ito folyamat teljesiti a Z(t) =1 —I—fg Z(s)X(s)dW (s)
egyenletet a 12a) feladatban szereplé X (t) sztochasztikus folyamattal, akkor

d[Y () Z(t)] = 0.

Ezért ennek az egyenletnek az egyetlen az Y (0) = 1 hatarfeltételt teljesité megol-
désa a Kevei jegyzet 6. példajaban targyalt Z(t) = eV(*) sztochasztikus folyamat.

A kovetkezo6 feladat megegyezik a Kevei jegyzet 16. feladataval.

13a.)

13b.)

Legyenek Wiy (t),...,W,.(t), 0 <t < T, fiiggetlen Wiener folyamatok, és definialjuk
segitségiikkel az R,.(t) = /> W2(t), 0 < t < T, tgynevezett r-ed rendii Bessel
j=1

folyamatot minden r > 2 dimenziéban. Bizonyitsa be,hogy ez teljesiti az

B tr—1 N [PW(s)
Rr(t)—/o TN ds+;/0 Bo(s) i)

azonossagot.

A jegyzetben valdsziniileg olyan megoldasra gondoltak, amelyben az Ito formulat

1/2
alkalmazzuk az f(z1,...,z,) = <Z m?) figgvénnyel. Elfogadok a feladat

j=1
a) részére egy ilyen megoldédst, mert az helyes eredményt ad. Ugyanakkor ez a
megoldas nem teljes értékil, mert az el6bb definidlt f(zq,...,z,) fliggvény nem elég

sima. (Az origéban nem derivalhaté kétszer folytonosan.) Adja meg egy egzakt
bizonyitas vazlatat. Ennek érdekében irja fel azt, hogy milyen sztochasztikus dif-

ferencidlegyenletet elégit ki az RE(t) = [ > W2(t) + ¢, 0 <t < T, sztochasztikus
j=1

folyamat. Ezenkiviil adja meg, hogy milyen limesz reldcidékat kell bebizonyitani an-
nak érdekében, hogy a kapott azonossag segitségével bebizonyitsuk a 13a.) feladat
allitasat. (Megjegyzem, hogy az

t Tt
/ Kn(s)ds—FZ/ H;,(s)dW;(s), n=12,...,
0 =iJo
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13c.)

14.)

15.)

Ito integralok n — oo esetén konvergédlnak az

/otK(S)d8+il/otHj(s)de(s)

1t6 integralhoz, ha lim [} |K,(s)— K (s)|ds — 0 és lim [ [H;n(s)— H;(s)[>ds — 0
egy val6szintiséggel minden 1 < j < r indexre.)

Szorgalmi feladat. Bizonyitsa be azokat a limesz relacidkat, amelyek lehetévé teszik
a feladat megoldasit a b) feladat megolddsanak a segitségével. A bizonyitdsban fel
szabad hasznalni azt a (nehezen bizonyithatd) eredményt, mely szerint az

fot #(S) ds integral 1 valdészintiséggel véges.

Bizonyitsa be a tanult martingdl egyenl6tlenségek segitségével, hogy ha W(t), 0 <
t < T, egy Wiener folyamat, akkor P (supgc,<p |[W2(t) —t| > z) < 83%2 minden
x > 0 szdmra. (Olyan megoldast is elfogadok, ahol a 8 helyett nagyobb konstans
szerepel.)

Legyen W (t,w), 0 <t <1, (standard) Wiener folyamat egy (€2, A, P) valésziniiségi
mezén, a(t), 0 < t < 1, egy folytonosan derivalhaté fliggvény, és definialjuk az
X(t,w) = W(t,w) + fo s)ds, 0 < t < 1, sztochasztikus folyamatot. (Legyen
A a legsziikebb olyan o- algebra, amelyre a W(t,w), 0 < t < 1, Wiener folya-
mat mérheté.) Legyen P, a W(t,w), és Py az X(t,w) (folytonos trajektoridji)
sztochasztikus folyamat eloszldsa a C([0, 1]) térben. Bizonyitsa be a Girsanov tétel
segitségével, hogy a P, mérték dP ap. Radon-Nikodym derivéltja a P; mérték szerint

Z_gj(x) = exp {/01 a(t) dx(t) — %/01 a?(t) dt}

az x = {xz(t): 0 <t <1} € C([0,1]) pontban.
Segitség: Mutassuk meg, hogy a Girsanov tételbdl kovetkezik, hogy

/ F(X(w))e do “0MWE)=3 10200 p( ) / F(WW(,w)dP(w) (a)

minden F' a C([0,1]) téren értelmezett R értékii fiiggvényre. Felhasznéljuk, hogy
egy (21, A1, Py) téren definidlt X és egy (€22, As, P3) téren definidlt Y valdszintiségi
valtozé eloszlasa akkor és csak akkor egyezik meg, ha FF(X) = EF(Y) minden F
fliggvényre, tovabba

EF(X) = / F(X(w1))dPi(w), é EF(Y)= / F(Y (ws)) dPa(ws).

Tovabbé mivel a(t) folytonosan derivalhaté fiiggvény, az fo s) dW (t,w) integral
deﬁnlalhato mlnden w-ra, mint egy determmlsztlkus integral. Mutassa meg, hogy
f a(t)dX (t,w) fo t) dW (t,w —|—f t) dt, és ezért az (a) azonossdgot az F(x)



16a.)

fliggvény helyett a G(z) = F(x)exp {fol a(t) dz(t) — 4 fol a?(t) dt} fliggvényre al-
kalmazva azt kapjuk, hogy

/F(X(-,w))dP(w) :/F(W(.’w))efola(t)dW(t,w)%folaQ(t)dt) dP(w).

Innen X (-, w) eloszldsa megegyezik W (-, w) eloszlasdval az (2, A, P*) valészintiségi
mezén, ahol %(w) = exp {fo t)dW (t,w) — 5 fo t) dt) } AT (QA —
C([0,1)), T(w) = W(-,w) leképezést alkalmazva azt kapJuk, hogy P; a P mérték,

és P, a P* mérték 6sképe az ezen leképezés altal indukalt mértéktranszformaciéd
szerint. Innen kovetkezik a feladat allitasa.

Legyen x(t) és y(t) két figgvény a [0, 1] intervallumon. Mutassa meg, hogy tetszé-
leges 0 <t; <ty <.--<t, <1 pontokra

n 1/2 n 1/2
{Z[ﬁv(tk) - x(tk—1)12} - {Z[y(tk) - y(tk—1)12}

k=1 k=1

. 1/2
< {Z[(x(tk) +y(tr)) — (@(te—1 + ?J(tk—l))]2}

k=1

n 1/2 n 1/2
s{Zwm—x(tk_l)F} +{Z[y(tk>—y<tk_1>l2} -

k=1 k=1

Legyen W(t,w), 0 < t < 1, egy (standard) Wiener folyamat, A(t), 0 < t < 1, egy
folytonosan differencialhaté fiiggvény, és definidljuk az X (t,w) = 2W (t,w) + A(t), 0 <
t <1, sztochasztikus folyamatot. Mutassa meg a fenti egyenlotlenség és a Kevei jegyzet
2. Tétele (pontosabban ennek kozvetlentil utana irt kévetkezménye) segitségével, hogy
azn = 1,2,..., szdimokra definialhatunk olyan 0 =tp,, < t1 - <tp_1p <lpn =1
sorozatokat, amelyekre egyrészt sup (txn —tgk—1.n,) — 0, ha n — oo, mésrészt

1<k<<n

n

lim > Xtk w) = X(tg—1msw)]* =4 1 valésziniiséggel.
k=1

16b.) Mutassa meg, hogy a 16a.) feladatban definidlt X (t,w) = 2W (t,w) + A(t) és a

W(t,w), 0 < t < 1, sztochasztikus folyamatok eloszldsai szingularis mértékek a
C([0,1]) térben, azaz léteznek olyan B, Bs € C([0,1]) (mérhetd) halmazok, ame-
lyekre B1 N BQ = @, és P(X(,(U) € Bl) = 1, P(W(,W) € Bg) =1.

17a.) Legyen W(t,w), 0 <t < 1, (standard) Wiener folyamat egy (€2, .4, P) valészintiségi

mezén, a(t), 0 < t < 1, egy folytonosan derivdlhat6 fiiggvény, és definidljuk az
X(t,w) =W(tw —l—fO s)ds, 0 <t <1, sztochasztikus folyamatot. Legyen P (n)
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17b.)

18.)

a (WER™™),W(2-27"),W(@3-277),...,W(2"-27™)) és Ps(n) az (X(27"), X (2 -
27), X (3-27™),..., X(27-27")) véletlen vektor eloszldsa az R?" térben. Bizonyitsa

be a kovetkez6 azonossagot a 3?%”; Radon-Nikodym derivaltrol.
dP>(n) z —n—172
. e n ) — n - — - 2 n ;
0P, () (7o T2n) = e {k;[b (k) (2% — 241) b7, (k)]

ahol b, (k) = 2" f a(s)ds, és g = 0.

(k—1)2—n
Tekintsiik a C([0, 1]) teret a szokdsos topoldgidval és az dltala generdlt F o-algeb-
raval, valamint legyen a P; mérték a W (-, w) eloszasa, (azaz a Wiener mérték) és Py
az X (-,w) eloszldsa ezen a téren. Vezessiik be a kovetkez6 F,, o-algebrét a C([0,1])
téren minden n = 1,2,..., szdmra. Definidljuk az u, ;(z) = (k27 x € C([0, 1]),
figgvényt minden n = 1,2,..., és 0 < k < 2" indexpérra a C([0,1]) térben (azaz
Unp(z) az = z(-) € C([0,1]) fiiggvény értéke a k27" pontban). Legyen F,, az
a legsziikebb o-algebra, amelyre az Osszes u, ,(z), 0 < k < 27, fliggvény mérhetd
rogzitett n index-szel. Jeldlje P|(n) a Py, és Pi(n) a P, mérték megszoritasat a F,
o-algebrara. Ekkor a 17a.) feladat allitasa igy fogalmazhaté meg ebben a térben:

'(n 2"
ji?gn; () = exp {Z[Bn(mn)(x(mn) — (k- 1)27")) — 2n13721(k2n)]}

k=1

minden z € C([0,1])-re, ahol B, (t) = Z"ft gna(s)ds, 27" <t < 1.

A martingalelmélet eredményeibdl kovetkezik, hogy dP E g egy valészintiséggel kon-

vergal a 222 Radon-Nikodym derivalthoz a P; (Wiener) mérték szerint a C([0,1])
térben. (Lasd a kovetkez6 Megjegyzést.) Ezt felhasznalva bizonyitsa be az elézé
képlet segitségével a 15. feladat allitasat, azaz a

Z_gj(x) = exp {/01 a(t) dx(t) — %/01 a?(t) dt}

Megjegyzés: Nem nehéz belatni, hogy a jﬁ;,g";, = 1,2,..., sorozat martingalt

azonossagot.

alkot a (C([0,1]),F, Py) téren, amelyre alkalmazhaté Doob martingdl konvergen-
ciatétele. (Lasd Kevei jegyzet 8. oldal.) Tehdt a Zﬁ?éﬁ% (), n=1,2,..., sorozat 1
valészintiséggel konvergdl. Ez azonban nem elég a szamunkra. Azt is be kell 1atni,

hogy ez a sorozat a “helyes limeszhez”, a 9£2(z) valdszinfiségi valtozéhoz kon-
» & qp,

vergal. Meg lehet mutatni, hogy ez a sorozat nem csak 1 valésziniiséggel, hanem
L1 norméban is konvergal. Be lehet latni, hogy innen kovetkezik, hogy limeszként

a Z? (x) valdszintliségi valtozdt kapjuk.

Tekintsiink egy arbitrazs mentes diszkrét ideji (d.i.-(B,S)n) piacot. Legyen adva
azon két m; és my 6nfinanszirozé stratégia a nulla idépontban X" = z1 és X2 =z
indulétékével. Mutassa meg, hogy ha X} > X? 1 valoszintiséggel, akkor z1 > .
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Segitség: Erdemes felhasznélni, hogy van ekvivalens martingdl mérték (9.2.1. Té-
tel), és az % sorozat martingal tulajdonsagat (9.1.7. Lemma).



