Feladatok:

la)

1b)

lc)

Legyen X és Y két valészintiségi valtozé, amelyekre EX? < oo, EY? < o0, és
legyen F olyan o-algebra, amelyre X F mérheto. Mutassa meg, hogy

E(Y?|F)=E(Y — X)*|F)+2XE((Y — X)|F) + X2

Mutassa meg a fenti azonossag segitségével, hogy ha (X,,F,), n = 1,2,..., mar-
tingdl, amelyre EX?2 < oo minden n indexre, akkor (X2, F,), n = 1,2,..., szub-
martingal.

Mutassa meg, hogy ha (X,,, F,), n = 1,2,..., martingdl, akkor (|X,|,F,.), n =

1,2,...,vagy (X7, Fn),n=1,2,..., ahol X;I = max(X,,0) szubmartingdl.

Egy igazsidgos kaszindban tétiinket dupldzva addig jatszunk, amig biztosan nem
nyeriink egy forintot. Azaz X,, n = 1,2,..., n idépontbeli nyereményiink a
kovetkezoképp valtozik. Legyenek Yy, Y7, ... fiiggetlen valdszintiségi valtozok, ame-
lyekre P(Y,, = 1) = P(Y,, = —1) = 3, n = 0,1,..., és definidljuk az X; = Yy,
Xnt1 = Xn + 2"V I x, <0y, n = 1,2,..., valésziniiségi véltozokat, ahol 14 az A
halmaz indikatorfiiggvényét jeloli.
a) Mutassa meg, hogy (X, F,), ahol F,, = o(Yy,,...,Y,_1) martingdl. X,, — 1
1 valészintiséggel, ha n — oo, de az X, sorozat nem konvergal L, norméban,
ha n — oo.

b) (Szorgalmi?) Mutassa meg, hogy E sup |X,| = occ.
n>1

Legyenek X;, Xs,... olyan fiiggetlen valdszintiségi véaltozok, amelyekre E X, = 0,
EX?2 <oo,n=1,2,.... Definidljuk az

Sn=Xi++Xn, To=(Xi+ o +X0)" = BEQXF 4+ X7)

valésziniiségi valtozdkat és F,, = o(Xy,...,X,,) o-algebrdkat minden n = 1,2, ...
indexre. Mutassa meg, hogy (S, Fn) és (T, Fn), n = 1,2, ..., martingédlok.

Legyen S1, .59, ... szimmetrikus bolyongas a szamegyenesen, azaz legyen .S,, = X1+
---+ X, mindenn = 1,2,... indexre, ahol X7, X, ... olyan fiiggetlen valésziniiségi
véltozok, amelyekre P(X, =1) = P(X,, = —1) = 3, minden n = 1,2,... indexre.
Legyen a és b két pozitiv egész szam, és definidljuk segitségiikkkel a kovetkezo
T = Tqp valészinliségi valtozét: 7 az a legkisebb n index, amelyre S,, = —a vagy
S, = b, azaz S, = —a vagy S, = b, de S,,, # —a és S,,, # —b, ha m < n.

Felhasznalva, hogy 7 megallasi szabaly, mutassa meg az el6z6 feladat eredményének
és a martingalok tulajdonsagairdl tanultak alapjén, hogy ES, = 0, ES? = ET,
ezért annak a valdszintlisége, hogy a szimmetrikus bolyongas el6ébb éri el a —a pon-
tot, mint a b pontot aLij, és annak a valdszintlisége, hogy a szimmetrikus bolyongas
el6bb éri el a b pontot, mint a —a pontot aLer. Azon véletlen id6pontnak a varhato

értéke, amikor a véletlen bolyongas el6szor éri el a —a vagy b pontot ab.



5.)

6a.)

6b.)

10.)

Az el6z0 feladat eredményének a segitségével mutassa meg, hogy egy szimmetrikus
bolyongas egy valdsziniiséggel meglatogatja az 1 pontot, de e pont elsé meglato-
gatasanak az idopontja olyan valdszintiségi valtozo, amelynek végtelen a varhaté
értéke.

Legyen (X,,Fy,), n=0,1,..., N, martingél, ¢,, n =1,..., N, olyan valdsziniiségi
valtozdk sorozata, amelyekre (,, F,,_1 mérhetd. Legyen

Yo = Xo, Yn:Ynfl_i_Cn(Xn_anl)» n=1,...,N.

Mutassa meg, hogy (Y, Fn.), n =0,1,..., N, martingal.

Legyen adva egy piac B,, n =0,1,..., N, ara kotvényekkel és S,,, n =0,1,..., N,
aru részvényekkel. Tekintsiink egy 7 = (6,,7.), n = 1,..., N, stratégidt, ahol
B, az n — 1-ik napon vett kotvények és ~, az n — 1-ik napon vett részvények

szama, és ezek JF,,_1 mérhetd valdszintiségi valtozok, n = 1,..., N. Legyen ez a 7
stratégia onfinanszirozé, azaz ne csak az X = £,B,, + 7,Sn, hanem az X | =
BrnBn—1+ YnSn—1 azonossag is teljesiiljon, n = 1,..., N. (X] a vagyonunk értéke

az n idépontban.) Mutassa meg, hogy

XT Xw_l Sn Sn—l
n ___n—- = Yn _— 5 :1,...,N-
Bn Bn—l 7 (Bn Bn—l) "

Mutassa meg az el6z6 eredmények segitségével, hogy ha 7 onfinanszirozé stratégia,
T

STL
B’

Legyenek 0 <t <ty < --- < t,, valés szdmok. Mutassa meg, hogy létezik olyan
(C1,---,Cn) n-dimenziés normalis eloszldsi valdszintiségi vektor, amelyre E¢; = 0,
1 < j < n, B¢ = min(tj,t;), 1 < j,k < n. (Segitség: Konstrualja meg a
¢j — Cj—1 valdszintiségi valtozdkat, ahol (o = 0.)

és n=20,1,..., N, martingal, akkor %, n=20,1,..., N, is martingal.

Legyen W(t), 0 < t < oo, Wiener folyamat. Mutassa meg, hogy minden a > 0
szémra \/La (at), 0 < t < oo, Wiener folyamat. Mutassa meg, hogy tW (1),
0 <t < oo, W(0) =0, Wiener folyamat.

Bizonyitsa be, hogy ha W (t), 0 < ¢t < 1, Wiener folyamat, akkor B(t) = W(t) —
tW(1), 0 <t <1, Brown bridge, amely fiiggetlen a W (1) valésziniiségi valtoz6tol.
(Egy B(t), 0 <t <1 sztochasztikus folyamatot akkor neveziink Brown bridge-nek,
ha olyan folytonos trajektéridju Gauss folyamat, amelyre EB(t) = 0,0 <t <1, és
EB(s)B(t) =s(1 —t), ha 0 <s <t <1.) Megforditva, ha B(t), 0 <t < 1, Brown
bridge, és & egy téle fliggetlen standard normélis eloszlast valészintiségi véltozo,
akkor W (t) = B(t) + t€ egy Wiener folyamat.

Legyenek &1, ..., &, fliggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valészinfi-
ségi valtozok. Definidljuk az

1
F,(t) = - x azon 1 < j < n indexek szdma, amelyekre §; < ¢



11.)

12.)

empirikus eloszasfiiggvényt minden 0 < ¢ < 1 szamra e valdszintiiségi valtozok se-
gitségével. Mutassa meg, hogy a G, (t) = /n(F,(t) —t), 0 < ¢ < 1, normalizdlt
eloszlasfiiggvény és a Brown bridge kovarianciafiiggvénye megegyezik.

Legyen ¢ normalis eloszlast valészintiségi valtozé nulla varhaté értékkel és o?

szérasnégyzettel. Mutassa meg, hogy Fe't = ¢?’t/2 minden t valés szémra. Legyen
W(t), t > 0, (standard) Wiener folyamat. Mutassa meg, hogy Z(t) = e*tW () —a"t/2
sztochasztikus folyamat az F; = B(W(s), s < t) o-algebrdkkal, ¢ > 0, martingal

minden « valds szamra.

Legyen W (t), t > 0, (standard) Wiener folyamat. Mutassa meg, hogy a Z(t) =

—Wz(t) — t sztochasztikus folyamat az F, = B(W(s), s < t) o-algebrakkal, ¢ > 0,
martingal.



