Statisztikai becslések josaga.

Ebben a jegyzetben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy bizonyos természetes
tulajdonsigokat teljesito statisztikai modellekben milyen j6 paraméterbecs-
lést lehet adni.

Annak érdekében, hogy jobban megértsiik milyen eredményt varhatunk,
tekintsiik a kovetkezd példat. Vegyiink egy (Xi,...,X,) mintdt, amely
fliggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi valtozokbdl all, és becsiiljiik meg
az X val6szinliségi valtozok p = EX; varhato értékét. A természetes becslés
az X = % kifejezés. Ez a p paraméter torzitatlan becslése, amely-
nek hibdja a centrélis hatareloszlastétel szerint kozel normélis eloszlasi, nulla
vérhato értékkel és % szorasnégyzettel. Felmeriil a kérdés, hogy lehet-
e jobb becslést adni, illetve lehet-e hasonldéan jo becslést adni altalanosabb
esetben is.

Be fogjuk latni, hogy bizonyos regularitasi feltételek teljestilése esetén nem
lehet jobb becslést adni, mint amit a fenti példa sugall. Alsé becslést adunk
egy paraméterbecslés hibajanak a szérasnégyzetére, és a hiba nagysagrendje
egy n elemii minta esetén O(%) nagysagrendi lesz. A szdérésnégyzet hibajara
adott alsé becslésben megjelenik egy fontos paraméter, az igynevezett Fisher
informécio.

Miésik irdnyban be fogjuk ldtni, hogy (még tobb regularitési feltétel tel-
jesiilése esetén) létezik olyan paraméter becslés, az tgynevezett maximum
likelihood becslés, amely olyan jé becslést ad (aszimptotikusan normalis el-
oszlasu hibaval), mint amilyet a fenti példa sugall. Ezen becslés hibajanak a
megadasaban is megjelenik a Fisher informacio.

Felmeriil még az a kérdés, hogy az ezekben az eredményekben szerepld
regularitasi feltételek valoban fontosak-e. Fogunk példat mutatni olyan a
regularitasi feltételt nem teljesito természetes modellre, amelyben 1ényegesen
jobb paraméterbecslést lehet csindlni, mint amit a fent emlitett eredmények
sugallnak.

Az els6 kérdés, amivel foglalkozni fogunk a kovetkezd. Legyen adva egy X
valdszintiségi véltozoé egy (€2, A, P) valészinliségi mezén, amely értékeit az R"
Euklideszi térben veszi fel, eloszldsa valamilyen Py mérték, ahol 9 € ©, és a ©
paraméterhalmaz a szamegyenes egy nyilt részhalmaza. Feltessziik tovabba,
hogy a Py mértéknek van egy fy(z), ¥ € ©, z € R", stiriiségfliggvénye egy
o-véges v domindlé mérték szerint az R™ Euklideszi téren. Milyen jé becslést
tudunk adni a 9 paraméter valamely (1) fiiggvényére? Elészor egy alsd



becslést kivanunk adni a (1)) fliggvény torzitatlan becsléseinek a hibdjéra,
azaz olyan T'(X) becslések hibdjdra, amelyekre

EyT(X) = [ T(@) o)l de) = p(0),

ha X eloszlasfiiggvénye Py. Bebizonyitjuk ilyen becslésekre a Cramer-Rao
egyenlotlenséget, amely alkalmas feltételek teljesiilése esetén alsé becslést ad
a VaryT(X) = EyT*(X) — ¢*(V) szérdsnégyzetre. Kiilon érdekel minket
az a specidlis eset, amikor az X valdsziniiségi valtozé X = (Xi,...,X,)
alakid, ahol Xi,..., X, figgetlen, egyforma eloszlasi valészintiségi valtozok
sorozata, valamely Plgo), ¥ € O, eloszlasfiiggvénnyel.

E jegyzetben féleg azt az esetet vizsgaljuk, amikor a © paramétertar-
tomany az egydimenziés Fuklideszi tér nyilt részhalmaza, de roviden is-
mertetni fogom ezen eredmény altalanositasat arra az esetre, amikor a ©
paramétertartoméany a k-dimenziés R* Euklideszi tér nyilt részhalmaza.

Egy masik e jegyzetben targyalt probléma a maximum likelihood becslés
viselkedésérol szol. Heurisztikus szinten elmagyarazom, hogy alkalmas fel-
tételek teljesiilése esetén a maximum likelihood becslés aszimptotikusan op-
timalis. Majdnem olyan j6 becslést ad, mint amilyet a Cramer—Rao egyenl6t-
lenség még megenged. Azutan megfogalmazok egy pontos tételt a maximum
likelihood becslés tulajdonsdgairdl, de a bizonyitds részleteit elhagyom.

A Cramer—Rao egyenl6tlenség megfogalmazasaban felteszem, hogy tugy-
nevezett reguldris esettel fogunk foglalkozni, ahol az fy(x) stirtiségfiiggvény
elég sima fliggvénye az x és ¥ valtozoknak, valamint bizonyos integralokban
a ¥ valtozo szerinti derivélas és az x véaltozd szerinti integrélas felcserélheto.
Pontosabban fogalmazva, felteszem, hogy bizonyos U (x) fiiggvényekre

i /U ) fo(z)v(dr) /U 819J (x)v(dx), j=1,2.

Megadom azokat az eseteket, amelyekben ezt a formulat hasznélni fogjuk a
bizonyitasokban. Egyrészt

oi
99 /fﬁ v(dx) :/%fﬁ(ﬁ)V(dl'), j=1,2,

masrészt

O [ 1@ powtdr) = [ D1 fav(an),



ahol T'(z) a vizsgalt becslofiiggvény. Megjegyzem, hogy [ fe(x)v(dz) = 1,
és [T(z)fo(x)v(dx) = EyT(z).

Bevezetem a Fisher informéci6 fogalmat, amely megjelenik a Cramer—Rao
egyenlotlenség megfogalmazasaban.

Fisher informacié definicidja. Legyen adva eqy o-véges v domindlo mér-
ték szerinti fy(x), x € R", siriségfigvényeknek egy 9 € ©, paraméterrel
indezelt csalddja, mely striségfigguények elég simdn figgnek az x és ¥ wvdl-
tozoktol. E figguénycsalad Fisher informdcidja egy ¥ € © pontban

100) = B, (afglog fm)z -/ (;mg fﬁ<x>)2fﬁ<w>u<dx>. 1)

Megjegyzés. Az (1) formuldban, és hasonlé képletekben a 0-0o = 0 konvencidt
fogjuk alkalmazni, azaz definicié szerint [(,. ;. )—0y S(@) fo(z)v(dz) = 0 egy
S(x) figgvény integraljara. Ez a formula akkor is érvényes, ha S(x) = o0
bizonyos pontokban. A regularis viselkedés feltételében szereploé azonossa-
gokban szerepl$ integrédlok mindkét oldaldn az {x: fy(x) > 0} halmazon
integralunk.

Megfogalmazom a Cramer—Rao egyenlétlenséget.

Cramer—Rao egyenl6tlenség. Legyen adva eqy X waldsziniségi vdltozo
egy (Q, A, P) valdszindiségi mezdn, amely értékeit az R" FEuklideszi térben
veszi fel, eloszlasa valamely Py, v € ©, mértékcsaladba tartozik, és mindegyik
Py, ¥ € O, mértéknek létezik fy(x), v € R", ¥ € O, siriségfiggvénye egy
o-véges v domindlo mérték szerint az R Euklideszi téren. Tovdbbd a © para-
méterhalmaz a szamegyenes eqy nyilt részhalmaza. Feltesszik, hogy az fyg
stiriiségfigguények requldrisan viselkednek. Legyen adva egy ¥ (V) fiiggvény,
ahol 1 (-) differencidlhatd figguény a © halmazon, és annak egy torzitatlan
T(X) becslése, azaz legyen EyT(X) = ¥(¥) minden ¥ € © paraméterre.
Ekkor

var(r(x)) > 7 )

abban az esetben, ha az X valdsziniségi vdltozd eloszldsa Py. A (2) képletben
szerepld 1(09) kifejezés az fo(x), ¥ € ©, siriségfigguénycsaldad Fisher in-
formacioja a v domindlo mérték szerint a v pontban.



Tekintsik azt a specidlis esetet, amikor X = (Xi,...,X,), és X1,..., X,
fugggetlen, egyforma eloszldsi valdsziniségi valtozok valamilyen Péo), Ve o,

eloszldssal a szimegyenesen, amelynek létezik féo) (x), ¥ € O, siriségfiggué-
nye eqy v o-véges meérték szerint a szamegyenesen. Legyen

b0 = o (s = [ (Z1ess¥w) Bewa. @

Ekkor I(¥) = nli(¥), ahol az I(V) Fisher informdcid kiszamoldsdban a
v(dxy) X -+ - x v(dz,) szorzatmérték a domindlé mérték.

HaT(X)=T(Xy,...,X,) a (V) figguény torzitatlan becslése, és az X,
valdsziniségi valtozo eloszldsa Péo), akkor

[P (@)

Var (T'(Xy,...,Xy)) = Var(T(X)) > nl; (V)

: (4)

A Cramer—Rao egyenldtlenség bizonyitisa. A (2) formuldt az alabbi két U
és V valdszintiségi véltozdra vonatkozo egyenlGtlenség segitségével fogjuk bi-
zonyitani.

|Cov (U, V)|* < Var U - Var V. (5)

Ez az egyenlétlenség kovetkezik a Cauchy—Schwarz egyenlGtlenségbdl, mert

|Cov (U, V)|* = [E(U - EU)(V — EV))?
< E(U-FEU)*E(V —EV)>=VarU - Var V.

Az (5) egyenlétlenséget U(x) = 8%log fo(x) és V(z) = T(x) véalasztassal
fogjuk alkalmazni az (R"™, B", Py) valésziniliségi mezon a

Py(dx) = fo(x)v(dr)

valdszintiségi mértékkel. A bizonyitds érdekében kiszamoljuk az Var V(x)
szorasnégyzetet és Cov (U(z), V(z)) kovarianciat. Elészor azt latjuk be, hogy

EﬁU(l’) = 0,
mert
0 0
ByU(x) = [ 550008 fol) fa@w(dn) = [ fola)w(da)
_ a%/fqg(:c))y(dm) _0,



E szamolasban kihasznéltuk, hogy az integralas és derivalas sorrendje felcse-
rélheto a regularitasi feltétel miatt, valamint

/fg(m)u(dx) =1 minden ¥ € © paraméterre,
ahonnan 5
o | Folay(d) = 0.
Innen Var U(z) = EyU(z)?, Cov (U(z),V(z)) = EyU(x)V (), ezért

VarU(z) = EgU(x)* = [ <£9(log fg(:t))) fola)v(dz) = 1(9)
Cov (U(x),V(z)) = ET(I')U@U)_/T($)§9(10gf19($))f19(9‘7)’/(dx)
= [T@) 2 ) dn)
0 :
= 55 | T@ @) = v'w).

Itt megint kihasznaltuk, hogy a regularitasi tulajdonsag miatt az integralas
és derivalas sorrendje felcserélhetd, valamint azt, hogy [7T'(x)fg(x))v(dz) =
EyT(z) =¢(0). Ezért az (5) formula szerint

Y'(9)* < Var T(x)1(9).

Innen kovetkezik a (2) formula, mert a T'(X) val6szintiségi valtozd szorés-
négyzete az (0, A, P) val6szinliségi mezén megyezik a T'(z) valdsziniiségi
valtozo szorasnégyzetével az (R, B", Py) val6szintiségi mezén.

Be akarjuk bizonyitani az () = nl;(¥) azonossagot, ahol az (1) kife-
jezést a (3) relaciéban definidltuk. Ennek érdekében elészor megadjuk az
(1) formuldban definidlt (1) Fisher informéciénak egy mésik definici6jét.
(Feltessziik, hogy az fy(x) stiriségfiiggvénynek a o paraméter szerint van
masodik derivaltja is, és az is szépen viselkedik.) Megmutatjuk, hogy

10) =~ [ 208 fo@) po(wp( o) ©)



Val6ban,

822 log fo(x) = 52 f9(2) B (%fﬁ(f)y?

v fo(z) fo(z
és a jobboldal els6 tagjanak az integralja eltiinik, azaz
82
a2 Jo(@) /
oy 1) =g | ot

Ebben a szdamolasban megint kihasznéltuk, hogy a regularitasi feltételeink
megengedik, hogy bizonyos integralasok és derivalasok sorrendjét felcseréljiik.
Ezt felhasznalva, és az el6z6 azonossagot kiintegralva megkapjuk az

0 2 fo(z)\
- [ gtosenssomtan) = [ (B g

_ /(a% log f,(x )>2f19(x)1/(dx) — 1)

azonossagot, ami azt jelenti, hogy a (6) azonossig igaz.

A (6) azonossag segitségével a kovetkezéképp kapjuk meg az I(9) =
nl (V) azonossagot.

Mivel X3, ..., X, figgetlen és egyforma eloszlasu Valoszmusegl valtozok,
ezért ezek egyuttes stirliségfliggénye fy(z) = ng)( 1) fﬂ (x,) az © =
(1,...,2,) pontban a v(dxy) X -+ X v(dzx,) szorzatmérték szerint. Ezért
az X = (X1,...,X,) vektor Fisher informaciéja a (6) képlet szerint

(V) = — aaﬁ210g<qu9 ilsz)Hfﬁ xi)v( day,)

= —nf W(logfﬂo (20)) £37 (1) day).

A (6) formula bizonyitdsdhoz hasonléan kapjuk, hogy

= [ 2 og 0 ) £ @ ()

a (3) formuldban definidlt [;(¢) fiiggvényre. (Valdjaban ez a képlet a (6)
formula specidlis esete.) Ezért az I(¢¥) = nli(¥) azonossag érvényes. A
(4) formula kovetkezik ebbdl az azonossdghdl, ha a (2) formuldt az X =



(X1,...,X,) vektor stiriiségfiiggvényére alkalmazzuk. A Cramer—Rao egyen-
16tlenséget bebizonyitottuk.

Roviden ismertetem a Cramer—Rao egyenldtlenséget abban az altaléd-
nosabb esetben, ha a © paramétertartomény az RF Euklideszi tér nyilt
részhalmaza valamely k > 1 paraméterrel. A bizonyitds azon részleteit,
amelyek hasonloak az egydimenzids esethez elhagyom. Egyediil a bizonyitas
azon 1épésérol fogok irni, ahol 1j, az egydimenzids eset targyalasaban nem
szereplo érvelést alkalmazunk.

E problémaban az X valdszintiségi valtozo eloszlasa valamely Py mérték
egy fo(x) slirliségfiiggvénnyel az R™ téren egy v o-véges domindlé mértékkel,
és a ¢ paraméter a ¥ € O feltételt egy k-dimenzids © nyilt paraméterhal-
mazzal teljesiti.

El6szor definidlni kell az () Fisher informéciot egy 9 = (¥4, ...,9;) € ©
pontban. Ez az az (4;;(¢)), 1 < 4,5 < k, k x k szimmetrikus (pozitiv
szemidefinit) matrix, amelynek elemei az

0

A4y = | 55-og Folo) - Qom Sola) ool o). 1<i5 <

szamok.
Legyen T'(X) torzitatlan becslése egy (1) fuiggvénynek. Ekkor az egy-
dimenzios esethez hasonlé feltételek mellett

Var (T'(X)) > <a?91w(19), e aiw(&)) I(9)™! ((;;1 (9),..., %w(&))

(7)
minden ¢ € © pontban, ahol * egy vektor transzpondltjat jeloli.
Az egydimenzids esethez hasonléan az I(v)) Fisher informaciét megadé
matrix elemeit deinidlhatjuk a kovetkezé modon is.

62

AW == | go.a0,
iUVj

(log fy(x)) fo(x)v(dz), 1 <i,j <k

Ezt felhasznalva megmutathatjuk, hogy fiiggetlen, azonos eloszlasi ko-
ordindtakbdl allé vektorok becslésére a (4) formuldhoz hasonl6 becslést lehet
megadni vektor értékli paraméter tartomany esetében is.

Legyen X = (Xi,...,X,), ahol Xy,... X, fiiggetlen, azonos eloszlasi

valdszintiségi valtozdk sorozata, amelyeknek Péo), ¥ € O, eloszlasanak van
féo) (x), stirliségfliggvénye egy v o-véges mérték szerint. Ki lehet szdmolni

7



az fO) (1) stirtiségfiiggvényhez és v domindlé mértékhez tartozé I, (1) Fisher
informacié matrixat, és azt kapjuk, hogy I(¢) = nli(¢¥), ahol I(¥) az X
valoszintiségi vektor stirtiségfiiggvényéhez és a hozza tartozé domindlé mér-
tékhez tartozé Fisher informacié métrixa. Innen kovetkezik, hogy ha az X =
(X1,...,X,) véletlen vektor teljesiti a Cramer—Rao egyenl6tlenség feltételeit,
akkor érvényes rd a (7) becslés azon véltozata, amelyben az I(J) Fisher
informacié matrixot az nl; () métrixszal helyettesitjiik.

A Cramer—Rao egyenlGtlenség bizonyitasa vektor értékii © paraméter-
tartomany esetében hasonlé az egydimenzios paramétertartomany esetéhez.
Ezért a bizonyitasnak csak azt a pontjat vazolom, ahol 4j médszer sziikséges.
Ez a (7) formula bizonyitésa.

A bizonyitas elsé 1épésében az egydimenzids esethez hasonldéan érveliink.
Az (5) formula segitségével hasonl6 becsléseket tesziink, mint az egydimenzids
esetben. Jelen esetben is V(zx) = T(x) figgvényt vélasztunk. Az U(x)
figgvényt az Uj(x) = %(log fo(x)), g =1,... k, fiiggvények és tetszdleges
c1,. .., ¢ konstansok segitségével az U(z) = Zle c;Uj(x) képlettel definidl-
juk. Ilyen vélasztdssal be tudjuk latni az (5) egyenlétlenség felhasznéldsaval,

hogy
2 k

< VarT'(z) (Z > CiCin,j(ﬁ)> ) (8)

i=1j=1

k 0
;Cja%w(ﬁ)

ahol az A, ;(9) egyiitthaték a [(J)) Fisher métrix definiciéjaban szerepld
szamok, és ci,...,cp tetszoleges konstansok. Ezt az egyenlOtlenséget sza-
munkra hasznosabb alakban fogjuk felirni.

Legyen ey, ..., ey, az (A;;(¥)), 1 < i,j < k, Fisher informaciés matrix
ortonormalt sajatvektoraibdl allé bazis az R* Euklideszi térben, és legye-
nek Ap, ..., \r a hozzdjuk tartozd sajatértékek. Fejezziik ki a (8), illetve
a bizonyitandé (7) egyenlétlenségeket az ey, ..., ek, koordinatarendszerben.
Ennek érdekében irjuk az

0 0
500) = ( 55,00y 010))

vektort S(¢) = S5_, aje; alakban alkalmas (a ¢ paramétertl fiigg8) av,. ..,

oy, egytitthatokkal. Akkor felhaszndlva, hogy a (8) formula tetszbleges cy,. . .,
¢ egytitthatokra érvényes, az 14j koordinatarendszerben azt kapjuk, hogy

(Xk: cjaj) < VarT'(x) (Z )\jc§>

8



tetszéleges ¢, . . ., ¢, konstansokkal. A bizonyitandé (7) egyenl6tlenség pedig
k
VarT(z) > > 2L

alakban ifrhaté. Ezt a relaciot megkapjuk az el6z6 egyenlotlenséghdl, ha azt
[0

L valasztassal alkalmazzuk. Ez ugyanis azt adja, hogy
J

(Z iéj) < VarT(x) (Z i:) .

j=1 j=1

Cj:A

A Cramer—Rao egyenlotlenség targyalasanak a végén teszek egy megjegy-
zést arrél, hogy milyen alsé becslést lehet adni egy nem feltétlentil torzitatlan
becslés hibajara, ha a Cramer—-Rao egyenl6tlenség tobbi feltétele teljesiil.
(Most egydimenzids paraméterrel rendelkezé modelleket vizsgdlunk.)

Tekintsiik egy (1) fliggvény nem feltétlentil torzitatlan T'(X) becslését,
és legyen

br (V) = Ey(T'(x)) — ¥(0).
Ha a Cramer—Rao egyenlGtlenség egyéb feltételei teljestilnek, akkor felirhat-
juk, hogy

minden ¢ € © paraméterre

Var (T'(z)) >

a Cramer—Rao egyenl6tlenség alapjan, ha azt a ¢*(9) = EyT(x) = () +
br () figgvényre alkalmazzuk.

Vezessiik be az Ry(T) = Ey(T(z) —1(9))? mennyiséget, amit tigy hivnak,
hogy a (1) fiiggvény T'(X) becslésének a négyzetes rizikéja, és ami jol méri
a T'(X) becslés hibajat. Ekkor felirhatjuk a Steiner azonossig alapjan, hogy

Ry(T) = Var (T(x)) 4 b7(9),

(' () + b7 (V))?

Ry(T) > )

+b3.(¥) minden ¥ € © paraméterre.

Megjegyzem, el6fordulhat, hogy torzitott becsléssel kisebb négyzetes ri-
ziké érhetd el, mint a lehetd legjobb torzitatlan becsléssel.

9



A kovetkezd témank az, hogy hogyan lehet j6 paraméterbecsést adni.
A maximum likelihood becslést fogom roéviden ismertetni. Ennek két jo
tulajdonsaga is van. KEgyrészt egy altalanos elvet fogalmaz meg, aminek
a segitségével bonyolult esetekben is tudunk javasolni egy modszert az is-
meretlen paraméter(ek) becslésére. Maésrészt ez egy aszimptotikusan op-
timalis becslést biztosit bizonyos regularitasi feltételek teljesiilése esetén.
Olyan kis hibaval becsiili meg a keresett paramétert nagy minta elemszam
esetén, mint amilyet a Kramer-Rao egyenlotlenség sugall.

Heurisztikus szinten ismertetem azon eredmény bizonyitasat, amely meg-
adja a maximum likelihood becslés hibajanak az aszimptotikus viselkedését
nagy elemszamu minta esetén. Megadom a maximum likelihood egyen-
let megoldasanak aszimptotikus viselkedését bizonyos linedris kozelitéseket
végrehajtva a valodi paraméter kis kornyezetében. Ezen kozelitések elhanya-
golhatoan kis hibat adnak alkalmas feltételek teljesiilése esetén. Ennek a heu-
risztikus szinten plauzibilis allitasnak a bizonyitasa adja a preciz bizonyitast,
amit elhagyok. Ehelyett megelégszem egy a Bolla-Kramli konyvben (szintén
bizonyitas nélkiil) kimondott eredmény ismertetésével.

El6szor csak a legegyszeriibb esetet vizsgalom, amikor egy egydimenzios
paraméter becslését tekintem. A kovetkezo problémaval foglalkozom. Legyen
adva f(z,1) stiriiségfiiggvények egy csalddja a szdmegyenesen, amelynek ele-
mei egy ¥ € R, azaz értékét a szamegyenesen felvevd paramétertdl fiiggnek,
és figyeljiik meg & (w), ..., &, (w) fliggetlen, egyforma eloszldsi valészintiségi
valtozdk egy sorozatét, amelyek eloszldsdnak van egy f(z, %), stirliségflige-
vénye, ahol ¢, ismeretlen paraméter. Ezt a paramétert akarjuk megbecsiilni
a megfigyelt valoszinliségi valtozok segitségével.

A maximum likelihood mddszer a kovetkezd becslési eljarast javasolja.

Legyen az a U, = U,(&1, ..., &) szdm a 9y paraméter maximum likelihood
becslése, amelyikre igaz az, hogy a (&1, . . ., &,) vektor siirtliségfliggvénye, azaz
a

kf[lf(&k,ﬁ) — exp {kfjllog f(&ﬁ)}

szorzat itt veszi fel a maximumat. Ez a szam megtaldlhato, mint az

> 2 log (g, v) =0 o)

k=1

ugynevezett maximum likelihood egyenlet megoldasa. Ezutan minket a Oy —
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¥ kiilonbség aszimptotikus viselkedése érdekel, ahol ¥, a (9) egyenlet (meg-
felel6) megoldésa.

Ezen egyenlet kozvetlen vizsgalata meglehetésen nehéz. de a (9) egyenlet
baloldaldn szereplé kifejezés baloldaldnak a Taylor sorfejtése az (ismeretlen)
Yo pont kortl jé és egyszerii approximaciot ad a U mennyiségre, és lehetévé
teszi a U, — Jg kiilonbség aszimptotikus viselkedésének a megadésat.

Ez a Taylor sorfejtés azt adja, hogy

n

0 ) 32 B G
k=1

k> 790)
3 " S &k, Vo) (aTgf(fky 190))2 R )
Hn =t | 2 %@@»‘ ey || O (=)
zn: (nk + (0, — 190)) +0 (n(ﬁn - 190)2) , (10)
k=1

ahol

_ 0f (& P0) 2 f(nty)  (BFE)
f (& v0) fEnbo) (G 0)

a k = 1,...,n indexekre. Meg akarjuk érteni a (10) kifejezés jobboldalan
szereplé mennyiség aszimptotikus viselkedését.
Az

Ce =

0
B = %ﬁfﬁ?ﬂ o) de= 2= [ ) dw =0
azonossag érvényes, mert [ f(z,9)dr = 1 minden ¢ paraméterre, és ezen
reldcié differencidldsa adja az utolsé azonossagot. Hasonléan En; = —E(, =
J (&,}f((#o) dr >0, k=1,...,n. Ezért a centrélis hatareloszlastétel szerint
Xn = f Z N, aszimptotikusan normélis nulla vérhaté értékkel és I(¥) =
J % dr > 0 szorasnégyzettel. A matematikai statisztika irodalomban

az 1(19) szdmot Fisher informéciénak hivjdk. A nagy szamok torvénye szerint

LSS G~ —I(0).
k=1
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fgy a (10) formula a ¥,, maximum likelihood becslés approximéaciGjat su-

. . >
gallja azzal a 1,, valészintliségi valtozdval, amelyet az 9, —y = — %5
> Gk

k=1

let hatéroz meg, és az eléz8 szamoldsokbdl kivetkezik, hogy /n(d, — o)
aszimptotikusan normélis nulla varhaté értékkel és ﬁ szérasnégyzettel. A
¥, valészinfiségi valtozé nem megoldésa a (9) egyenletnek, az ezen egyenlet
baloldalén szerepld kifejezés értékének a nagységrendje O(n(0, — 19)?) =
O(1) ebben a pontban. Mésrészt, némi szdmolds mutatja, hogy a (9) egyen-
let baloldalan szerepl6 fiiggvény differencialhanyadosa ebben a pontban vi-
szonylag nagy, nagyobb, mint const.n valamilyen const. > 0 szammal. In-
nen kovetkezik, hogy a maximum likelihood egyenletnek van egy olyan O

megolddsa, amelyre 9,, — 0, = O( ) Ezért a /n(0, — ) és v/n(9, — )
kifejezéseknek hasonlé az aszimptotikus viselkedésiik.

A fent ismertetett bizonyitasvazlat lényege igy foglalhato 0ssze: Vegytik
egy egyszerl linearizalt verzidéjat a vizsgalandd kifejezésnek egy alkalmas
Taylor sorfejtés segitségével, adjuk meg e linearizalt verzié aszimptotikus
viselkedését, és mutassuk meg, hogy a linearizacié csak elhanyagolhatdan kis
hibat okozott.

egyen-

Ismertetek egy pontos feltételekkel megfogalmazott eredményt a maxi-
mum likelihood becslés viselkedésérol. Ez Cramer és Dugué tétele, amely a
Bolla-Kramli konyv 4.3 tételében van kimondva.

Cramer—Dugué tétel. Legyen adva eqy X = (Xi,...,X,) véletlen vek-
tor egy (2, A, P) valdsziniségi mezdn, ahol X,....X, figgetlen, egyforma
eloszldsi valdszindiségi valtozok, amelyek eloszldsa Py valamilyen fy(z), O €
O, striségfiggvénnyel, ahol a © paraméterhalmaz a szdmegyenes nyilt rész-
halmaza, és fg # for, ha 9 # . Tegyik fel, hogy teljesiilnek a kovetkezd
feltételek.

i.) A Yy valddi paraméter eqy U kornyezetében léteznek a fo(x) siiriség-
fugguénynek a 9 paraméter szerinti 1. 2. és 3. parcidlis derivdltjai.

ii.) Léteznek olyan Fy, Fy, F3 figgvények, amelyekre

3

f o(7) PYE

log fo(x)| < F3(x)

)| < Fy(z), ‘

[t
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minden ¥ € U paraméterre. Tovdabbd Fy és Fy integralhato fiigguények,
és By, (F3(x)) < oo.

i11.) 1(9) < oo minden ¥ € U paraméterre, és 1(1y) > 0.

Akkor az n elemi mintdhoz tartoze maximum likelihood egyenletnek léte-
zik olyan 19, gyoke, amelyre n — oo esetén

(1) P(9, — ) =1
(2) V/n(d, — ) — N( > ) eloszldsban aholN(O

eloszldst jeloli O varhato ertek‘kel €s el

1 e
71(190)) a normdlis

ﬂ 3 szordsnégyzettel.
(3) \/n(9,, — V) minden momentuma konvergdl az N (0, ﬁ) eloszlds dltal
meghatdarozott megfeleld momentumhoz, ha n — oo.

Végill roviden ismertetem a maximum likelihood becslés aszimptotikus
viselkedésérol szolé eredményt abban az esetben, ha a © paramétertartomany
a k-dimenziés tér nyilt részhalmaza, £ > 1. Az eredménynek most is csak
egy nagyon vazlatos heurisztikus magyarazatat fogom adni.

Annak érdekében, hogy kimondjuk az eredményt sziikséges az eddigiektol
némileg eltéré jelolést bevezetni. Jeldlje ¢ = (d4,...,7;) a © paramétertar-
tomény egy pontjat, ¥(0) = (91(0),...,7,(0)) az (ismeretlen) valédi becsii-
lendé paramétert, és legyen ﬁ(n) = (ﬁl(n),,ﬁk(n)) az n eleml minta
segitségével elvégzett maximum likelihood becslés értéke.

Jelolje &;,...,&, a megfigyelt n elem mintat. Ekkor a k-dimenzids
paramétertartomany esetében a maximum likelihood egyenlet a koévetkezo
alaku.

0, B
Zaﬁllogf(fjv )—O, l—l,,k}

A 9(0) pont koériili Taylor sorfejtéssel kapjuk, hogy a fenti osszeg értéke a
Y(n) pontban

n Z Xk: (@ (8191819m£] (&, 9(0))



(6. 9(0) 52 <5j,z9<o>>>
7€, 9(0))

a3,/ (£:9(0))

) = 00)
és
o) = goaa (6:9(0) 5 /(&5 9(0)) 5o f (€5, 9(0))
e f(&,9(0)) f2(&,9(0))
aj=1,....,nél,m=1,... kindexekre.

Innen az elhanyagolhaté hibatagokat elhagyva a kovetkezo jé kozelitést
kapjuk a @m(n) — 9,(0), m = 1,..., k, kifejezésekre a maximum likelihood
becslés, azaz az n elemfi minta segitségével adott 1J(n) becslés és a valédi 9(0)
paraméter kiilonbségére. Vezessiik be az Uj(n) = X7_; n;:(n) és Vim(n) =
i (j.m(n) mennyiségeket. Segitségiikkel felirhatjuk az

S Vi () (O (n) = 9,(0)) = =Ui(n), 1=1,...,k,

m=1

linedris egyenletrendszert. Innen
(D1 (n) — 01(0), ..., (Dk(n) — 9s(0)) = —=(Ui(n),...,Us(n))Z(n)~", (11)

ahol Z(n) a Z(n) = (Vi,n(n)), [,m=1,..., k métrix.

Az egydimenzids esethez hasonlé szamolas adja, hogy EU;, = 0, | =
1,...,k, és az %(Ul(n), ..., Ug(n)) vektor a centrilis hatareloszlastétel sze-

rint eloszlasban konvergal egy nulla varhaté értékii és I(dy) kovarianciamét-
rixi normélis eloszlashoz, ahol I(1Jy) a Fisher informécié matrix. Masrészt
a nagy szamok torvénye alkalmazhaté mindegyik Vj,,(n), ,m = 1,... k,
valdszintiségi valtozora, és az azt adja, hogy az %(V}m(n)) = %Z(n), I,m =
1,..., k, matrix egy valdészintiséggel konvergal az I(Yy) matrixhoz, ezért in-
verze konvergdl e matrix inverzéhez.

14



Ezen eredmények alapjan nem nehéz belatni, felhasznalva a (11) formulat,
hogy a /n(d(n) — ¥(0)) (normalizalt) maximum likelihood becslés hibdja
aszimptotikusan nulla varhaté értékli normalis eloszlasu valdszintiségi valto-
z6, amelynek kovarianciaja

lim nE[(Uy(n),...,Us(n)Zn0) " [(Ui(n),. .., Us(n))Z(n) ]

n—oo
1

00 E (S [Um). .. Ue) (Un), ... () ) 100
(790)717

mert lim nZ(n)~ = I(J)~", és

I
I

. 1 .
Jim B ({00, U] (Gr(n), ... Unln)) ) = 1(00).

Ez azt jelenti, hogy szép, reguldris esetekben a normalizdlt maximum
likelihood becslés hibdja, azaz a v/n(d(n) — ¥(0)) kifejezés aszimptotikusan
normdlis eloszlast, nulla varhaté értékkel és I(y) ™! kovariancia matrixszal.

Végil osszehasonlitom a maximum likelihood becslés hibajarol kapott
eredményt a Kramer-Rao egyenl6tlenség allitasaval abban az esetben, ha
k-dimenziés regularis modelleket tekintiink.

Legyen adva fiiggetlen, egyforma eloszlasu &1, ..., &, valdszintiségi valto-
76k sorozata fyo)(x) stirtiségfiiggvénnyel, ahol ¥(0) € O, létezik fy(x) stirt-
ségfliggvény minden ¥ € © paraméterre, azok szépen viselkednek, és O egy
nyilt halmaz a k-dimenziés Euklideszi térben. Tekintsiik a 9(0) paraméter
Q§(7’L> maximum likelihood becslését. Legyen v(-) egy sima fiiggvény a ©
halmazon, és vizsgaljuk a ¥ (J(n)) — 1(19(0)) kiilonbség aszimptotikus visel-
kedését nagy n paraméterre.

Mivel 9(n)) — 9(0)) kicsi, (nagysagrendje O(n=/2)), ezért a

Zn) =3 jmw(ﬁ(o»«él(n)) —9,(0))

=1

kifejezés j6 kozelitése a ¥ (9(n)) — ¢ (9(0)) kiilonbségnek. A /nZ(n) és
VW (d(n)) — (9(0))) kifejezéseknek ugyanaz a hatéreloszlésa.  Viszont
VnZ(n) hatéreloszlasat tudjuk a maximum likelihood becslésre vonatkozo
centralis hatdreloszlastétel alapjan. Valdban, abbél, hogy /n(d(n) — 9(0))
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hatdreloszldsa a k-dimenziés normélis eloszlds I(1¥(0))~! kovariancia mét-
rixszal és nulla vérhaté értékkel, kovetkezik, hogy /nZ(n) hatdreloszldsa a
normélis eloszlds nulla vdrhaté értékkel és o2(9(0) szérasnégyzettel, ahol

00 = (5 0O 550000 ) 1600

0 0 i
(50 # 00, 000D

Ezért /n(1(9(n)) — (9(0))) hatéreloszldsa is a normalis eloszlés nulla vér-
haté értékkel és o2(9(0)) szérdsnégyzettel.

Erdemes ezt az eredményt osszehasonlitani a Cramer—Rao egyenl6tlenség-
gel. Utébbi azt allitja hogy a 1(9(0)) fiiggvény barmely torzitatlan 9(n) =

T(&, ..., &) becslésére Var (vnd(n) — (9(0))]) > o*(1(0)). Ez azt jelen-

ti, hogy a w(@(n)) maximum likelihood becslés szérdsnégyzete aszimptotiku-
san nem nagyobb, mint ¢ (¢(0)) barmely torzitatlan becsléséé.

Kiegészités.

A most targyalt maximum likelihood becslés elve altalanosabb feltételek mel-
lett is alkalmazhaté. A mddszer lényege az, hogy olyan paramétert keresiink,
amelyre a hozza tartozé eloszlas esetén a megfigyelt minta striségfiiggvé-
nyének az értéke az adott helyen a leheto legnagyobb. Lehet, hogy nem
abszolit, hanem csak lokalis maximumot keresiink. Az ismertetett vazlatos
bizonyitassal indokolt eredmény arrol szolt, hogy szép esetekben ezt a szél-
soértéket, tehat a maximum likelihood becslést a stirtiségfliiggvény értékének
a paraméter szerinti derivalasa segitségével megkapjuk, és ilyen médon egy
nagyon jo tulajdonsidgokkal rendelkez6 becsléshez jutunk. De ezt a modszert
olyan esetekben is alkalmazhatjuk, amikor az ebben a targyalasban felhasz-
nalt regularitasi feltételek nem teljestilnek, példaul a maximumot nem tudjuk
differencialas segitségével megtaldlni. De a maximum likelihood becslés elve
ilyenkor is alkalmazhato, tehat a keresett maximumot ilyenkor is megkeres-
hetjiik, és a kapott maximumot tekinthetjiik a maximum likelihood becslés
értékének. Ez az eljaras gyakran ad jo eredményt. Az alabbi példa tanulsagos
lehet.

Legyen adva egy n elemi fliggetlen egyforma eloszldsu valoszintiségi val-
tozékbdl all6 X = (Xi,...,X,) minta, amelynek X;, 1 < j < n, elemei

16



egyenletes eloszldsiak egy [, + 1] intervallumban, ahol ¥ € R' ismeretlen
paraméter, és ezt akarjuk megbecsiilni megfigyeléstiink alapjan. Ertsiik meg,
hogy milyen modszert javasol a maximum likelihood becslés elve ebben az
esetben.

Ekkor a megfigyelt minta eloszldsdnak van stirtiségfiiggvénye (a Lebesgue
mérték szerint), amely igy frhaté fel: fy(z1,...,2,) =1, had <z; <9 +1
minden 1 < j < n indexre, és fy(z1,...,2,) = 0 egyébként. Erdemes ezt
olyan egyszertibb alakban felirni, amelyben ez az fy(-) stirtiségfiiggvény nem
n hanem csak két valtozé fiiggvénye. Ennek érdekében vezessiikk be a a
kovetkezé T: R™ — R? leképezést.

T(zy,x9,...,2,) = (min(zy,...,z,), max(xy, ..., x,)).
Definidljuk tovdbba a kovetkezd gy: R? — R! fiiggvényt. gg(x,y) = 1, ha

U<z <y<Id+1,és gy(x,y) =0 egyébként.
Ezzel a valasztassal érvényes az

fﬁ(xl, . 71;71) = 919<T(‘r17 s 71;71))

azZoNossag.
Az fy(xq,...,x,) fliggvénynek a maximumhelyét tigy keressiik, mint a
go(T' (1, ..., 3,)) fliggvény maximumbhelyét. Ez a maximumhely nem egyér-

telm{. Olyan 9 értékekre vétetik fel, amelyekre y — 1 < 9 < z, ahol
r=min(xq,...,2,), y=max(xy,...,T,).

Ilyen ¥ értékekre lesz 95(T(x1,...,2,)) = 1. Ez azt jelenti, hogy a ma-
ximum likelihood becslés ebben az esetben nem egyértelmii. Definidljuk a
legkisebb X3y = min(X,,...,X,) és legnagyobb X,y = max(Xy,...,X,)
elemet az X = (Xy,...,X,) mintdb6l. Egy maximum likelihood becslést
ugy kapunk, mint ezen Xy és X,y elemek S(X(1), X(n)) fliggvényét alka-
Imas S(x,y) fiiggvénnyel. Az S(X(1), X)) valészintiségi valtozé akkor lesz
maximum likelihood becslés, ha y — 1 < S(x,y) < x az S(x,y) fiiggvényre
minden olyan (z,y) pontparra, amelyre x <y < z + 1.

Ezen maximum likelihood becslések koziil a legtermészetesebb a 0, =
% — 3 becslés, azaz a 0, = S(X(1), Xn)) becslés az S(z,y) = 4¢ — 1
fliggvénnyel. Ez analég a varhaté értéknek a mintaelemek atlaga szerin-
ti becslésével, ami jo becslés regularis esetekben, de itt masfajta atlagot

érdemes venni. Vegyiik észre, hogy a Neyman—Fisher faktorizdcios tétel
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alapjan T'(X(1), X(n)) elégséges statisztika. (Altaldban a maximum likeli-
hood becslések elégséges statisztikan alapulnak, és ezt nem nehéz latni a
Neyman—Fisher faktorizacios tétel segitségével.) Lassuk be, hogy ez a becslés
torzitatlan, és szamoljuk ki a szérdsnégyzetét.

Feladatok:

Bizonyitsa be, hogy ha Xi,..., X, fliggetlen, egyforma eloszlasi valdszi-
niiségi valtozok egyenletes eloszlassal a [¢, 9 + 1] intervallumban, akkor az
(X(1), X)) véletlen vektor stirtiségfiiggvénye, ahol Xy = min(Xy,...,X,)
és X(ny = max(Xy,...,X,) az a g(z,y) fiiggvény, amelyre

g(x,y) =nn—1)(y—2)""% had <z <y <I+1, és g(z,y) = 0 egyébként.

X+Xm)
2

Mutassa meg, hogy a U, = % becslés torzitatlan, és szérasnégyzete
1

2D (nt2)"

Megjegyzés. S Cramer—Rao egyenlétlenség alapjan bizonyos regularitési fel-
tételek teljesiilése esetében egy torzitatlan becslés hibdjanak a szérasnégyzete
nagyobb, mint %St'. Ebben a példdban ez a szérdsnégyzet O(#), viszont
nem teljesiilnek a Cramer—Rao egyenl6tlenség feltételei.

X)) +Xm)

1 ’
5 -5 becslés

Segitség. A kovetkezd integralt kell kiszamolni a 0, =
szorasnégyzetének kiszamitasahoz:

n(n — 1)(y — 2)"2 (“ ty) 1 q9>2 da dy.

/{(x,y): I<z<y<d+1} 2 2

Erdemes az u = y—x,v=x+y—1— 29 valtozd transzformaciét elvégezni,
amelynek Jacobi determinansa 2. Az el6z6 integral a kovetkezoképp fejezhetd
ki az u és v valtozok segitségével:

n(n —1) / L, V2
_ u"" " — dudv,
2 {(u,w)€D} 4

ahol D = {(u,v): 0<u<1, u—1<v<1—u}.

Tekintsiik a kovetkez6 feladatot. Legyenek Xi,..., X, fiiggetlen, egyforma
eloszlast valdszintiségi véltozdk egyenletes eloszldssal a [0, 4] intervallumban
valamilyen ¥ > 0 paraméterrel. Hatarozza meg a ¢ paraméter maximum
likelihood becslését az X = (Xi,...,X,) minta alapjan, és szamolja ki e
becslés hibajanak varhato értékét és szorasnégyzetét.
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Segitség. El6szor a maximum likelihood becslés meghatarozasaval foglalko-
zunk. Ennek moédszerét ismertetem roviden. Az X = (Xi,...,X,) minta
stiriségfiiggvénye fy(z1,...,2,) = 07", ha 0 < z; < 9,1 < j < n, és
fo(xy,...,x,) = 0 egyébként. [rjuk ezt fel egyszeriibb, szémunkra hasz-
nosabb alakban. Definidljuk az y = T'(x,...,x,) fliggvényt a kovetkezd
modon. Legyen

T(z1,...,2,) = max(xy,...,2y,), ha z; > 0 minden 1 < j < n indexre,

T(xy,...,x,) = 0 egyébként. Legyen gy(xr) = 97", ha 0 < = < 0, és
go(x) = 0 egyébként, és legyen X(,,) = max(Xy,...,X,). Ekkor

fo(xr, ... xn) = go(T(x1, ..., 2,)),

és ez maximumat a 9 = T(z1,...,x,) paraméterre veszi fel. Ezért a maxi-
mum likelihood becslés a O = T(Xy,...,X,) = X(n) becslés. Jegyezziik meg,
hogy X () siiriségfiiggvényét a hy(x) = na" 197" ha 0 <z < 9, és hy(x) =
0 egyébként képlet hatarozza meg. Ez lehet6vé teszi a a O, =X (n) Maximum
likelihood becslés varhaté értékének és szérasnégyzetének kiszamitasat.

Tekintstik a kovetkezo feladatot. Hatarozzuk meg egy normalis eloszlasu,
azaz f.(r) = ﬁe‘“‘“w 20 giiriiségfiiggvényi valészinfiségi valtozd p és o
paraméterét egy X = (Xi,..., X,,) minta ismeretében a maximum likelihood
becslés modszerével. Tekintsiik azt az esetet, amikor mind a g mind a o
paraméter ismeretlen, és a (p, o) part akarjuk megbecsiilni, és azt az esetet
is, amikor az egyik paraméter értéke ismert, és a masik paramétert akarjuk

megbecsiilni.
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