STACIONARIUS GAUSS FOLYAMATOK JELLEMZESE
A SPEKTRAL MERTEK SEGITSEGEVEL.

A BOCHNER TETEL ES NEHANY KOVETKEZMENYE

1. A Bochner tétel.

E jegyzet els6sorban a kovetkezo kérdéssel foglalkozik.

Jellemezziik az egész szamok halmazan definialt X,,, n = 0,+1,+£2, ..., stacionarius
Gauss sorozatokat és a valds szamegyenesen definialt X;, —oo < t < oo, stacionarius
Gauss folyamatokat. Elég azzal a specidlis esettel foglalkozni, amikor FX,, = 0, il-
letve EX; = 0 minden n = 0,+£1,... egész illetve —co < t < oo valés szamra. A
Gauss eloszlas tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy egy nulla varhato értéki valészintiségi
valtozokbodl allé staciondrius Gauss sorozatot illetve Gauss folyamatot egyértelmiien
meghataroz annak r(n) = EX;, Xpan, n = 0,+1,... illetve r(t) = EXs X544, —00 <
t < 00, kovariancia fliggvénye. De nem vilagos, hogy hogyan tudjuk megadni a lehetsé-
ges r(n) illetve r(t) kovariancia fiiggvényeket. Meg fogjuk mutatni, hogy e kovariancia
fliggvényeket jol tudjuk jellemezni, mint egy spektral mértéknek nevezett mérték Fourier
transzformaltjat. De ahhoz, hogy ezt megtehessiik meg kell ismerniink az analizis egyik
fontos eredményét, az igynevezett Bochner tételt. Ennek az eredménynek az ismertetése
e jegyzet {6 témija.

Egy maésik szintén ebben a jegyzetben targyalt eredmény arrdl szol, hogy miutan
eloallitottuk egy stacionarius Gauss sorozat vagy Gauss folyamat kovarianciafliggvé-
nyét, mint egy spektral mérték Fourier transzformaltjat hogyan tudjuk magat a Gauss
sorozatot illetve Gauss folyamatot is eloallitani egy alkalmasan definialt véletlen spektral
mérték segitségével.

Annak érdekében, hogy ezeket a problémékat targyalhassuk el6szor felidézek né-
hany alapvetd fogalmat és eredményt.

Tobb-dimenzids normalis eloszlasok definicidja. Definidljuk elészor a tobb-di-
menzios standard normdlis eloszldst. Azt mondjuk, hogy egy (&1, -..,&) véletlen vek-
tor eloszlasa a k-dimenzids standard normdlis eloszlds, ha a &1,...,& valdsziniségi
valtozok figgetlenek, és mindegyik &; valdsziniségi vdltozo, 1 < j < k, standard normdlis
eloszlasiu. FEkvivalens megfogalmazdsban azt mondhatjuk, hogy egqy (&1, ... ,&k) véletlen

vektor eloszldsa a k-dimenzios standard normdlis eloszlds, ha e véletlen vektornak létezik
k

striségfigguénye, és az az f(uy,...,ux) = W exp {—% > u?} fiigguény.
j=1

Egy (m,...,nx) k dimenzids véletlen vektor k dimenzics normdlis eloszldsi vektor
nulla vdrhatd értékkel, ha e véletlen vektor eloszldsa megegyezik valamely (1, ..., 7,) =
(&1, .., &k)A k-dimenzids vektor eloszlasdval, ahol A egy k x k méretd matriz, tovabbd
(&1,...,&k) eqy k-dimenzios standard normdlis eloszldsi véletlen vektor.

Egy ({1, ...,Ck) véletlen vektor k-dimenzids normdlis eloszldsu vektor, ha eloszldsa
megegyezik eqy (N1, ..., M) + (M1, ..., my) véletlen vektor eloszldsdval, ahol (01, ..., M)
eqy k-dimenzios normalis eloszldsu véletlen vektor, amelynek a varhato értéke nulla, és
(mq,...,mg) k-dimenzids determinisztikus vektor.
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Tétel a tobb-dimenziés normalis eloszlas tulajdonsagairol. Tekintsink eqy k-
dimenzios (n1,...,mk) = (&1, -, &) A+ (my, ..., my) normdlis eloszldsi valészindségi
vdltozdt, ahol A egy kx k méretd mdtriz, m = (mq, ..., my) k-dimenzids (véletlentl nem
fiiggd) vektor és (&1, ..., &) egy k-dimenzids standard normdlis eloszldsu véletlen vektor.
Akkor (n1,...,mk) egqy m = (mq,...,my) vdrhatd értékii és D = A*A kovariancia
mdtrizu véletlen vektor. FEgy normdlis eloszlasu véletlen vektor kovariancia mdtriza
pozitiv (szemi)definit, és megforditva, minden k x k méreti pozitiv (szemi)definit mdtriz-
hoz és k dimenzios vektorhoz létezik olyan k-vdltozés normadlis eloszldsi véletlen vektor,
amelynek ez a kovariancia mdatriza és vdrhato érték vektora. Tovdbbd egy k-dimenzios
normalis eloszldsiu valosziniségi valtozo eloszlasat meghatdrozza annak m vdrhato érték
vektora és D kovariancia mdtriza.

Bevezetjiik tovabba a kovetkez6 fogalmat is.

Gauss (sztochasztikus) folyamat definiciéja. Egy &, t € T, sztochasztikus fo-
lyamatot Gauss folyamatnak neveziink, ha minden véges dimenzios eloszldsa normdlis
eloszlds, azaz a T halmaz minden Ty = {t1,...,tx} véges részhalmazdra a (&,,...,&,)
véletlen vektor tobb-dimenzios normalis eloszlasu vektor.

Staciondrius (sztochasztikus) folyamat definicidja. Legyen adva egy X (t,w) szto-
chasztikus folyamat a —oo < t < 0o egyenesen, vagy at = 0,£1,£2,... egész szamok
halmazan. Azt mondjuk, hogy az X (t,w) sztochasztikus folyamat (erds értelemben) sta-
ciondrius, ha minden v > 0 szdmra (a szdmegyenes esetében), illetve minden u > 0
egész szamra, (ha a sztochasztikus folyamat az egész szamokkal van indexelve) “az
X (t,w) sztochasztikus folyamat u szdmmal vald eltoltja,” az X (t,w) = X(t + u,w),
—o00 < t < oo, (vagy t = 0,£1,£2,...), sztochasztikus folyamat véges dimenzids
eloszlasai megegyeznek az X (t,w) folyamat véges dimenzids eloszlasaival. Masképp fogal-
mazva azt kéveteljik meg, hogy minden u > 0 (egész vagy valds) szamra, (attdl figgben,
hogy a t indexek halmaza az egész vagy a valds szamokbdl dll-e) és minden k > 1 egész
szamra valamint —oo < t; < ty < -+ <t < 00 szamokra az X (t;,w), 1 < j <k, k-
dimenzios és X (t;+u,w), 1 < j <k, k-dimenzids véletlen vektorok eloszldsai egyezzenek
meg.

Az erés értelemben stacionarius folyamatoknak van egy gyengén staciondrius folya-
matnak nevezett megfelelgje. Megadom ennek a definicidjat is.

Gyengén stacionarius folyamat definiciéja. Legyen adva egy X (t,w) sztochasztikus
folyamat a —oo < t < 00 egyenesen, vagy at = 0,£1,+2,... egész szamok halmazdn, €és
legyen EX (t,w)? < oo minden t paraméterre. Azt mondjuk, hogy az X (t,w) sztochaszti-
kus folyamat gyenge értelemben staciondrius, ha létezik olyan M szdm, hogy EX (t,w) =
M, minden t szamra, azaz a vdrhaté érték nem fiigg a t szamtdl, és létezik olyan p(s)
fligguény (—oo < s < 00, ha a sztochasztikus folyamat a valds, és s = 0,+1,£2, ..., ha a
sztochasztikus folyamat az egész szamokkal van indexelve), gy, hogy Cov (X (t,w), X (t+
s,w)) = p(s). Ez azt jelenti, hogy az X (t,w) és X (t + s,w) valdsziniiségi vdltozok ko-
varianciafiggguénye csak at ést+ s szamok s kulonbségétol figg, és nincs jelentdsége
annak, hogy mi a t szam értéke.



A kovetkez6 egyszerli lemméban megfogalmazok egy egyszerili kapcsolatot az erésen
és gyengén stacionarius sztochasztikus folyamatok kozott.

Lemma. Ha X (t,w) erdsen staciondrius sztochasztikus folyamat, és EX (t,w)? < oo,
akkor X (t,w) gyengén staciondrius folyamat.

Megforditva, ha X (t,w) gyengén staciondrius sztochasztikus folyamat, és egyben
Gauss-folyamat, akkor X (t,w) erdsen staciondrius folyamat.

A lemma bizonyitdsa. A Lemma elsé &llitdsa nyilvanvalé. A masodik allitdas iga-
zolasa szintén egyszerti, ha megértjiik, hogy egy tobb-dimenziés normélis eloszlasu
valoszintliségi vektor eloszlasat meghatarozza annak varhatd érték vektora és kovari-
ancia matrixa.

Meg kivanjuk adni az Osszes lehetséges (nulla varhaté értékil) staciondrius Gauss
sorozat és Gauss folyamat eloszlasat. Tekintsiik el6szor azt a problémat, hogy milyen
lehet egy valamely 7' paraméter tartomanyon definidlt, nem feltétleniil stacionérius
X(t), t € T, Gauss folyamat eloszldsa. Az egyszeriibb jelolés érdekében feltessziik,
hogy EX(t) = 0 minden t € T pontban. A Kolmogorov féle alaptétel szerint ele-
gendo6 megadni a sztochasztikus folyamat véges dimenzids eloszlasait konzisztens modon.
Ilyen médon definidljuk egy sztochasztikus folyamat eloszlaséat, és minden sztochasztikus
folyamat eloszlasat definidlhatjuk ezen a médon. Jelen esetben, mivel véges dimenzios
Gauss eloszlasokat kell definidlni, ezért egy nulla varhaté értéki valoszintiségi valtozdkat
tartalmazé X (t), t € T, Gausss folyamat eloszldsanak definiciéjdhoz elég megadni az
R(s,t) = EX Xy, s,t € T, kovariancia fiiggvényeket. Annak, hogy létezzék egy adott
R(s,t), s,t € T, kovarianciafiiggvénnyel rendelkez6 Gauss folyamat az a sziikséges és
elégséges feltétele, hogy tetszoleges k > 1 egész szamra és t1,€ T, ... tx € T pontokra
az i-edik sor j-ik oszlopaban R(t;,t;) elemet tartalmazo, 1 < i,j < k, k X k méretii
matrix pozitiv szemidefinit legyen.

Tekintsiik azt az esetet, amikor a T" paraméter tartomany az egész szamok n =
0,+1,4£2,... halmaza vagy a —oo < t < oo szamegyenes. Akkor fog az el6bb definialt
kivant tulajdonsiagi R(s,t) fliggvény staciondrius Gauss sorozatot vagy Gauss folya-
matot definidl, ha R(s,t) = r(t — s) alkalmas r(-) fiiggvénnyel minden s és ¢ pont-
ban. Az aldbb targyalandé Bochner tétel az ilyen r(-) fiiggvények lefrasat adja. An-
nak érdekében, hogy ezt az eredményt meg tudjuk fogalmazni, elOszor bevezetjiik a
pozitiv definit fliggvény fogalmat. Aztan a Bochner tételben jellemezziik a pozitiv
definit fliggvényeket. Sziikségiink lesz még egy apré technikai nehézség megoldasara. A
pozitiv definit fiiggvények altaldban komplex értékiiek. Mi viszont olyan r(t) fiiggvény
keresiink, amelyik valds értékii. De ha meg tudjuk adni a pozitiv definit fiiggvényeket,
akkor nem nehéz koziiliik kivalasztani a valds értékii pozitiv definit fliggvényeket.

Pozitiv definit fiiggvény definicidja. Fgy a valds szamegyenesen definidlt r(t),
—0 < t < o0, fugguényt pozitiv definitnek neveziink, ha minden k > 1 egész, t1, ..., 1tk
valos €s z1, ...,z komplexr szamokbol dllo rendszer teljesiti a

> zyar(ty—t) >0 (1.1)

1<5,1<k



egyenlotlenséget, ahol z a z komplex szam konjugdltjat jelol.

Egy az egész szamok t = 0,£1,£2,... halmazdn definidlt r(t) figgvényt pozitiv
definitnek neveziink, ha minden k > 1 egész, t1,...,tp egész és z1, ..., zr komplex
szamokbdl dllé rendszer teljesiti az (1.1) azonossdgot.

Példa a szdmegyenesen definidlt r(t) pozitiv definit fiiggvényre az r,(t) = et
fliggvény tetszoleges u valdés szammal, mert ebben az esetben
Z ziZry(t; — ) = Z zjélei“(tj_tl) = Z zj e giut)
1<5,1<k 1<5,1<k 1<5,1<k
k k
= sze“‘tj szei“tj > 0. (1.2)
Jj=1 Jj=1

Hasonléan, az r,(t) = e fiiggvény pozitiv definit az egész szdmok halmazén, de ekkor
feltehetjiik, hogy —n < t < 7, mert az igy definidlt r,(t) fliggvényre ryions(t) =
r,(t) minden egész s (és egész t) szamra. Az ilyen médon definidlt pozitiv definit
fliggvények pozitiv egyiitthatos linearis kombinacidi is pozitiv definit fliggvények, és al-
kalmas limeszeléssel tovabbi pozitiv definit fliggvényeket kapunk. Az alabb ismertetett
Bochner tétel heurisztikus tartalma az, hogy ilyen médon az Gsszes pozitiv definit
fliggvényt megkapjuk.

Bochner tétel. FEgy a szamegyenesen definidlt w(t) figguény akkor és csak akkor
folytonos és pozitiv definit, ha létezik a szamegyenesen olyan véges G(-) mérték, amely-
nek segitségével az w(t) fiiggvény eldallithato

w(t) = /00 e G(dr), —oo<t< o0, (1.3)

— 00

alakban. Az w(t) figgvény egyértelmiien meghatdrozza az e figguény (1.3) képletben
megadott eldallitasiban szerepld G(-) mértéket. Az w(t) figgvény akkor és csak akkor
valds értékd, ha a G mérték pdros, azaz G(—A) = G(A) a szamegyenes minden mérhetd
A részhalmazira.

Egy az egész szamok halmazdn definidlt w(t) fligguény akkor és csak akkor pozitiv
definit, ha létezik olyan véges G(-) mérték a [—m,m) szakaszon (pontosabban a szdm-
egyenesnek mint additiv csoportnak a faktorcsoportjan annak 277 részcsoportja szerint,
ahol Z az egész szamok additiv csoportjdt jeldli), amelynek segitségével az w(t) fiiggvény
elddllithato i

w(t) :/ e G(dr), t=041,42,..., (1.4)
—T
alakban. Az w(t) figgvény egyértelmiien meghatdrozza e fiiggueny (1.4) képletben meg-
adott eldadllitdsaban szerepld G(-) mértéket. Az w(t) figguény akkor és csak akkor valds
értékd, ha a G mérték pdros, azaz G(—A) = G(A) a [—m, ) intervallum minden mérhetd
A részhalmazdira.



1. megjegyzés. Az, hogy a [—m,m) intervallumot, mint a szdmegyenesnek annak 277
részcsoportja szerinti faktorcsoportot tekintjiik jelenti, hogy valéjaban a [—m, 7] zart
intervallumot vessziik, de a m és —7 pontokat azonositjuk. Tulajdonképpen a [—7, 7)
intervallumot ugy tekintettiik, mint a mod 27 additiv csoport egy reprezentaciojat a
természetes topologiaval. Ugyanez a megjegyzés lesz érvényes a késobbiekben is, amikor
[—7, 7) intervallumot, mint ezt a faktorcsoportot tekintjiik.

2. megjegyzés. Egy a szdmegyenesen tekintett w(t) pozitiv definit fiiggvényt csak ama
feltétel mellett tudtuk felirni az (1.3) alakban, ha w(t) folytonos fiiggvény. Ez a feltétel
nem hagyhaté el. Valéban, definidljuk azt az w(-) fiiggvényt, amelyre w(0) = 1, w(t) = 0,
ha t # 0. Ez az origéban nem folytonos pozitiv definit fiiggvény, amely nem allithaté
el6 az (1.3) alakban.

A tételben szerepld (véges) G(-) mértéket spektralmértéknek nevezik az irodalom-
ban.

Annak bizonyitdsa, hogy az (1.3) és (1.4) képlet jobboldalan szereplé integral egy
pozitiv definit fliggvényt definidl tetszoleges véges G(-) spektralmérték esetén, amely a
—00 < t < oo esetben folytonos viszonylag egyszeri. Ezt lényegében az (1.2) képletet
segitségével lehet megmutatni. Azt, hogy az (1.2) képletben definidlt w(t) fiiggvény
folytonos tgy lathatjuk be, hogy minden —oco < t < oo és § > 0 szamra tekintjiik a
B(t,6) =t — It(IS%’ [t + HS%] intervallumot, és s € B(t, ) esetén felirjuk az

w(t) — w(s)] < /

@ jz—t|<+

11— ¢~ |1G(dz) 4+ 2G <ac: |z —t| > %)

egyenl6tlenséget. Ezutén észrevessziik, hogy mivel |1 — e!(t=9)%| < 2|t — s||z| < 46, ha
s € B(t,6), ezért a fenti egyenlétlenség jobboldaldanak mindkét tagja nulldhoz tart, ha
s € B(t,0) és § — 0. Innen kovetkezik, hogy w(:) folytonos fiiggvény. A szamoldsok
formalis részleteit elhagyom.

Lényegesen nehezebb annak igazoldsa, hogy tetszoleges pozitiv definit fiiggvény
eloallithaté ilyen médon. Ezért ezen &llitds bizonyitasara fogunk koncentralni. A {6
nehézséget az okozza, hogy az altalanos esetben nem tudjuk explicit médon megadni a
keresett G spektralmértéket.

A bizonyitas egyik f6 gondolata a kovetkezs. Ha w(-) szép fiiggvény, elég sima,
integralhatd és négyzetesen integralhatd, akkor az eldallithaté annak a mértéknek a
Fourier transzformaltjaként, amelynek stirtiségfiiggvénye az w(-) fliggvény

1 —itx
u(x) = 5 /e w(t)dt
inverz Fourier transzformaltja. Ezt az &llitdst nem fogalmazom meg pontosabban.
Helyette ezen éllitasnak egy olyan szamunkra hasznos valtozatat bizonyitom, amely-
ben kihaszndljuk azt, hogy pozitiv definit w(-) fiiggvénnyel foglalkozunk. Megjegyzem,
annak bizonyitdsdban, hogy alkalmas feltételek mellett u(z) az w(t) fliggvény inverz
Fourier transzformélja az egyik lényeges pont annak igazoldsa, hogy u(x) integralhatd
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fiiggvény. Ezt dltaldban ugy biztositjak, hogy felteszik, hogy w(t) elég sima fliggvény,
ahonnan kovetkezik, hogy annak wu(z) inverz Fourier transzformaltja a végtelenben
elég gyorsan nulldhoz tartd, ezért integralhatéd figgvény. Ha w(t) a —oo < t < oo
szdmegyenesen veszi fel az értékeit, akkor fel fogjuk tenni, hogy w(t) folytonos fiiggvény.
Ez egy simasagi feltétel, de ez 6nmagaban nem elegend6 annak biztositdsdhoz, hogy az
u(x) inverz Fourier transzformalt integralhaté legyen. Viszont be fogjuk, ldtni, hogy
mivel w(t) pozitiv definit, ezért u(x) pozitiv fiiggvény. Felhasznalva, hogy u(-) pozitiv
fliggvény enyhébb feltételek mellett is biztositani tudjuk az integralhatosagat.

A szamunkra érdekes eredményt, azt hogy alkalmas feltételek mellett egy pozitiv
definit fliggvény egy stiriiségfiiggvénnyel rendelkez6 mérték Fourier transzforméaltjaként
is eléallithato két allitasban, egy Proposition 1A-ban és egy Proposition 1B-ben fo-
galmazom meg. Az els6ben a folytonos ideji ¢t € (—o00,00) a masodikban a diszkrét
idejii t = 0,4+1,+£2,... esetet tekintem, mert a bizonyitas formélis 1épései kiillonb6zoek
ebben a két esetben. Mind a két eredmény bizonyitasa egy a Parseval formuldhoz ha-
sonl6 azonossag vizsgalatan és a pozitiv definit fliggvények néhany egyszerti, de fontos
tulajdonsaganak az igazolasan alapul. E Proposition-ok ismeretében a Bochner tételt
be tudjuk bizonyitani az altalanos esetben is egy alkalmas limesz eljaras segitségével
néhany onmagdaban is fontos és érdekes eredmény felhaszndalasaval.

Proposition 1A. Legyen w(t), —oo < t < 00, egy a szdamegyenesen definidlt folytonos
és integralhatd figguény (azaz legyen [ |w(t)|dt < 0o), amelyik pozitiv definit. Akkor az

1 [~ _.
u(z) / e "Mw(t)dt, —oo < x < 00, (1.5)

:% .

figguény integrdalhato és nem-negativ, és teljesil az
o .
w(t) = / e u(x)dr, —oo<t< 0o, (1.6)

azonossag.

Proposition 1B. Legyen w(t), t = 0,£1,£2,..., eqy az egész szamok halmazdn defi-
oo

nidlt pozitiv definit fiigguény, amelyre > |w(t)| < co. Akkor az

t=—o0

oo

1 A
=5 e "w(t), —-rm<z<m, (1.7)

t=—o00

u(x)
fligguény nem negativ és integrdlhaté a [—m, ) intervallumon, és teljesil az
Tr .
w(t) = / eu(x)dr, t=0+1,%£2,..., (1.8)

azonossdag.



A Proposition 1A és 1B igazolasa érdekében eldszor a kovetkezo két lemmat latjuk
be.

1.1. Lemma. Legyen w(t) pozitiv definit fiiggvény vagy a —oo < t < 00 egyenesen vagy
az egész szamok t = 0,41, 2, ... halmazdn. Ekkor w(—t) = w(t), és w(0) nem negativ
valds szam, amely teljesiti az w(0) > |w(t)| egyenldtlenséget is minden —oo < t < 00
iletve t = 0,+1,£2,... szamra.

A kovetkez6 lemmat a Proposition 1A bizonyitasaban hasznaljuk fel.

1.2. Lemma. Adva egy F eloszldsfligguény a szdmegyenesen definidljuk az F~ elosz-
lasfiigguényt az F~(t) = 1 — F(t +0) és a °F eloszldsfiigguényt a °F(t) = F * F~(t)
képlet segitségével minden —oo < t < oo szdmra, ahol x konvolucidt jelol. Ha w(t)
pozitiv definit és folytonos figgvény a szamegyenesen akkor

/e_mw(t)OF(dt) >0 (1.9)

minden x valds szamra és F eloszlasfigguényre. (Specidlisan azt is dllitjuk, hogy az
(1.9) formuldban szerepld integrdl értéke valds szam.)

Az 1.1. lemma bizonyitdsa. A pozitiv definit fiiggvény definiciéjdban szerepl6 (1.1) kép-
let (az r(t) = w(t) szereposztassal) abban a specidlis esetben, amikor két pontot tekin-
tink, t;1 = 0 és t5 = t, valamint z; = 1 és zo = 2z valasztassal azt adja, hogy

w(0)(1 + |2*) + w(t)z + w(—t)2 >0 (1.10)

minden z komplex és —oo < t < oo vagy t = 0,4+1,£2,... szdmra. A z = 0
valasztassal az (1.10) formuldban azt kapjuk, hogy w(0) > 0. Ezutdn a z = 1 majd
z = i valasztds az (1.10) formuldban azt adja, hogy w(—t) = w(t). Valéban, az elsd
reldcié szerint Im w(t) = —Imw(—t), mig a mésodik reldcié szerint Rew(t) = Rew(—t).
Ezt felhasznélva meg lehet mutatni, szintén az (1.10) formula segitségével, hogy az
w(0) = 0 esetben w(t) = 0 minden ¢ szdmra. Valéban, ebben az esetben w(t)z+w(t)z =
2Re (w(t)z) > 0, ahonnan z = +1 és z = +i vélasztassal Rew(t) = 0 és Imw(t) = 0. Ha
w(t)

w(0) > 0 akkor alkalmazzuk az (1.10) formuldt a z = — 5y vélasatdssal. Azt kapjuk,
hogy w(0) + |‘::((t3)|2 — 2|fj((tg)|2 >0, azaz w(0)? > |w(t)|?. Az 1.1. lemm&t beldttuk.

Megjegyzés. Az 1.1. lemma bizonyitasaban egy olyan kétszer kettes matrixot tekin-
tettiink, amelynek féatlgjaban mindkét helyen az w(0) szam van, a mellékatld két
helyén pedig az w(t) és w(—t) szamok vannak. Azt vizsgaltuk, hogy ez a métrix
mikor definial egy pozitiv definit kvadratikus alakot, és erre adtunk sziikséges feltételt.
Valgjaban a lemmaban megadtuk annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy a tekin-
tett kvadratikus alak pozitiv definit legyen.

Az 1.2. lemma bizonyitdsa. Rogzitstink egy F' eloszlasfiiggvényt, vegylink két fiiggetlen,
F eloszlasu € és n valdszintliségi valtozdot, valamint vegytik az F' eloszlasfiiggvény &altal
meghatérozott OF eloszlasfiiggvényt. Szamoljuk ki az e "My (¢ — 1) valdszinfiségi
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valtozd varhaté értékét két kiilonbozo moédon. Eloszor ugy tekintjiik ezt a valdoszinliségi
valtozdt, mint a £ —n valdsziniiségi valtozo, masodszor pedig mint a (£, n) véletlen vektor
fiiggvényét. Ezutan felirjuk az Ee &M y(¢ —n) varhaté értéket a & —n valészintiségi
valtozé F(dt) és a (£,m) véletlen vektor F(dy)F(dz) eloszldsdnak a segitségével. A
kovetkezé azonossagot kapjuk.

/e—imtw(t) OF( dt) = Ee—im(ﬁ—n)w(g —n) = /e—ix(y—z)w(y —2)F(dy)F(dz).

Ezért az 1.2. lemméban bizonyitandoé allitast tgy is megfogalmazhatjuk, hogy

/e_ix(y_z)w(y —2)F(dy)F(dz) >0 (1.11)

minden F' eloszlasfiiggvényre és x valds szamra. Vegyiik észre, hogy abban az esetben,
ha F véges sok értéket felvevo diszkrét eloszlas, azaz létezik véges sok sq,...,sk €s
k
p1 >0, ... pp >0, > p; =1, szdm 1gy, hogy P({ = s;) = p;, 1 < j < k, akkor az
j=1
(1.11) egyenl6tlenség kovetkezik az (1.1) formuldbdl, mert ekkor

[ty = AP (AF() = 30 gy e (s — ) 20,
1<5,,l<k

Az altalanos eset bizonyitasat ugy kapjuk, hogy minden F' eloszlast diszkrét eloszla-
sokkal kozelitiink alkalmas médon. Ha adva van egy F' eloszlasfliiggvény és egy kis
e > 0 szam, valasszunk egy olyan T' = T'(¢) > 0 szdmot, amelyre F(=T) < ﬁ(o) és
1-F(T) < 355

Rogzitsiink egy F eloszlasfliggvényt, egy x valds szamot az (1.11) formuldban és egy
e > 0 kiiszobindexet. A folytonos e™®¥w(y) fiiggvény egyenletesen folytonos a [T, T]
intervallumban. Legyen 1 > 0 olyan szdm, amelyre [e®*Yw(y) — **w(z)| < ¢, ha
ly| < 2T, |z| < 2T, és |y—z| < n. Bontsuk fel a [-T, T| intervallumot véges sok diszjunkt
By, ..., By intervallumra tigy, hogy mindegyik B; intervallum hossza kisebb mint 4, és
véalasszunk ki mindegyik B; intervallumban egy s; € B; pontot. Az egyszer(ibb jelolés
érdekében definidljuk a By = (—o0o,—T) U (T,00) halmazt is, és valasszunk ki egy
so € By pontot. Az egyszeriiség kedvéért valasszuk az sszes B, 0 < 7 < M, halmazt
ugy, hogy annak hatara nulla mértékii az F' eloszlas altal generdlt pup Stieltjes mérték
szerint. Definidljuk azt az F; diszkrét eloszlast, amely az s;, 0 < j < M pontokba van
koncentrélva, és olyan pi ., Stieltjes mértéket definidl, amely szerint pp_({s;}) = pr(B;).
Azt éllitom, hogy

'/e—iw(y—z)w(y . z)F(dy)F(dz) _ /e—ix(y—z)w(y — z)Fg(dy)FE(dz) < be. (1.12)

Az (1.12) formula igazoldsa érdekében vezessiik be a h(y, z) = (550w (s; — 1),
ha y € B; és z € By figgvényt, 1 < j, < M, és vegylik észre, hogy

/ W y(y — 2)Fu(dy)Fa( d2) = / Wy, 2)F(dy) F(d2).
[-T,T)x[-T,T] [-T,T)x[-T,T]
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és ezenkiviil |h(y,z) — W= 2w(y — 2)| < e, ha (y,2) € [-T,T] x [-T,T]. Ezért ha
az (1.12) formuldban szerepld integralokat megszoritjuk a [—T,T| x [T, T] négyzetre,
akkor az integrélok kiilonbsége kisebb, mint . Az R?\ ([-T,T] x [-T,T]) tartomany
mértéke mindkét mérték szerint kisebb, mint %, és az 1.1. lemma alapjan az inte-
grandusok abszolut értéke minden pontban kisebb, mint w(0). Ezekbdl az észrevételek-
bél kovetkezik az (1.12) formula.

Az (1.12) formulat alkalmazva egy e, — 0 sorozatra azt kapjuk, hogy az (1.11)
formula baloldalan szerepl6 kifejezéshez konvergalni tudunk valds, nem negativ szamok
segitségével. Ezért az (1.11) formula és igy a 1.2. lemma allitésa is igaz.

Egy o? szérasnégyzetii, nulla varhaté értékii normalis eloszlds felirhatd, mint két
0?2 /2 szérasnégyzetli, nulla varhaté értékii normalis eloszlds konvolucidja. Ezen eloszla-
sok paros fiiggvények, ezért tetszéleges nulla varhato értékii normalis eloszlas felirhaté az
1.2. lemmaban definidlt °F alakban alkalmas F eloszlasfiiggvénnyel. Innen kovetkezik,
hogy az 1.2. lemma alapjan

/e_i””t(,u(t)e_o‘t2 dt >0 (1.13)

minden valés x és pozitiv a szdmra, ha w(-) folytonos, pozitiv definit fiiggvény a
szamegyenesen. Masrészt, tudjuk, hogy a normalis eloszlds karakterisztikus fliggvénye
teljesiti az

2
—z2/2
o vt?/2 — [ —ita© v

V21

azonossagot. Szamunkra kényelmesebb lesz ezen azonossig kovetkezd kissé médositott
alakjaval dolgozni:

dxr minden ¢ és v > 0 valds szamra

—z2 /20

o v(t—a)?/2 _ /e—i(t—a)az6 dz, (1.14)

27

ahol t, a és v > 0 tetszbleges valés szamok.

A Proposition 1A bizonyitdisa. Mivel w(t) integralhaté fliggvény, ezért az (1.13) for-
mulabdl és a Lebesgue tételbdl azt kapjuk o — 0 hatdratmenettel, hogy az (1.5) képlet-
ben definidlt u(t) valés értékii, pozitiv fliggvény. A tovabbi tulajdonsigok bizonyitasa
érdekében az aldbbi a Parseval formulahoz hasonlé azonossagot igazoljuk. Szorozzuk
meg az (1.14) azonossagot a \/%w(t) fliggvénnyel, majd integraljunk a t valtozo szerint.

Azt kapjuk, hogy

) —z2 /20
/ w(t)%e‘”(t_“)zpdt: / / wlt)e O (1.15)
T

™

1 . 2 . . 2
:/ [2— /w(t)e_”m dt} e~ /2vgira o /e“‘au(x)e_‘” 120 dg
T

minden valds a szamra.



Az (1.15) azonossag tekinthetd gy, mint a Parseval formula természetes, egyszeri
valtozata. Az azonossdg baloldalédn az w(t) és %e‘”(t_“)Q/ 2 fiiggvények skaldrszorzata

van, a jobboldalt dgy is irhatjuk, mint fu(—m)e_’me_mz/% dx. Ez az integral az

VU

w(t) fiiggvény u(—z) Fourier transzformaltjanak valamint a \/—276_”(’5_”)2/ 2 fiiggvény

] 2 . 7’ .7 7’ pd
e e= /2 Fourier transzformaltjanak a skaldr szorzata. A Parseval formula hasonlé

azonossagot mond ki két négyzetesen integralhato fiiggvény skalarszorzatarol. A lénye-
ges kiilonbség e két formula kozott az, hogy a Parseval formulaban két négyzetesen
integralhaté fliggvényt tekintiink, mig az itt vizsgalt esetben w(t) integralhatd, de nem
feltétleniil négyzetesen integralhaté fliggvény. Viszont a masik fiiggvény korlatos, és a
végtelenben gyorsan tart nullahoz, és ugyanez elmondhaté a Fourier transzformaltjarol
is. Ez biztositja a tekintett integralok végességét.

Tekintsiik az (1.15) integralt az a = 0 esetben, és végezziik el a v — oo hatarat-
menetet. Mivel u(¢) nem negativ fliggvény, és az o= /2 fliggvény minden rogzitett x
szamra a v valtozé monoton noveked6 fiiggvénye7 amely 1-hez tart, ha v — oo, ezért a
Beppo-Levy tétel alapjén Uli_>n010fu(x)e_“’” /% dx = [u(x)dz. Masrészt az (1.15) képlet
baloldala kisebb, mint w(0) minden v paraméterre. Ugyanis |w(t)| < w(0) minden ¢
szdmra, és az w(-) fiiggvényt egy siiriiségfliggvénnyel szorozzuk be az (1.15) formula
baloldaldn szereplé integralban. A fenti érvelésbol kovetkezik, hogy u(-) integralhatd
fiiggvény.

Tekintsiik ezutdn az (1.15) azonossagot tetszéleges a paraméter esetén, és hajtsuk
végre a v — oo hataratmenetet. Azt allitom, hogy az

w(a) = / ey (z) da

azonossagot kapjuk, ami azt jelenti, hogy igaz az (1.6) azonossag. Valéban, mivel u(x)
integralhaté fliggvény, ezért az (1.15) azonossag jobboldala a Lebesgue tétel alapjan
az [ e"u(r)dz integralhoz tart v — oo esetén. Mdsrészt az azonossdg baloldala az
w(a) szamhoz tart v — oo esetén, mert egyrészt w(t) folytonos és korlatos fiiggvény,

masrészt \/%e*“(t*af/ 2 olyan (normalis) sfirfiségfiiggvény, amely nagy v paraméter
esetén majdnem teljesen az a pont egy kis kornyezetébe van koncentralva. Ezzel a
Proposition 1A allitasat belattuk.

oo
A Proposition 1B bizonyitdsa. Mivel > |w(t)] < oo, ezért az (1.7) formuldban
t=—o0
definidlt u(t) fliggvény korlatos, és igy integralhaté a —m < ¢ < 7 intervallumon. Lassuk
be, hogy ez a fiiggvény nem negativ. Ennek érdekében vegylink egy nagy N szamot,
és definidljuk a zj(\l,c)(a:) = %, ha —N <k <N, és z](\]f)(x) =0, ha |k| > N szdmokat.
Ekkor az w(t) sorozat pozitiv definit tulajdonsiga miatt

B

—N<jI<N —2N<t<2N

ei(j—l):c

. ON — [t| +1 ,,
w(i-1)= Z +et w(t)
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2N —|t|+1

minden pozitiv egész N és —m < z < 7 szdmra. Mivel lim ~—F— = 2 minden
N—o00
oo
rogzitett t egész szamra, és Y |w(t)| < 0o, az el6z6 relaciob6l N — oo hataratmenet-
t=—00

tel megkapjuk az

egyenlotlenséget.
Léssuk be az (1.8) azonossagot. Ennek érdekében definidljuk minden N =1,2,...

N .
szamra az uy(x) = % ST ew(t) fiiggvényt, —m < o < 7, és vegyiik észre, hogy a
t=—N

trigonometrikus fiiggvények ortogonalitasa miatt

w(t) :/ e "yn(z)dr, ha|t| < N. (1.16)

—T

Mivel |uy(z) — u(z)| < 5= 3 |w(t)] = 0, ha N — co minden —7 < z < 7 szémra,
[t|>N

ezért Nlim [T |un(z) —u(z)| do = 0, és az (1.16) reldciébdl kovetkezik az (1.8) azonos-
—00
sag. A Proposition 1B-t belattuk.

A Bochner tétel bizonyitasdban egy algebrai jellegi lemmat fogunk alkalmazni.
Ennek megfogalmazasa érdekében bevezetjiik a kovetkezd definicidt.

Matrixok kompozicidja és vektorok didd szorzata. Adva két A = (a(i,j)) és
B =(b(i,7)), 1 <1i,j <n, nXxn-es mdtrix ezek kompoziciojin az Ao B = (a(i, j)b(, 7)),
1 <14,5 <n,nXxXn-es mdtrixot értjik.

Hae= (eM,...,e) és f=(fM,..., f™) két n koordindtdt tartalmazé vektor,
akkor ezek didd szorzatdn az (e x f) = (e fU)), 1 < 4,5 < n, n x n-es mdtrizot értjiik,
ahol T az x szam komplex konjugdltjat jeloli.

Be fogjuk latni a kovetkezo 1.3. lemmat.

1.3. Lemma. Legyen A és B két n X n-es pozitiv szemidefinit mdtriz. Akkor ezek Ao B
kompozicidoja szintén pozitiv szemidefinit.

Szamunkra e lemmaéanak az alabbi kévetkezménye lesz érdekes.
1.3. Lemma koévetkezménye. Két pozitiv definit fiigguény szorzata is pozitiv definit.

A kovetkezmény bizonyitdsa. Legyen f és g két pozitiv definit fliggvény. Az, hogy ezek
a fluggvények pozitiv definitek azzal ekvivalens, hogy akarhogyan rogzitiink bizonyos
t1,...,t, pontokat az A(t1,...,tn) = (f(t; —t;)) és B(t1,...,t,) = (g(ti — ¢;)), 1 <
i,j < n, n X n-es matrixok pozitiv szemidefinitek. FEkkor viszont az A(ty,...,t,) o
B(ti,....ty) = (f(ti —t;)g(ti — t;)), 1 < 14,j < n métrixok is pozitiv szemidefinitek
minden {t1,...,%,} ponthalmazra. Ez viszont azt jelenti, hogy az f(t)g(t) fiiggvény is
pozitiv definit.
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Az 1.3. Lemma bizonyitasa. Ha A és B két szimmetrikus matrix, akkor mind a két
matrixnak van egy eq,...,e, illetve fi,..., f, ortonormalt sajatvektorokbdl allé teljes
rendszere Ai,..., \,, illetve pq, ..., u, sajatértékekkel. Ezek a méatrixok akkor és csak
akkor pozitiv szemidefinitek, ha a sajatértékeik nem negativak.

n
Azt allitom, hogy az A métrix felirhaté A = > A\,(e, X €p), a B métrix pedig B =
=1

p
n

> wp(fp X fp) alakban a fenti sajatvektorokkal és sajatértékekkel. Ennek igazolasahoz
p=1

elegendd azt ellendrizni, hogy ej(e, X e,) = €, és e4(ep X €,) = 0, ha g # p, és hasonld
relacié érvényes a B matrixra, azok f, sajatvektoraira p, sajdtértékekkel. Ezekbdl

n
az azonossagokbdl ugyanis kovetkezik, hogy a Y Ay(ep X e,) mdtrix sajitvektorai az
p=1
€1,...,e, vektorok Aq,...,\, sajatértékekkel.
Viszont kénnyen lathaté, hogy az e, = (eé,l), ey e;gn)) vektorra az ey (e, X €,,) vektor
Jj-ik koordinataja e](gj ) > e](,l)éy(,l) = el(,j ) , mivel az e, vektor norméja 1, és hasonléan az
1=1
. n
eq(ep X ep) vektor j-ik koordindtéja el(f) > e((ll)ég) = 0, ha p # ¢, mert a e, és e, vektorok
1=1
ortogonalisak. Ebbél a szamolasbdl az is kdvetkezik, hogy egy (n-dimenzids) e vektor
onmagaval vett (e x e) didd szorzata pozitiv szemidefinit matrix egy 1 és n — 1 nulla

sajatértéki sajatvektorral.

Az 1.3. lemma bizonyitésa érdekében mutassuk meg, hogy ha e = (e, ... ™)
és f = (fU,..., f(") két n-dimenziés vektor, akkor az (e x e) o (f x f) métrixszorzat
szintén pozitiv szemidefinit métrix. Ehhez elegend6 észrevenni, hogy a h = h(e, f) =
(e M e f()) vektor teljesiti az (e x e) o (f x f) = (h x h) azonossagot. Innen
viszont kovetkezik, tekintve a pozitiv szemidefinit A és B matrixoknak a bizonyitas
elején megadott alakjat, hogy a kompoziciéjuk felirhato

AoB = ZZ)\juk(ej x e;) o (fu x fr)

j=1k=1

alakban, tehat pozitiv szemidefinit matrixok pozitiv egyiitthatos linearis kombinécidja-
ként. Ez azt jelenti, hogy Ao B is pozitiv szemidefinit. Az 1.3. lemmat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A fenti bizonyitds hatterét jobban megértjiik, ha észrevessziik, hogy az (e x
e) diad szorzat egy e egységvektor esetén megegyezik az e vektorra térténé ortogondlis
vetitéssel.

at?

Vegylik észre, hogy az e™*" | —oo < t < o0, fiiggvény pozitiv definit minden av > 0

szdmra, mert felirhaté, mint egy (normaélis) siirtiségfiiggvény Fourier transzformaltja.

Ha az e—ot’ fliggvény értelmezési tartomanyat megszoritjuk a ¢t = 0,+£1, 42, ... egész

szamok halmazara, ez a fliggvény akkor is pozitiv definit marad. Ezért az 1.3. lemma
. Vd . . Ve . .. Ve — 2 . 7 . /.

kovetkezménye szerint, ha w(t) pozitiv definit fliggvény, akkor w(t)e™ " szintén pozitiv

definit fiiggvény, akdr a —oo < t < oo szamegyenesen akar a t = 0,£1,+2,... egész
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szamok halmazan dolgozunk. Réadasul, mivel w(t) korlétos, az w(t)e_at2 fiiggvény in-
tegralhat6. Ezért alkalmazhaté ra a Proposition 1A vagy Proposition 1B eredménye.
Célunk az, hogy ennek segitségével &« — 0 hatardtmenetet alkalmazva bebizonyitsuk
a Bochner tételt. FEnnek érdekében megfogalmazom a valdsziniiségszamitas alabbi
klasszikus eredményeit.

Tétel eloszlasok konvergencidjanak jellemzésérol karakterisztikus fiiggvények

segitségével. Legyen F,,(u) eloszlasfigguények egy sorozata a szdmegyenesen o, (t)

karakterisztikus figgvényekkel, n = 1,2,.... Ha a ¢o(t) = lim ¢, (t) hatdrérték létezik
n—oo

minden t pontban, és a @o(t) limeszfigguény folytonos az origéban, akkor létezik olyan
Fo(u) eloszlasfiigguény a szamegyenesen, amelynek a ¢o(t) figguény a karakterisztikus
fiigguénye. Tovdbbd e feltétel teljesiilése esetén az F,(u) eloszlasfligguények eloszldsban
konvergdlnak ehhez az Fy(u) eloszldsfiiggvényhez.

Megfogalmazom ezen eredmény megfelel6jét a [—m, ) intervallumra koncentralt
mértékek konvergencidjardl. (Itt valdjaban a [—m,7) intervallum a szdmegyenesnek,
mint additiv csoportnak a faktorcsoportjat jeloli a 2wZ részcsoportja szerint, ahol Z az
egész szamok additiv csoportja.)

Tétel a [—m, ) intervallumon definidlt valészintliségi mértékek konvergencia-

jardl. Legyen p,, n = 1,2..., valdsziniségi mértékek sorozata a [—m,m) intervallum-

ban és definidliuk mindegyik pi, mérték ¢, (k) = 5= fﬂ e*tu, (dt), k=0,£1,42,...,

Fourier transzformdltjat. Ha létezik, a po(k) = lim ¢, (k) hatdrérték minden k =
n—oo

0,+1,42,... szdmra, akkor létezik olyan po valdsziniségi mérték a |—m, ) intervallu-
mon, amelyre po(k) = % :T e* g (dt) minden k = 0,£1,42,... szdmra. Ezenkiviil a
Un, n=1,2,..., valosziniiségi mértéksorozat gyengén konvergdl ehhez a g mértékhez.

A teljesség kedvéért felidézem a kovetkezo definicidt.

Valészintiiségi mértékek gyenge konvergencidja. Azt mondjuk, hogy egy (X, p) tel-
jes szeparabilis metrikus téren definialt p,, n = 1,2, ..., valosziniségi mértékek sorozata
gyengén konvergdl eqy az (X, p) téren definidlt o valdsziniségi mértékhez, ha minden
az (X, p) téren definidlt folytonos és korldtos fligguényre teljesil a nh_>ngo [ f(@)pn(dx) =

[ f(z)po(dx) reldcid.

Megjegyzés. Egy (X, p) teljes szepardbilis metrikus téren definidlt p valésziniiségi mér-
téket egyértelmiien meghatéroz az [ f(z)u(dz) integrélok rendszere, ha ezt az integralt
az Osszes az (X, p) téren definidlt korldtos és folytonos f(-) fliggvényre vessziik. E
tény ismerete sziikséges annak igazolasahoz, hogy valészinliségi mértékek fent definidlt
gyenge limesze egyértelmiien definidlva van.

A [—m,m) intervallumon definidlt val6szintiségi mértékek konvergencidjardl szolo
tétel kevésbé ismert, mint az elétte megfogalmazott eredmény, noha a bizonyitasa egy-
szeriibb. Roviden vazolom ezt a bizonyitast.

Ismert az az eredmény, hogy a [—m,7) intervallumon definidlt valésziniiségi mér-
tékek tetszoleges sorozatanak van a valdszinliségi mértékek gyenge konvergenciaja sze-
rint konvergens részsorozata. (Altalénosabban, ez az allitds igaz barmely (szeparabilis)

13



kompakt metrikus téren definidlt valdszinliségi mértékek sorozatédra is.) Tekintsiik a
o, n = 1,2,... valészintiségi mértékeknek egy tetszbleges részsorozatdat. Akkor en-
nek a részsorozatnak van egy konvergens részsorozata. Tovabba, a tétel feltételei sze-
rint e konvergens részsorozat limeszének egyértelmiien meg van hatdrozva a og(k),
k=0,4+1,42,..., Fourier transzformaltja. Ezt felhaszndlva nem nehéz beldtni Weier-
strass masodik approximaciés tételének a segitségével, hogy ezen részsorozat barmely
valasztasa esetén az az egyértelmiien meghatarozott pp mérték jelenik meg hatarérték-
ként, amelynek ¢q(k), & = 0,£1,+2,..., a Fourier transzforméltja. Abbdl, hogy a
Iy sorozat tetszlleges részsorozatanak van konvergens részsorozata, és annak mindig
ugyanaz a g mérték a limesze kovetkezik, hogy a pu, mérték is konvergal, a limesze
pedig ez a o mérték.
Rétérek a Bochner tétel bizonyitaséara.

A Bochner tétel bizonyitdsa. Lassuk be elszor azt, hogy ha w(t) folytonos pozitiv definit
fliggvény a szamegyenesen vagy pozitiv definit fliggvény az egész szamok halmazan
akkor teljesiti az (1.3) illetve (1.4) formulat alkalmas G( dx) mértékkel. Feltehetjiik az
egyszeriiség kedvéért azt, hogy w(0) = 1, mert dolgozhatunk az % fliggvénnyel is az
w(t) fiiggvény helyett. (Azt kell észrevenni, hogy az w(0) = 0 esetben az 1.1. lemma
alapjan w(t) = 0 minden ¢ pontban, és ebben az esetben (1.3) illetve (1.4) formula igaz
az azonosan nulla G mértékkel.)

Lattuk, hogy tetszoéleges a > 0 szamra az w(t)e*““52 fliggvény integralhato és
folytonos, pozitiv definit fliggvény, ha —oo < t < 00, és pozitiv definit, abszolut kon-
vergens sorozat, ha t = 0,+1,+2,.... Ezért a Proposition 1A, illetve Proposition 1B
eredménye alapjan mind a két esetben el6éll, mint egy (stirtiségfiiggvénnyel rendelkezd)
G, mérték Fourier transzforméltja. S6t az w(0) = 1 feltétel miatt azt is tudjuk, hogy G,
valésziniiségi mérték. Mivel il_% w(t)e=*" = w(t) minden t szémra, ha o — 0 ezért a
Tétel eloszldsok konvergencidjanak jellemzésérdl karakterisztikus fuiggvények segitségével
illetve a Tétel a [—m, ) intervallumon definidlt valdszintiségi mértékek konvergencidjdral
eredménye alapjan tudjuk, hogy a G, mértékek gyengén konvergalnak egy G mértékhez,
és az az w(t) fliggvény teljesiti az (1.3) illetve (1.4) formulat ezzel a G mértékkel.

Léssuk be, hogy az (1.3) illetve (1.4) formuldban szereplé6 G mérték egyértelmiien
meg van hatarozva. Azt kell megmutatni, hogy ha G; és Gy két véges mérték a
szdmegyenesen, és [*_e"Gy(dz) = [7_ €' Gy(dr) minden t valés szamra, vagy Gy
és G két véges mérték a [—m,m) intervallumon, és ["_eGy(dx) = [7_ e Gy(dx)
minden ¢t = 0,+1,42,... szdmra, akkor G; = G5. (Ezt valdjdban bebizonyitjik az
el6bb felhasznélt tételek bizonyitdsaban, de most megismételjiik ezt a bizonyitést.)

Elég megmutatni azt, hogy [h(x)Gi(dz) = [ h(z)G2(dz) minden a szdmegyene-
sen, illetve a [—7, 7) intervallumon definidlt folytonos és korlatos fliggvényre mind a két
esetben. A masodik esetben ez az éllitas azonnal kovetkezik Weierstrass masodik app-
roximécids tételébol, amely szerint minden a [—, 7) intervallumban folytonos fiiggvény
tetszoleges pontossaggal kozelitheté a szuprémum norméaban trigonometrikus polino-
mokkal. Az els6 eset is igazolhatdé Weierstrass masodik approximaécios tételének a
segitségével. El6szor azt latjuk be, hogy egy folytonos, és egy véges intervallumon
kiviil eltiné fliggvény integralja a G1 és G mérték szerint egyenlé. Ugyanis egy
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ilyen fiiggvényt egy a [T, 7] intervallumon definidlt fliggvénynek tekintve egy elég
nagy 1T > 0 szammal, és véve ennek a fliggvénynek a 27T periddusu kiterjesztését a
szamegyenesre azt kapjuk, hogy az e periddikus kiterjesztés segitségével kapott folytonos
és korlatos fiiggvény integralja a G illetve a G mérték szerint egyenld. Ezutan T'— oo
hataratmenettel azt kapjuk, hogy az eredeti fiiggvény integralja is megegyezik e két
mérték szerint.

Ezutan felhasznaljuk, hogy egy tetszoleges folytonos és korlatos fliggvényt jol tu-
dunk kozeliteni korldatos tartéju, folytonos fliggvényekkel. Minden T' > 0 szamra 1étezik
olyan folytonos fiiggvény, amelynek tartéja a [T — 1,7 + 1] intervallum, a [T, T
intervallumban az értéke 1, és az abszolut értéke kisebb vagy egyenlo 1-gyel minden
pontban. Egy folytonos és korlatos fiiggvényt megszorozva egy ilyen fliggvénnyel, és
elvégezve a T' — oo hataratmenetet megkapjuk a kivant allitast.

Azt kell még belatni, hogy egy pozitiv definit w(t) fiiggvény akkor és csak akkor
valés értékil, ha az (1.3) illetve (1.4) reprezentécidjaban szereplé G mérték paros.
Az, hogy az w(-) fliggvény valés, ha a G mérték paros nyilvanvalé. A mésik irdnyu
allités igazolasanak érdekében vegyiik észre, hogy az 1.1. lemma alapjén w(—t) = w(t),
ezért w(t) akkor és csak akkor valés (akkor és csak akkor teljesiil az w(t) = w(t)
azonossag), ha w(t) = w(—t). Ezért abban az esetben, ha w(t) valés értéki felirhatjuk
az w(t) = w(—t) = [e " G(dx) = [€""G~(dr) azonossigot, ahol G~ (A) = G(—A)
minden mérheté A halmazra. Ezt Osszehasonlitva az w(t) fiiggvény (1.3) illetve (1.4)
eloallitasaval, és felhasznalva azt, hogy az ebben az eloallitasban szereplé G mérték
egyértelmiien meghatarozott azt kapjuk, hogy G = G~. Ez azt jelenti, hogy a G
mérték paros. A Bochner tétel bizonyitasat befejeztiik.

Szamunkra a Bochner tételnek az alabbi kovetkezménye lesz érdekes.

A Bochner tétel kévetkezménye. Legyen adva eqy X (t), EX(t) =0, —o0 < t <
00, folytonos idejii staciondrius Gauss folyamat, és jeldlje r(t) = EX(0)X(t), —oo <
t < 00, e sztochasztikus folyamat kovariancia figgvényét. Ha r(-) folytonos figgvény
a szdmegyenesen, akkor létezik egy olyan egyértelmiien meghatdrozott G(-) véges, pdros
mérték a szamegyenesen (azaz G(A) = G(—A) minden mérheté A halmazra), amellyel
az r(-) kovariancia figgvény megadhato

o

r(t) = / e G(dr), —oo<t< oo, (1.17)
— 0o

alakban.

Megforditva, ha G eqy véges, pdros mérték a szamegyenesen, akkor létezik egy olyan
X(t), EX(t) =0, —oo < t < 00, folytonos ideji staciondrius Gauss folyamat, amelynek
r(t) = EX(0)X(t) kovariancia figguénye folytonos, és az (1.17) képlettel adhaté meg
ezen G mérték segitségével.

Legyen adva egy X(n), EX(n) =0, n=0,+1,42,..., diszkrét ideji staciondrius
Gauss folyamat, és jeldlje r(n) = EX(0)X(n), n = 0,£1,42,..., e sztochasztikus
folyamat kovariancia figguényét. Létezik egy olyan egyértelmien meghatdrozott G(-)
véges, paros mérték (azaz G(A) = G(—A) minden mérheté A halmazra) a [—m,m) in-
tervallumon (pontosabban a szdmegyenes additiv csoportjinak faktorcsoportjan a 2wZ
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részcsoport szerint, ahol 7 az egész szdmok additiv csoportjat jeldli) dgy, hogy az r(-)
kovariancia fiigguény megadhato

r(n):/ e G(dr), n=0,+1,42 ..., (1.18)

—T

alakban.

Megforditva, ha G egy véges, pdros mérték a [—m,m) intervallumon, (hasonldan
értelmezve ezt az intervallumot, mint az elébb tettik), akkor létezik egy olyan X (n),
EX(n) =0, n = 0,£1,%2,..., diszkrét ideji staciondrius Gauss folyamat az egész
szdmok halmazdn, amelynek r(n) = EX(0)X(n) kovariancia figgvénye az (1.18) kép-
lettel adhato meg ezen G mérték segitségével.

A kovetkezményben szereplé G mértéket a stacionarius Gauss folyamat spektrél
mértékének nevezik az irodalomban.

A kovetkezmény bizonyitdsa. A fenti kovetkezmény igazolasdhoz azt kell észrevenni,
hogy egy stacionarius Gauss folyamat r(t) = EX(0)X(t) = EX(s)X(t + s), —00 <
s,t < 00, vagy r(n) = EX(0)X(n) = EX(m)EX(n+m), n,m =0,£1,+2, ..., kovari-
ancia fiiggvénye (valés értékii) pozitiv definit fliggvény. Valéban, tetszéleges tq, ..., 1
idopontokra és zq, ...,z komplex szamokra

k k k k
NS T marty —t) =Y > 5AEX ()X (1)

j=11=1 j=11=1
k k
=E D> zX(t) | | D zXE) ] >0,
j=1 j=1

azaz r(t) pozitiv definit fliggvény. Az, hogy r(n) pozitiv definit fiiggvény a diszkrét
idejii staciondrius Gauss folyamatok esetében hasonldéan lathaté.

Megforditva, ha r(t), —oo < t < oo, vagy r(n), n = 0,£1,£2,..., pozitiv definit
fiiggvény, akkor létezik az az adott r(-) kovariancia fiiggvénnyel rendelkezé stacionérius
Gauss folyamat, mert minden t,...,¢; pontra létezik EX(t;)X(¢t;) = r(t; — t;) ko-
variancia fliggvénnyel rendelkezé (X (t1),..., X (%)) tobbdimenziés normadlis eloszlasi
vektor.

Megjegyzés. A folytonos idejii stacionarius Gauss folyamatok r(-) kovariancia fiiggvényét
csak akkor jellemeztiik az el6z6 kovetkezményben, ha az folytonos fliggvény. Ez a
feltétel nem hagyhat6 el. Valdban, legyenek X (t), —oo < t < oo, fliggetlen, standard
normalis eloszlasu valészintiségi valtozok. Akkor ezek olyan stacionarius Gauss folya-
matot definidlnak, amelynek r(-) kovariancia fiiggvényét az r(0) = 1, r(t) =0, hat # 0
képlettel adhatjuk meg. Ez a fiiggvény nem adhaté meg (1.17) alakban.
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Stacionarius Gauss folyamatok megadasa véletlen mértékek segitségével.

Az el6z6 fejezeben megmutattuk, hogy egy stacionarius Gauss folyamat kovariancia
fliggvénye megadhatd, mint egy spektral mérték Fourier transzformaltja. Ebben a fe-
jezetben megmutatjuk, hogy nemcsak a kovariancia fiiggvény, hanem maga a Gauss
folyamat is megadhatd, mint egy olyan véletlen Gauss mérték szerinti integral, amely
véletlen Fourier transzformaltnak is tekintheté. Ez lehetévé teszi azt is, hogy a Gauss
folyamaton természetes médon definidlhaté shift transzformécié hatasat is meg tudjuk
adni ezen véletlen integral segitségével. A fenti allitdsok pontos megfogalmazasa érdeké-
ben el6szor néhany fogalmat be kell vezetni. Eloszor a shift transzforméacié definiciéjat
fogom targyalni.

Tekintsiink egy X (t), EX(t) = 0, —oo < t < o0, folytonos idejii vagy egy X(n),
EX(n) = 0, n = 0,+1,42,..., diszkrét ideji staciondrius Gauss folyamatot egy
(2, A, P) val6szintiségi mezén, és definidljuk azokat az M (valés) és M (komplex)
Hilbert tereket, amelyek elemei az (€2, A, P) valdsziniiségi mez6 négyzetesen integral-
haté, nulla varhato értékdi valds illetve komplex értékli fiiggvényei, és a skaldrszor-
zatot ezekben a Hilbert terekben a (£,n) = FE{n, £&,n € M, illetve a (£,n) = E£7,
£,m € M képletek adjdk meg. Jelolje H az M Hilbert térnek azt a (valés) alterét,
amely a folytonos idejii folyamatok esetében az &sszes ) ¢, X (¢, ) alakd, a diszkrét idejii
folyamatok esetében pedig 6szes ) | ¢, X (nj, ) alaki valds egyiitthatés véges linedris kom-
binacié formajaban megadhato valdszintiségi valtozobdl allé halmaz lezartja. A fenti
definicidkban a t;, argumentumok valds, az n;, argumentumok pedig egész szamok
lehetnek. Hasonlé médon definidljuk a M Hilbert tér H alterét azzal a kiilonbséggel,
hogy a tekintett ) ¢y X(¢;,) illetve > ;X (n;, ) alaki linedris kombinaciékban a cy
egyutthatok komplex szamok lehetnek. Folytonos idejii stacionarius Gauss folyama-
tok esetében definidlni kivanunk alkalmas modon T3, shift transzformaciokat minden
t € (0o0,00) paraméterre a H vagy H Hilbert térben. Hasonlé médon diszkrét idejti
stacionarius Gauss folyamatok esetében definidlni kivanunk alkalmas moédon T;, shift
transzforméciékat minden n = 0,41, 42, ... paraméterre a H és H Hilbert terekben.

A folytonos ideji esetben azt kivanjuk, hogy legyen T; X (s) = X (¢ + s) minden s
valés szamra, a diszkrét idében pedig azt, hogy legyen T, X (m) = X (n+m) minden m
egész szamra. Ezenkivil azt is szeretnénk, hogy a T; illetve a T,, operatorok unitérek
legyenek a H vagy H térben. Emlékeztetek arra, hogy egy operdtort akkor neveziink
unitérnek egy Hilbert térben, ha nemcsak normatart6, hanem invertalhaté is. (A véges
dimenzios Euklideszi terektol eltéréen abbdl, hogy egy operator normatarté egy Hilbert
térben nem kovetkezik, hogy invertdlhaté is.) A kovetkez6 lemméban beldtjuk, hogy
létezik egy egyértelmiien meghatarozott T} vagy T,, operator a H Hilbert térben a kivant
tulajdonsagokkal, és ezek figyelembe vételével definidlni tudjuk a shift transzforméaciot.
Megjegyzem, hogy a shift transzforméciot definidlhatndnk a nagyobb M vagy M Hilbert
térben is, de mivel erre nem lesz sziikségiink ezt nem tessziik.

2.1. Lemma. Legyen adva egy folytonos ideji X (t), EX(t) = 0, —oo < t < o0,
staciondrius Gauss folyamat egy (2, A, P) valdsziniiségi mezén. Létezik minden t €
(—00,00) paraméterre egy olyan egyértelmien meghatdrozott Ty normatarto linedris
transzformdcio a lemma megfogalmazdsa elétt definidlt H vagy H Hilbert térben, amely
teljesiti a Ty X (s) = X (t + s) reldciot minden —oo < s < oo paraméterre. A T, transz-
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formdcio unitér, és teljesil a Ty, Ty, = Ty 4+, azonossag minden —oo < ti,ty < 00
szdmpdrra.

Legyen adva egy diszkrét ideji X(n), EX(n) =0, n = 0,4+1,£2,..., staciondrius
Gauss folyamat egy (Q, A, P) valdsziniségi mezén. Létezik minden n = 0,+1,+2,. ..
paraméterre eqy olyan egyértelmiien meghatdrozott T,, normatarto linedris transzformd-
cié a lemma megfogalmazdsa eldtt definidlt H vagy H Hilbert térben, amely teljesiti a
T,X(m) = X(n + m) reldaciot minden m = 0,£1,42,... paraméterre. A T, transz-
formdcio unitér, és teljesul a T,,, Ty, = Ty, +n, azonossig minden ny,ne = 0,+1,£2,...
szampadrra.

A 2.1. lemma bizonyitdsa. Tekintsiink két véges sok X (t) valdsziniiségi véltozo linedris
kombindcidjaként definidlt n = > a; X (t;) és ¢ = > b; X(t;) valdsziniiségi véltozot,
és ezek Un = Y a; X(t; +1) és UQ = 3 b; X (t] + t) transzformdcidit. Vegyiik észre,
hogy (1,¢) = (Un,U(), mert mind a két skaldrszorzat a ) a;bgr(t; — t},) Osszeggel
egyenld, ahol r(s) = EX(0) X (s) = EX (u) X (u+s) tetszbleges u és s szamokkal. (Ebben
a lépésben kihasznéljuk, hogy (gyengén) stacionérius sztochasztikus folyamatokkal dol-
gozunk.) Ez az azonossag azt is biztositja, hogy a Tyn = Un = > ajX(t; + t) képlettel
definidljuk a véges linedris kombindcidként felirhaté n = > a; X (t;) valoszintiségi val-
tozo képét a T; transzformacio hatasara. E definicidé jogossagahoz az kell észrevenni,
hogy ha egy n valdszintiségi valtozonak két kiilonboz6 reprezentaciojat adjuk meg, azaz
n = ¢ valamely ¢ = > b;X(t}) véges linedris kombindciéval, akkor a Tyn = TiC
azonossag is igaz. Ez azért van igy, mert || — n||? = (( —n,{ —n) = 0 esetén a
|T:¢ — Tin||* = (T:(¢ — 1), T:(¢ — 1)) = 0 azonosség is teljesiil. Mivel a tekintett véges
linedris kombinéciék egy mindeniitt stirti alteret alkotnak a H vagy H Hilbert térben,
és T; korlatos ezen az altéren ezért a T; operator definicidjat kiterjeszthetjik az egész
H vagy H Hilbert térre. Ez a transzformdcié normatarté, és invertdlhaté is. Ugyanis
minden n = > a; X (t;) véges Osszeg felithaté n = Tyn' alakban az 0’ = )" a; X (t; — t)
valoszintliségi valtozoval. Nem nehéz ezek utan belatni, hogy nemcsak ezen mindeniitt
stirli altér elemeinek van inverze, hanem ezen altér lezértjaban, azaz a H vagy H Hilbert
térben is invertalhaté minden elem.

Mivel el6irtuk, hogy T; X (s) = X (t 4+ s) minden s szdmra, és T; korlatos, linedris
transzformacié, ezért azt csak az elobb megadott médon definidlhatjuk. Végiil abbdl,
hogy T3, T, X (s) = Ty, X (s + t2) = X (s +t1 +t2) = T}, 44, X (s) minden s € (—o0,00)
szamra, és korlatos linearis transzformaciokkal dolgozunk kovetkezik, hogy teljestil a
T, Ty, = T%, 4+, azonossag is.
zonyitani, csak a jelolést kell kissé megvaltoztatni. Ezért ennek targyalasat elhagyom.
A 2.1. lemmat bebizonyitottuk.

Meg akarjuk mutatni, hogy a stacionarius Gauss folyamatokat el6 tudjuk &allitani
megfelel6 véletlen Gauss mértékek szerinti integralként. Annak érdekében, hogy ezt a
kérdést targyalhassuk elészor be kell vezetni azokat a véletlen Gauss mértékeket, ame-
lyek szerint integralni fogunk. Ezen Gauss mértékek tulajdonsigai szoros kapcsolatban
vannak az eléallitandé stacionarius Gauss folyamat spektral mértékével.

Legyen adva egy véges, paros G mérték a szamegyenesen vagy a [—m, ) szaka-
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szon. Ez a G mérték tekintheté egy alkalmas stacionarius Gauss folyamat spektral
mértékének. (A [—m, ) intervallum jelen esetben is gy értend6 mint a szdmegyenes
additiv csoportjanak faktorcsoportja a 277 részcsoport szerint.) Be fogjuk vezetni al-
kalmasan definialt, komplex értékii valészinliségi valtozoknak egy a szadmegyenes vagy
a [—m,m) intervallum mérheté részhalmazaival paraméterezett rendszerét, amelyet a G
spektral mérték szerinti véletlen spektral mértéknek fogunk nevezni. Definidlni fogunk
természetes mdédon egy véletlen integralt ezen véletlen spektral mérték segitségével. Meg
fogjuk mutatni, hogy ezen integral segitségével definidlhaté egy G spektral mértékkel
rendelkezé staciondrius Gauss folyamat. Ezt az eredményt (felhasznélva a Gauss folya-
mat el6allitdsdban szerepld integral specidlis alakjat) ugy is interpretalhatjuk, hogy
nemcsak a Gauss folyamat kovariancia fliggvénye allithaté elo, mint egy spektral mérték
Fourier transzformaltja, hanem maga a Gauss folyamat is eléallithatd, mint egy véletlen
spektral mérték Fourier transzformaltja. Ez az eloallitas lehet6vé teszi azt, hogy a shift
transzformacié hatasat is tanulmanyozni tudjuk egy véletlen integral segitségével.

El6szor megadom a véletlen spektral mérték definicidjat.

Véletlen spektral mérték definicidja. Legyen adva egy véges, paros G mérték a
szamegyenesen vagy a |—m, ) intervallumon. Azt mondjuk, hogy a komplex értéki
Za(A) =E¢a(A)+ing(A), A € B, valdszindségi vdltozok rendszere, ahol B a szamegyenes
vagy a [—m, ) intervallum Borel mérhetd halmazainak a o-algebrdjat jeloli, a G mérték
szerinti véletlen spektral mérték, ha teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat:

(1) A &c(A), na(A), A € B, valdsziniségi vdltozok rendszere eqy Gauss mezdt alkot,
azaz akarhogy is vesziunk ki belolik véges sok tagot, ezek egyittese tobbuvdltozos,
normadlis eloszldsi véletlen vektor.

(ii)) EZg(A) =0 minden A € B halmazra.
(ii) EZc(A)Za(B) = G(AN B) minden A, B € B halmazpdrra.
(v) Zg(—A) = Zg(A) minden A € B halmazra.

Ahhoz, hogy a véletlen spektral mértékekkel dolgozni tudjunk meg kell ismerniink
azok legfontosabb tulajdonsagait. Tobbek kozott meg fogjuk mutatni, hogy tetszoleges
G spektral mérték esetén létezik egy a G mérték szerinti Zg véletlen spektral mérték.
Bar ez taldn egyszeriibben lathato néhany késobb targyalandé eredmény segitségével,
amelyek arra is magyardzatot adhatnak, hogy miért volt érdemes az ebben a definicié-
ban megadott tulajdonsagokkal rendelkezo véletlen spektral mértékeket bevezetni, meg
fogjuk adni ennek az allitdsnak egy direkt bizonyitasat is. Azt is meg fogjuk mutatni,
hogy egy G mérték szerinti véletlen spektral mérték véges dimenzids eloszlasait a G
mérték egyértelmiien meghatarozza.

A kovetkez6 lemméaban megfogalmazom a véletlen spektral mérték néhany fontos
tulajdonsagat.

2.2. Lemma. Legyen adva eqy véges, piros G mérték a szamegyenesen vagy a [—m, )

intervallumon, és leqgyen Zg(A), A € B, eqy G mérték szerinti véletlen spektral mérték.
Ez a véletlen spektral mérték teljesiti a kovetkezo tulajdonsagokat.
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(v) > Za(A)) =Za ( U Aj>, ha Ay, ..., A, diszjunkt, Borel mérhetd halmazok.
j=1 j=1

(vi) AReZg(A), A € B, valésziniségi vdltozok rendszere fiiggetlen az Im Zg(A), A € B
valosziniiségi vdltozok rendszerétol.
(vit) A Zg(A U (—A)) alakd valdszindségi valtozok valds értékidek. Ha Ay U (—A;),
. Ap U (—=A,) diszjunkt halmazok, akkor a Zg(A1), ..., Za(Ay) valdszintségi
vdltozok fuggetlenek.
(viii) Re Zg(A) = Re Zg(—A), és ImZg(A) = —Im Zg(—A) minden A € B halmazra,
és ha AN (—A) =0, akkor ERe Zg(A)? = ETm Zg(A)? = €44
(ix) Vezessiik be a Re Zg(A) = &€a és Im Zg(A) = na jelolést, és jeldlje xa(-) egy A
halmaz indikdtor fliggvényét. Ezzel a jeloléssel

Béaép = 1[G(AN B) + G((~4) N (~B)) + G(AN (~B)) + C((~A) N B)]

- i/[“(x) + X (-2 (@)][xB(2) + Xx(-B) ()]G (dz), (2.1)
Enanpg = %[G(A N B) + G((—A) N (_B>) _ G(A N (—B)) . G((—A) A B)]
- i/[XA(@ — X(-4) (@)][xB(®) = X(-B)(2)]|G(dx) (2.2)

minden A, B € B halmazra.

Tetszbleges a szamegyenesen vagy a [—m, ) intervallumon megadott véges, pdros G
mértékre létezik a G mérték szerinti véletlen Zg spektral mérték, és ennek a Zg véletlen
spektrdl mértéknek a véges dimenzids eloszlasait meghatdrozza a G (spektrdl) mérték.

Megjegyzés. Azok az azonossigok, amelyekben két valdszintiségi valtozd egyenloségét
fogalmaztuk meg, (ilyenek példaul a (iv) és (v) tulajdonsagokat kifejez6 azonossdgok)
ugy értendoek, hogy a két oldalon all6 kifejezés egy valdszintiséggel megegyezik. Az
a kivételes null mértékii halmaz, ahol a két kifejezés nem egyezik meg fiigghet az
azonossagban szerepl6 valészinliségi valtozoktol.

A 2.2. lemma bizonyitdsa. Az (v) tulajdonsdg igazolasdhoz elég megmutatni, hogy

n

E() Za(4) - Za | | 4;
=1 '

Jj=1 Jj=

Za(Aj) = Za | | A
1 j=1

n n

=E (> Za(A) - Za | | A, > Za(A;) - Za

Jj=1 Jj=1

1C:
>
Il
o
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Ezt az azonossagot azonban megkapjuk a (iii) tulajdonsidgbdl a varhaté értékben vett
kifejezésben vett tagonkénti szorzassal, felhasznalva a G mérték additivitasat, valamint
azt, hogy az Ay, ... A, halmazok diszjunktak.

A (vi) tulajdonsédg igazoldséhoz elég megmutatni, hogy ERe Zg(A)Im Zg(B) =0
minden A, B € B halmazpédrra. Ez a redukcié azért lehetséges, mert a Re Zg(A) és
Im Zg(B) alaka valdsziniiségi valtozdk, A, B € B, egyilittesen normélis eloszldsuak,
ezért ebben az esetben a korreldlatlansaghol kovetkezik a fiiggetlenség is. Viszont ez az
azonossag kovetkezik az aldbbi a (iii) és (iv) tulajdonsdgokat felhasznéls szamoldsbol.

1 -

EReZg(A)ImZa(B) = -E(Zc(A) + Z6(A))(Z6(B) — Za(B))

:iﬁﬂZﬂA)+ZCG%UXZﬂ—B)—ZG@”)

_ 4lia(A N (~B)) - %G(A N B)

1 1
—G((-A —-B)) - —=G((-A)NB) =
+LG(~A)N (-B)) ~ LG(-A)NB) =0,
mivel G(D) = G(—D) minden D € B halmazra. Specidlisan G((—A) N (—=B)) = G(AN
B), és G((-A)NB) =G(AN(—B)).
A bizonyitds kovetkezd 1épésében a (ix) relaciét bizonyitjuk be hasonlé mddon.
Felirhatjuk, hogy

EAép = EE(ZG(A) + Zc(A))(Za(B) + Za(B))

— EE(ZG(A) + Za(—A))(Za(—B) + Za(B))

= JG(ANB) + [G((-A) N (-B)) + G(AN (~B)) + 1G((~A) N B),

Eans = 1 E(Za(A) - Zo(A)(Za(B) - Za(B))
1

= L B(Za(A) - Za(~A))(Ze(B) - Za((-B))

= [G(ANB) + {G((~A) 1 (~B)) — ;CG(AN (~B)) — ;G((~A)N B),

ahonnan kovetkezik a (2.1) és (2.2) formuldk els6 azonossaga. Ezen formuldk méasodik
azonossaga innen egyszeriien lathato.

A (vii) és (viil) relacidk els6 allitdsa kovetkezik a (iv) relaciébdl, a (vii) reldcié
mésodik allitasa pedig a (2.1) és (2.2) formuldkbdl és a (vi) reldciébdl. Azt kell észre-
venni, hogy ha A; U (—A4,), ... A, U(—A,) diszjunkt halmazok, akkor

F Re Zg(Aj)Re Zg(Ak) = FIm Zg(Aj)Im Zg(Ak) =0
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minden 1 < j,k < n, j # k indexparra. Innen, a tekintett valészinliségi valtozok
egylittes Gauss eloszlasabol és a (vi) reldciobdl kovetkezik a (vii) pontban &llitott
fliggetlenség. A (viil) relacié méasodik allitdasa egyszeriien kovetkezik a (2.1) és (2.2)
formulakbdl.

A kovetkezo 1épésben bebizonyitom, hogy minden korlatos és paros G mértékhez
létezik egy G mérték szerinti Zg véletlen spektral mérték. Ennek érdekében a kovetkezo
két allitast igazolom.

a) Létezik két olyan fiiggetlen, nulla varhaté értékii egyiittesen normélis eloszlasi &4
és na, A € B valoszintiségi valtozdkbol allé valdszintliségi mezd, amelynek E&a&p
és Enang, A, B € B, kovariancia fiiggvényei teljesitik a (2.1) illetve (2.2) formulét.

b) Legyen &4 és na, A € A, két az a) pontban felsorolt tulajdonsigokat kielégité
valésziniiségi mezé. Akkor Zg(A) = €4 +1ina, A € B, a G mérték szerinti véletlen
spektral mérték.

Az a) pont igazoldsdhoz elég megmutatni, hogy tetszoleges Ay, ..., A, € B halma-
zokhoz léteznek olyan 4,,...,8a, illetve n4,,...,n4, nulla varhaté értéki normaélis
eloszlasi vektorok, amelynek kovariancigjat a (2.1) illetve (2.2) formula adja meg,
ha e formuldkban az A és B argumentumokat az A; és Ay, 1 < j,k < n, argu-

n n
mentumokkal helyettesitjilk. Ez ekvivalens azzal, hogy > > z;ZFE€s,€a, > 0 és
j=1k=1

n n
Zl kzl 2z Ema;ma, > 0 tetszbleges 21, ..., 2z, komplex szdmokra.
J: =

Ezen &llitas igazolasara felhasznaljuk az F&a€&p és Enanp varhaté értékre adott
kifejezés jobboldalat. Azt kapjuk, hogy

S maBeata =303 2 [, @)+ xcap@la o) + X @IG(dz)

j=1k=1 j=1k=1

_1/ Y
-1/ |2

J

zi(xa, (%) + Xx(—a,)(x)) Z zj(xa,; (@) + X(—a;)(x)) |G(dz) =0,

és hasonldan

n n
> D ziEEnaa,

j=1 k=1

1 n n

= Z/ Z Zj (XAj (517) - X(—Aj)(a:)) Zj (XAj (1‘) — X(_Aj)(x>) G( dx) > 0.

j=1 =1

Az, hogy a b) pontban definidlt Zg(A) = &4 +ina, A € B, véletlen mérték teljesiti
a G mérték szerinti spektral mérték definicigjaban szereplé (i) és (ii) tulajdonsigot
nyilvanval. Annak igazoldsidhoz, hogy teljesiti a (iii) tulajdonségot azt kell megmutatni
(a €4 és ma alakd valésziniiségi valtozdk fliggetlensége és nulla varhaté értéke miatt),
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hogy E(£aép + nans) = G(AN B). Ez igaz, mert a (2.1) és (2.2) formuldk, illetve a
G mérték G(—A) = G(A) tulajdonsiga miatt

[G(ANB) + G((—A4) N (-=B))] = G(AN B).

N | =

E(€aép +nang) =

A (iv) pont igazolasdhoz azt kell megmutatni, hogy a4 = §_a) és na = —n(_ 4
minden A € B halmazra. Ehhez elég azt igazolni, hogy E[4 — & 4)]* =0, és E[na +
N—a))? = 0. Viszont E[§4 —§a)]* = E&3 +E§(2_A) —2E§A8(— ), és a (2.1) formula és
a G mérték parossidga miatt FE%4 = E§(2_A) = 1G(AN(—A)) + 1G(A), és EEsE_(a) =
1G(AN(—A))+ 3G(A), ahonnan E[{a — & a)]*> = 0. Az E[na+mn-4))? = 0 azonossig
hasonléan bizonyithaté, csak ott az En?% = Eni(A) = —Enan—(a) = 3G(4) — 3G(AN
(—A)) azonossdgot kell hasznélni.

Az, hogy a G mérték meghatarozza a G mérték szerinti Zg spektrdl mérték el-
oszlasat abbdl kovetkezik, hogy a Re Zg, és Im Zg egymastdl fliggetlen, nulla varhaté
értéki egyiittesen normalis eloszlasu valdszintliségi valtozokbol allo valdsziniiségi mezok,
és a (ix) tulajdonsig miatt mind a Re Z¢ mind az Im Zg valésziniiségi mezé elemeinek
a kovarianciajat meghatarozza a G mérték. A 2.2 lemma bizonyitasat befejeztiik.

Megadom azt a (valds), alkalmas fliggvényekbdl dll6 Hilbert teret, amelynek a
fiiggvényeire fogjuk definidlni a G mértékhez tartozé Zg véletlen spektral mérték sze-
rinti sztochasztikus integralt.

A sztochasztikus integral definiciéjaban szereplé magfiiggvényekbdl allo Hil-
bert tér definicidja. Legyen adva eqgy G véges, pdaros mérték a szamegyenesen vagy a
[—7, ) intervallumon. Jelslje K a G mérték szerint négyzetesen integrdlhato (komplex
szamértéki) a [—m, ) intervallumon vagy a szamegyenesen definidlt fiigguények Hilbert
terét (az, hogy a [—m, ) intervallumot vagy a szamegyenest tekintjik-e attol figg, hogy
a G mérték hol van definidlva) a (g,h) = [ g(x)h(z)G(dz), g,h € Kg, skaldrszorzattal.
Legyen Kg C Kg azon figguények halmaza az elébb definidlt skaldrszorzattal, amely
azon g € Kqg fiigguényekbdl dll, amelyekre teljesiil a g(x) = g(—x) azonossdg is az
értelmezési tartomany minden pontjdaban.

Vegyiik észre, hogy K valdos Hilbert tér. Ugyanis egyrészt ha c1, co valés szamok,
g,h € K¢, akkor ¢1g + coh € K¢, mésrészt, ha h,g € K, akkor (g, h) skaldrszorzatuk

valés szam. Ez utébbi allitas igazoldsdhoz azt kell megmutatni, hogy (g,h) = (g,h).

Viszont a G mérték parossdga, és a g(—x) = g(x), h(—z) = h(z) azonossagok miatt

(9:1) = [ 9@ G(do) = [ g-0RT2)G(do) = [ GTaTh(a) G do) =Ty ).

A Kg tér a Ko tér komplexifikdcidjanak tekinthetd. Valéban, tetszéleges f € K¢
fiiggvény felirhat6, mint f(x) = %(f(:v) + f(—x)) + %z[—zf(x) +if(—x)], azaz f(x) =
hi(z) + tho(z), hi(z) = 3(f(z) + f(—x)) és ha(z) = 2(—if(z) + if(—z)) vélasztdssal.
Nem nehéz belatni, hogy hy € Kg, és ho € Kg ezekkel a hy és ho fliggvényekkel.
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Tovéabbd || f||? = ||h1]|*> + ||h2]|?, ha f = hy + ihe valamely hy, hs € Kg fiigg-
vényekkel. Ebben az esetben ugyanis (ho,hi) = (hi,hs) = (hi, ha), ezért || f]|? =
(h1 +iha, b +iho) = [[ha|* + [[ha||® +i((ho, 1) — (ha, ha2)) = [[ha]® + [ hef*.

Megjegyzés. A fentiekben bevezettiink valés Hilbert tereket. A klasszikus példa valds
Hilbert terekre a négyzetesen integralhatd walds értéki figgvények tere a szokasos
normaval. De vannak mas fontos példak is. A mi példankban olyan fiiggvényeket
vettlink, amelyekre f(—z) = f(z). Ez szemléletesen azt jelenti, hogy valds értékii
fiiggvények helyett olyan fliggvényeket tekintettiink, amelyek tgy viselkednek, mint a
valés értékil fiiggvények Fourier transzformaltjai. Ahhoz, hogy a kivant feltételek tel-
jesiiljenek azt is fel kellett tenni, hogy paros G mérték szerint integralunk.

Roviden ismertetem, hogyan allitunk el6 egy eloirt eloszlasi stacionarius Gauss
folyamatot a g Hilbert tér elemein bevezetett véletlen integral segitségével egy alkal-
mas Zq véletlen spektral mérték szerint. Az alabb bevezetendd I operator jatssza ennek
a véletlen integralnak a szerepét.

Tekintsiink egy G spektral mértéket a szimegyenesen vagy a [—m, m) intervallumon
és egy G mérték szerinti Z véletlen spektrél mértéket valamely (2, A, P) val6szintiségi
mezén. Vegyiik a G mérték altal meghatdrozott, elébb definidlt g valds és Ko kom-
plex Hilbert teret, valamint jelolje H és H a > cx Zq(By), By, € B, alakt véges linedris
kombindcidként eléallithaté valésziniiségi valtozok linedris terének lezartjat a (92, A, P)
valésziniiségi mezon definidlt négyzetesen integralhato valdszintiségi valtozok Hilbert
terében, ahol H definicidjaban csak a valds értékii > cxZg(By) véges linedris kom-
binacidk lezartjat tekintjiik. (Valds értéki linedris kombinaciét kapunk példaul akkor,
ha az Gsszegben a ¢, Zg(By) taggal egyiitt szerepel a ¢, Z((—By)) tag is.) Konstruédlni
fogunk egy I: Ko — H linearis leképezést, amely egyben unitér operator is, illetve tekin-
teni fogjuk ezen operator megszoritasat a K valos Hilbert térbe, amely egy I: Ko — H
alakt leképezés lesz. Emlékeztetek arra,hogy egy operatort egy H Hilbert térbol egy K
Hilbert térbe akkor neveziink unitérnek, ha nemcsak normatartd, hanem invertalhato
is.

Ezt az aldbb bevezetendd I operatort fogjuk tekinteni a Zg véletlen spektral mérték
szerinti véletlen integralnak. Az I operator definicidja természetessé fogja tenni ezt az
elnevezést. Az I: Kg — H leképezés meg fogja adni a H térbeli valés, az I: Kg — H
leképezés pedig a H térbeli komplex értékii valésziniiségi valtozdk reprezentaciéjat Zg
véletlen spektral mérték szerinti véletlen integralként. Ezek a formuldk azt is lehet&vé
fogjak tenni, hogy konstrualjunk egy eléirt G spektral mértékkel rendelkezo stacionarius
Gauss folyamatot egy véletlen spekral mérték szerinti integralok segitségével.

Egy a Kg vagy Kg Hilbert térben levé fiiggvényt eleminek neveziink, ha véges sok
kiilonb6zo értéket vesz fel. Elészor elemi fiiggvényekre fogjuk definidlni az I operatort,
azutan belatjuk, hogy az elemi fiiggények a K¢ vagy K¢ Hilbert tér mindeniitt stir(i
részhalmazat alkotjak, és az I operator kiterjesztheto az egész Hilbert térre alkalmas
lezarés segitségével.

Az f € Kg elemi fiiggvényekre az I operdtor I(f) értékét a kovetkezd médon
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definialjuk:

n

I(f) =) fzj)Za(B)), (2.3)

Jj=1

ha By, ..., B, aszamegyenesnek vagy a [—m, ) intervallumnak olyan particiéja, ahol az
f fuggvény konstans, és x; € B, j = 1,...,n. Eldszor azt kell beldtnunk, hogy jogunk
van az I(f) mennyiséget igy definidlni, annak értéke nem fiigg a particié valasztasatol.

A problémat az okozza, hogy a Bi,..., B, particio valasztdsa nem egyértelmi.
Jogunk van példaul a particié barmely Bj elemét véges sok kisebb diszjunkt halmaz
unigjara bontani. Annak érdekében, hogy a (2.3) definicié jogossdgat belassuk, elég
megmutatni, hogy az egyes By halmazok feldarabolasa véges sok részre nem valtoztatja
meg a (2.3) kifejezésben szerepld Osszeg értékét. Véve ugyanis két olyan kiillonbozé
particiét, amelyek elemein az f fiiggvény konstans, elég azt megmutatni, hogy véve egy
mindkét felosztasnél finomabb particiét, az I(f) Osszeg mind a két esetben egyenlé az
ehhez a finomabb particiéhoz tartozo osszeggel.

Ez az allitas belathaté a kovetkez6 észrevétel segitségével. Ha By 1,...,Bim,m a
particiéban szerepl6é valamelyik By halmaznak egy véges felosztésa, és x, € By, akkor
> fxk)Za(By,j) = f(zr)Za(By) a véletlen spektral mérték (v) tulajdonsiga miatt.
j=1

Megfogalmazom az I(-) operator néhany fontos tulajdonsagat, egyelére csak elemi
fiiggvényekre.

BINTG) = [ )G do) (2.4)
minden f, g € K¢ fiiggvénypéarra, ha f és g elemi fiiggvények, és
I(f) wvalods értékil valdsziniiségi valtozo, ha f € Kg, (2.5)

és f elemi fliggvény.

A (2.4) formula bizonyitdsa érdekében vegyilink egy olyan By,..., B, particidt,
amelynek az elemein mind az f mind a g fiiggvény konstans értéki, és legyen x; € B;.
Ekkor

mivel EZq(B;j)Zq(Bj) = G(By), és EZq(Bj)Za(Bi) =0, ha j # k, a véletlen spektral
mérték (iii) tulajdonsiga és a particié B; N By, = (), ha j # k tulajdonsaga miatt.

A (2.5) tulajdonsag igazolasdhoz azt kell megmutatni, hogy I(f) = I(f), ha f € Kg
és f elemi fiiggvény. Feltehetjiik az f fliggvény nivohalmazainak esetleges finomitasaval,
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és e halmazok alkalmas atindexelésével, hogy a tekintett particié olyan B_,,,..., B,
halmazokbdl all, amelyekre B_; = —Bj;. Tovabbd olyan z; € B Bj, j = —n,...,n,
pontokat vesziink, amelyekre f(—z;) = m és Zg(—B;) = Zc(Bj) a véletlen spektral
mérték (viii) tulajdonsiga miatt. Ilyen valasztassal fehrhatjuk hogy

foj ZG Zf_x] ZG fo] ZG ) I(f)

Jj=—n Jj=-—n Jj=—n

Az aldbbi lemméban megfogalmazom az I(f) operdtor szdmunkra legfontosabb
tulajdonsagait.

2.3. Lemma. Legyen adva eqy korldtos, pdros G mérték a szamegyenesen vagy a
[—7, ) intervallumon és eqy e G mérték szerinti Zg véletlen spektrdal mérték valamely
(2, A, P) valdszindiségi mezén. Tekintsik a G mérték dltal meghatdzott Kg valds, Kg
komplex és a Zg véletlen spektrdl mérték dltal meghatdrozott H wvalds és H komplex
Hilbert tereket. Létezik eqy olyan egyértelmien meghatdrozott I: Ko — H unitér
leképezés, amelynek megszoritisa a Kg wvalos Hilbert térre eqy I: Ko — H unitér
leképezés, és amely teljesiti a (2.3) formuldt minden f € Kg elemi fiiggvényre. Spe-
cidlisan, a (2.4) és (2.5) formuldk érvényesek minden f,g € Kg fligguénypdrra, illetve
f € Kg fuggvényre, tehdt nem csak elemi fiigguényekre.

Ha a G mérték a szamegyenesen van definidlva, akkor az I operdtor segitségével
definidlt X (t) = I(e'®), —oo < t < oo, valdszintiségi viltozdk egyiittese egy folytonos
idejli staciondrius Gauss folyamat a szdmegyenesen G spektrdl mértékkel. Ha o G
mérték a [—m,m) intervallumon van definidlva, akkor az X (n) = I1(e™®), n = 0, +1,
+2, ..., valdsziniséqgi valtozok sorozata eqy az egész szamokon definidlt diszkrét sta-
crondrius Gauss sorozat G spektrdl mértékkel.

Az elébb defindlt X (t), —oo < t < oo, és X(n), n = 0,£1,£2,..., folytonos
illetve diszkrét ideji staciondrius Gauss folyamatok tagjainak véges valds (vagy kom-
plex) linedris kombindcioi mindenditt stirii halmazt alkotnak a H (vagy H) valds (illetve
komplex) Hilbert térben. Ezért segitségiikkel egyértelmiien definidlni lehet azokat a T,
—00 < u < 00, illetve Ty, m = 0,+1, 42, ..., unitér shift operdtorokat a H, illetve H
Hilbert tereken, amelyekre T, X (t) = X(t + u), T, X (n) = X(n+m). Igaz a kovetkezd
képlet:

T I(g9(z)) = I(e"®g(x)), —oo<u<oo, haG aszimegyenesen van definidlva
Tnl(g(z)) = I(e™*g(x)), m=0,+1,42,..., ha G a [, 7) intervallumon
van definidlva (2.6)

minden g € Kg vagy g € K fiigguényre.

Az I(f) leképezést a (2.3) kifejezésben olyan 6sszeg formajaban adtuk meg elemi
fiiggvényekre, amely tekintheté integral kozelité Osszegnek is. Ezutdn az I(f) mennyi-
séget ilyen ‘integral kozelitd osszegek’ alkalmas limeszeként definidltuk az altaldnos eset-
ben. Ezért természetes bevezetni a kovetkezo jelolést.

= /f(x)Zg(dx), ha f € Ko vagy f € K.
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Ezzel a jeloléssel a 2.3. lemmaban bevezetett stacionarius folytonos és diszkrét ideji
Gauss folyamatok G spektral mértékkel a kovetkezoképp adhatdk meg:

X(t) = /e“xZg(dx), —00o <t<oo, X(n)= /emmZg(da:), n=0,+1,42,....

(2.7)
Az e sztochasztikus folyamatok dltal meghatarozott és a (2.6) formuldban definidlt
shift operator igy irhato fel a fenti véletlen integralok segitségével:

T, (/g(w)ZG(dx) = /emg(x)ZG(dm)’ TemEee (2.8)

T (/g(z)Zg(dx) = /eimmg(x)Zg(dx), m=0,4+1,42,...,

minden g € K, illetve g € K¢ fiiggvényre a folytonos illetve diszkrét idejii stacionarius
Gauss folyamat altal meghatarozott shift operatorokra.

A (2.7) formulét interpretalhatjuk gy, hogy az X (n) illetve X (¢) stacionarius folya-
mat a Zg(+) véletlen spektral mérték Fourier transzforméltja. A (2.8) formula azt mu-
tatja, hogy ez a véletlen Fourier transzformélt hasonléan viselkedik a hagyoméanyos
Fourier transzformalthoz. Valéban, ha h(t) = [e*'g(z)dz, azaz h(-) a g(-) Fourier
transformaltja, akkor a h,(t) =T, h( ) = h(t + u) fuggvenyre

hult) = [ = g@ydo = [ ey, (o) da,

ahol g, (r) = e"®g(x), azaz a h,(-) fiiggvény a g,(-) fiiggvény Fourier transzforméltja.
A (2.8) formula hasonlé reldciét mond ki véletlen Fourier transzformaltakra.
Irjuk fel az I operator tulajdonségait is a fenti integral jeloléssel. Az [ f(z)Zq(dz)

akkor és csak akkor létezik, ha [ |f(2)]*G(dz) < co. A (2.4) formula szerint

E [/f(x)ZG(dx)/ (x)Za( da:} /f dx) (2.9)

minden f, g € K¢ fiiggvényparra. Tovabba

E / f(2) Z(dz) = 0,

és a (2.5) formula szerint

/f(x)Zg(dx) egy valdszintiséggel valos értékii, ha f(—x) = f(x).

A 2.3. Lemma bizonyitdsa. Vegyiik észre, hogy a (megfeleld térben tekintett) ele-
mi fliggvények mindeniitt stirli halmazt alkotnak a Kq illetve a g Hilbert térben,
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a Y cpZa(By) alaku véges linedris kombinacidk pedig (azzal a megszoritassal, hogy
egy valdszintiséggel valds értékiiek vagy e feltétel nélkiil) mindeniitt stirti részhalmazt
alkotnak a H és a H Hilbert terekben. E tényekbdl, illetve a (2.4) és (2.5) formulabdl
kovetkezik, hogy az elemi fliggvények terén definidlt I linearis fiiggvény egyértelmii
moédon kiterjeszthet egy unitér I: Ko — H vagy I: Kg — H unitér leképezéssé.
(Vegyiik észre, hogy ha egy U, = I(f,) € H vagy U, = I(f,) € H sorozatra U, — U
a megfelelé Hilbert tér normaban, akkor f, — f egy alkalmas f € K¢g vagy f € K¢
figgvénnyel, és U = I(f). Ez kovetkezik abbdl, hogy I normatarté transzformécio.)
Specidlisan a (2.4) és (2.5) formuldk nemcsak az elemi fliggvényekre érvényesek.

Vegyiik észre, hogy fi(x) = €' € K¢ minden —oco < t < oo szdmra, ha a G mérték
a szdmegyenesen van definialva, és f,,(z) = ¢™* € Kg minden n = 0,+1,42, ... szdmra,
ha a G mérték a [—m, 7) intervallumra koncentralédik. Ezért a (2.5) formula alapjan az
X(t) = I(e®) illetve X(n) = I(e'™®) valészinliségi valtozdk valés értékiiek. Tovabbd
az I operator definiciéjabol az is kovetkezik, hogy e valdszintiségi valtozok normalis
eloszlasuak, sot véges sok kiillonbozo ilyen alaku valészintiségi valtozé egyiittes eloszlasa
is normélis eloszldsu, azaz a 2.3. lemméban definidlt X (t), —oo < t < o0, és X(n),
n=0,4+1,42, ..., sztochasztikus folyamatok Gauss folyamatok. Ahhoz, hogy belassuk,
hogy stacionarius Gauss folyamatok G spektralmértékkel, ki kell szamolnunk e szto-
chasztikus folyamatok tagjainak kovariancia fiiggvényét. Ezt megtehetjiik a (2.4) for-
mula segitségével. Azt kapjuk, hogy EX (s)X (t) = EI(e®*)I(eis*) = [t=9)2G(dx),
és EX(m)X(n) = El(em®)I(efme) = [e!"=™*G(dx), azaz, ezek a sztochasztikus
folyamatok (valds érékii staciondrius Gauss folyamatok G spektral mértékkel, amint
allitottuk.

Léssuk be, hogy ha a G mérték a [—m, 7) intervallumba van koncentrélva, akkor az
fo(z) =€m® n=0,+£1,42, ..., fiiggvények véges linearis kombindciéi mindeniitt siir{
halmazt alkotnak a K, illetve K¢ térben, attél fiiggben, hogy csak valés vagy komplex
egyutthatokat is megengediink-e ezekben a linedris kombindciékban. Hasonléan, ha a G
mérték a szdmegyenesen van definidlva, akkor az f;(x) = e*, —oo < t < oo, fiiggvények
véges linearis kombindciéi mindeniitt stiri halmazt alkotnak a K¢, illetve Kg térben,
attol fliggden, hogy csak valds vagy komplex egyiitthatdkat is megengediink-e ezekben

a linedaris kombindacidékban.

Az els6 allitas egyszertt kovetkezménye Weierstrass masodik approximécios tételé-
nek, amely szerint minden folytonos fiiggvényt tetszéleges pontossaggal lehet kozeliteni a
szuprémum normaban trigonometrikus polinomokkal a [—, 7) intervallumban. Azt kell
még kihaszndlni, hogy a folytonos fiiggvények mindeniitt stirtin vannak a Ko vagy K¢g
térben. A masodik allitas ennek az argumentumnak némi finomitasaval igazolhato. Azt
kell egyrészt észrevenni, hogy egy a szdmegyenesen tekintett (véges) G mérték esetén
a kompakt tartoju folytonos fiiggvények siirtin vannak a tekintett Hilbert térben, sot
ugyanez elmondhaté a folytonos peridédikus fiiggvényekre is, mert egy korlatos tartéju
fliggvényt tetszoleges pontossaggal kozelithetiink T periédusu folytonos fiiggvénnyel,
ha a T peridodust elég nagyra valasztjuk. Ezutan Weierstrass masodik approximacios
tételét T periddusu fliggvényekre alkalmazva megkapjuk a kivant allitast.

Felhasznilva az €% és ™ fiiggvények fenti tulajdonsigat, illetve az elébb kon-
strudlt X (¢) és X (n) staciondrius folyamatok alakjat, a 2.1 lemm&bdl lathat6, hogy a
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2.3 lemmaban definidlt T,, és T, shift operatorok egyértelmiien kiterjeszthetéek a H és
H Hilbert terekre. Mivel a (2.6) formula érvényes minden > cpe®®* illetve Y cpett@*
alaki véges linearis kombindciora, és az ilyen linearis kombinaciék stirti halmazt alkot-
nak a Kg vagy Ko Hilbert térben, ezért nem nehéz beldtni az unitér shift operator
kiterjesztésével ezen altérrél az egész térre, hogy a (2.6) formula az altaldnos esetben is
érvényes. A 2.3. lemmat belattuk.

Legyen adva egy G véges és paros mérték vagy a szdmegyenesen vagy a [—m, )
intervallumon. Az elobb targyalt eredmények lehet6vé tették egy G spektral mértékkel
rendelkezd staciondrius Gauss folyamat konstrudlasat a szamegyenesen vagy az egész
szamok halmazén, (attdl fliggben, hogy a G mérték a szamegyenesen vagy a [—m, 7)
intervallumon van-e definidlva) a kovetkez6 mddon. Bevezettilk a G mérték szerinti
véletlen spektral mérték fogalmat, és megmutattuk, hogy minden G véges és paros
mérték esetén létezik e mérték szerinti véletlen spektral mérték (2.2. lemma). Ezutdn
bevezettiink egy olyan alkalmas I operatort a G mérték szerint négyzetesen integralha-
t6 fiiggvények terén ezen véletlen spektral mérték segitségével, amelynek képtere olyan
(egytlittesen) normalis eloszlasu valdszintiségi valtozokbdl all; amelyek azon a val6szinG-
ségi mezOn vannak definidlva, mint a véletlen spektral mérték. Ez az operator tekintheto
a véletlen spektral mérték szerinti (véletlen) integrilnak is, és ennek segitségével elé
tudtunk eléallitani egy G spektral mértékkel rendelkezé stacionarius Gauss folyamatot.
Ez volt a 2.3. lemma f6 eredménye. A 2.3. lemma abban is segitett, hogy megadjunk
egy kalkulust, amely lehetové teszi a szamolast egy stacionarius Gauss folyamat édltal
meghatarozott shift operatorral. Ennek az eredménynek a vizsgalatdban hasznos volt a
2.1. lemma.

A kovetkezo 2.4. lemma gy is tekinthetd, mint az el6z6 eredmények megforditasa.
A kordbbi targyaldsban megkonstrualtunk egy G spektral mérték szerinti véletlen spek-
tral mértéket, majd ennek segitségével definidltunk egy G spektral mértékkel rendelkez6
stacionarius Gauss folyamatot. Viszont egy G spektral mértékkel rendelkez6 staciona-
rius Gauss folyamatot kozvetleniil, véletlen spektral mértékek felhasznaldsa nélkiil is
megkonstrualhatunk. A 2.4. lemm&aban megmutatjuk, hogy ezen stacionarius Gauss
folyamat segitségével egy olyan a G mérték szerinti véletlen Zg spektrdl mértéket
tudunk konstrualni, amelyre az is igaz hogy az e véletlen spektral mérték szerinti
véletlen integral eldallitja a kiindulé staciondrius Gauss folyamatot. Ez az eredmény
egyben arra is magyarazatot adhat, hogy miért az itt leirt médon definidltuk a véletlen
spektral mértéket.

A 2.4. lemma hasonléan bizonyithaté a kordbbi eredményekhez, és az azokban
mar igazolt részeredmények egyszeriisitik a targyaldst. Definidlni fogunk egy alkal-
mas J operatort a G mérték szerint négyzetesen integralhato fiiggvények terébdl egy
(Q, A, P) valdsziniiségi mez6n definialt Gauss eloszlastu valészintliségi valtozdok terébe,
Itt (2, A, P) az a valésziniiségi mez6, ahol a stacionarius Gauss folyamat definidlva
van. Mint a bizonyitasbél kideriil ez a J operator valdjadban nem mas, mint a 2.3.
lemma bizonyitasaban definialt I operator alkalmas Zg véletlen spektral mértékkel. A
keresett véletlen spektral mértéket tigy kapjuk meg, hogy vessziik a szamegyenes vagy
a [—m, ) intervallum mérhetd részhalmazainak az indikétor fliggvényeit, és a véletlen
spektral mértékben szereplé Zg(A) valdsziniiségi valtozok ezen indikator fiiggvények
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képei lesznek a J operdtor hatasara. Megfogalmazom a 2.4. lemmat.

2.4. Lemma. Legyen adva egy (2, A, P) valdsziniiségi mezd, és azon eqy folytonos
idejii X (t), —oo < t < o0, staciondrius Gauss folyamat valamely G spektrdl mértékkel
a szdmegyenesen vagy egy diszkrét ideji X (n), n = 0,£1,+2, ..., staciondrius Gauss
folyamat valamely G spektrdl mértékkel a [—m, ) intervallumon. Ekkor létezik egy olyan
Zag a G mérték szerinti véletlen spektrdl mérték az (2, A, P) valo’szz’nﬂségi mezon, amely-
re X(t) = [e"Zg(dx), —00 < t < oo, folytonos ideji, és X(n) = [€e"*Zg(dz),
n = 0 j:l +2,..., diszkrét ideji staciondrius Gauss folyamat eseten AZz(A), Ae B,
valészz’ndségi vdltozék dltal generdlt o-algebra megegyezik az X (t), —oo < t < oo, illetve
X(n), n=0,+1,42,..., valdsziniségi valtozok dltal generdlt o-algebrdval a folytonos
lletve diszkrét ideji staciondarius Gauss folyamatok esetében.

A 2.4. Lemma bizonyitdsa. Jelolje H (a 2.1. lemma jeloléséhez hasonléan) az X (t) il-
letve X (n) valdsziniiségi valtozdk véges linedris kombindcioéi lezartjaként kapott alteret
a négyzetesen integrélhaté (komplex értékii) valésziniiségi valtozdk Hilbert terében, és
definidljuk a kévetkezd J: Kg — H linedris transzforméaciét. Adva egy véges > cke””
—00 <t < 00, vagy Y. cpe™ % np = 0,41,42, ..., linedris kombindcié a folytonos,
illetve diszkrét idejii Gauss folyamatok esetén legyen J(>_ cpe™®) = S"cp X (ty), és
J(X" cpe™®) = 3" ¢, X (ny). Ez a J transzformdci6 linedris az eléz8 formuldkban tekin-
tett linearis kombindcidk terén, és rendelkezik az alabbi norma tarté tulajdonsaggal is.
Folytonos idejii staciondrius Gauss folyamatok esetén két > ce!™*® és > dpe™™ @ alaki
véges linearis kombinaciéra

/ (Z cke'étm) WG(CZ:U) =F (Z ckX(tk)> (Z de(uk)>, (2.10)

mert

/ (Z Ckeitkm> <Z dkeiukm>G< da) = chkd_z/ei(tk_“l)xG(dx)
= chkdlEX tr) X (ug) (Z cpX (t ) <Z de(uk)>.

Hasonlé moédon lathaté az, hogy diszkrét idejli staciondrius Gauss folyamatok esetében
két > cpe™ T és > dpe"*+* alakd véges linedris kombindciéra

/(cheim) (D" e ) Gldw) = B (D enX(ne)) (3o duX (). (211)

A 2.3. lemma bizonyitdsaban megmutattuk, hogy a Y c,e'*® vagy > cre'™® alaki
véges linearis kombindcidk mindeniitt stiri halmazt alkotnak a K Hilbert térben.
Ugyancsak igaz, hogy a > cp X (tx) vagy > cx X (ng) véges linedris kombindcidk min-
deniitt sfirti halmazt alkotnak a H Hilbert térben. (Hogy a fenti kifejezésekbdl melyiket
vessziik attol fiigg, hogy folytonos vagy diszkrét ideji stacionarius Gauss folyamatot
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vizsgdlunk-e.) Ez viszont a (2.10) és (2.11) formuldkkal egyiitt azt jelentik, hogy az ed-
dig csak specidlis alaku fiiggvényekre definidlt J operatort kiterjeszthetjiik a K¢ Hilbert
tér unitér leképezésére a H Hilbert térre. Specidlisan az is igaz, hogy

/f G(dzr), ha f,g € Kg. (2.12)

Sziikségiink lesz még a kovetkezd azonossdgra. Adva egy f € K fiiggvény, jeldlje
f~ az f~(z) = f(—=x) fiiggvényt. Nyilvan f~ € Kg, ha f € Kg. Azt dllitom, hogy

J(f7)=J(f) minden f € Kq fiiggvényre. (2.13)

Elég ezt az azonossdgot az f(z) = Y. crpe'™® vagy f(z) = > cpe'™ alaki véges
Osszegekre beldtni, mert ezek mindeniitt sfirtin vannak a Kg térben, és az f — f~
leképezés normatart6. Viszont ebben az esetben az azonosség konnyen ellendrizhetd,
mert J(f7) =Y. ex X (tr), és J(f) = > e X (t) a folytonos idejii esetben, és J(f~) =
Yo X (nk), és J(f) = > e, X(nk) a diszkrét idejii esetben.

A G mérték szerinti Zg véletlen spektral mértéket a kovetkezd modon fogom
definidlni. Legyen Zg(A) = J(xa) minden A € B halmazra, ahol x4 az A halmaz in-
dikator fliggvényét jeloli. Ez valéban egy a G mérték szerinti véletlen spektral mérték.
Ugyanis a J operator definicijabdl kovetkezik a véletlen spektral mérték (i) és (ii) tulaj-
donsdga. A (iii) tulajdonsdg kovetkezik a (2.12) képletbdl, ha azt az f = x4 és g = xB
fiiggvényekre alkalmazzuk, a (iv) tulajdonsag pedig a (2.13) formula kévetkezménye az
f = xa vélasztdssal, mert ekkor f~(z) = x(_a)(z).

A (2.3) formuldbdl és a J operator linearitasabdl kovetkezik, hogy J(f) = I(f)
minden elemi fliggvényre, ha az I operatort a most definidlt Zg véletlen spektral mér-
ték segitségével definidljuk. Mivel az elemi fiiggvények a K¢ halmaznak mindeniitt stirti
részhalmazat alkotjdk, ebbdl kovetkezik, hogy J(f) = I(f) minden f € K fiiggvényre.
Ez viszont specidlisan azt jelenti, hogy X (t) = J(e"*) = I(e"*) = [ €"*Zg( dx) minden
—00 < t < oo szamra egy folytonos idejll, és X (n) = J(e'"®) = I( ne) = [ e Zo(dx)
minden n = 0,+1,+2,... szdmra egy diszkrét idejii stacionaris Gauss folyamat esetén,
és ezt kellett beldtni.

Az, hogy az X (t) illetve X (n) valdsziniiségi valtozok éltal generalt o-algebra meg-
egyezik a Zg(A), A € A, valészintliségi valtozok altal generalt o-algebraval viszonylag
egyszeriien lathat6. A Zg(A) valdsziniiségi valtozdkat ki tudtuk fejezni, mint az X ()
vagy X (n) valdszintliségi valtozok (mérhetd) fiiggvényeit, ezért benne vannak az altaluk
generdlt o-algebraban. Megforditva, az X (t) vagy X(n) valdszintiségi valtozékat ki
tudtuk fejezni (véletlen integralként), mint a Zg(A) valdszintiségi valtozok fiiggvényeit,
ezért benne vannak az altaluk generalt o-algebraban. Tehat a két o-algebra megegyezik.
A 2.4. lemmat belattuk.
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