A Cochran—Fisher tételrol

A matematikai statisztika egyik fontos eredménye a Cochran—Fisher tétel, amely a
variancia analizisben jatszik fontos szerepet. Ugyanakkor ez a tétel 1ényegét tekintve
valgjaban egy linearis algebrai allités. Erdemes megmutatni, hogy hogyan lehet ezt
az eredményt, illetve néhdny ehhez kapcsolédé a matematikai statisztikdban szintén
hasznos allitast a linaris algebra modszereivel bebizonyitani.

E jegyzet ezt a bizonyitast és a Cochran—Fisher tétel néhany alkalmazasat tartal-
mazza. Elészor megfogalmazom magat az eredményt.

Cochran—Fisher tétel. Legyen adva n fiiggetlen, standard normdlis eloszldsu valo-

szintségi vdltozo, &1, ...,&,, és definidljuk segitségikkel a Q = Q(&1,...,&n) = Y. 5]2-
j=1

kifejezést. Legyen adva ezenkivil még k darab Q; = Q;(&1,...,8n), @ = D > cz(.jl)flfl,
i=11=1

1 < j <k, alaki (quadratikus) kifejezés a cf;fl) = cl(’ji) azonossagot minden 1 < 1,1 < n,

1 < j <k, indexre teljesité egyiitthatokkal, amelyekre érvényes a

Q=Q1+ Q2+ +Qy (1)

azonossdg. Jeldlje rang (Q;) a Q; kifejezés rangjdt, amelyet ugy definidlunk, mint a Q;
kifejezés definiciojaban szerepld egyiitthatok segitségével definidlt (cl(-‘fl)), 1 <i4,l <n,
mdtrixz rangjdt. Ekkor teljesiil az

n < rang (Q1) + rang (Qs) + - - + rang (Qx) (2)

egyenlétlenség. Ha a (2) formuldban egyenldség érvényes, akkor a Q;, 1 < j < k,
kifejezések figgetlen x? eloszldsi valdsziniségi vdltozok rang (Q;) szabadsdgfokkal. Sét,
ebben az esetben léteznek olyan figgetlen j1,...,Cjr;, 75 = 1ang(Q;), 1 < j < k,

Tj
standard normdlis eloszlasi valdszindségi valtozok, amelyekre Q; = > CJZ’S, 1 <5<k,
s=1

k T
ésQ=72 > G,
j=1ls=1
Fel fogom idézni egy matrix rangjanak a definicigjat és legfontosabb tulajdonsagait.
Ezel6tt megfogalmazom azt a linearis algebrai allitast, amelybol a Cochran-Fisher tétel
kovetkezik.

Tétel egy Euklideszi térbeli identitas transzformacio felbontasarol. Tekint-
stk az I = I, identitds transzformdciot az n-dimenzios Fuklideszi térben. Legyen adva
ennek eqy

I=Q1+Q2+ -+ Qk (3)
alaku elédllitasa, ahol Q1, ..., Qr szimmetrikus leképezések. Ekkor
n < rang (@) + rang (Qa) + - - + rang (Qx). (4)
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Ha a (4) formuldban egyenldség teljesil, akkor a Q1,...,Qx leképezések egymdsra me-
roleges projekciok.

Felidézem, hogy egy matrix rangjat ugy definialjuk, mint a matrixbdl kivalaszthato
maximéalis szamu linearisan fiiggetlen sorok szaméat. Tekintsiink egy szimmetrikus bi-
linedris fiiggvényt meghatarozé linearis transzformaciot egy Euklideszi térben. Egy
ilyen transzformaci6 tetszoleges ortonormadlt koordinatarendszerben felirt matrixanak
ugyanaz a rangja, mert a transzformacié két kiilonbozé koordinatarendszerben felirt
A és B matrix reprezenticidja kozott az A = UBU* relacié érvényes alkalmas U
unitér matrix-szal. Innen kovetkezik, hogy beszélhetiink egy szimmetrikus bilinearis
fiiggvény vagy az 6t egyértelmiien meghatarozé kvadratikus alak rangjarol is. Egy (nem
feltétleniil szimmetrikus) transzformécio rangja megegyezik a transzformacié képterének
dimenzidjaval, és egy kvadratikus alak rangja jellemezheté gy is, mint a leképezés
fotengely transzformaciés alakjaban szereplé nem zérd sajatértékek szama.

Erdemes tudni a kovetkezd eredményeket a linearis algebrabdl egy matrix vagy
linearis leképezés rangjarél. Egy matrix linedrisan fiiggetlen sorainak és linearisan
fliggetlen oszlopainak szama megegyezik, és ezek egyike tekintheté egy matrix rang-
janak. Ha egy matrixot megszorzunk (akéar balrél akar jobbrdl) egy masik matrix-szal,
a szorzatmatrix rangja kisebb vagy egyenlo, mint az eredeti matrix rangja. Ha egy in-
vertalhaté matrix-szal szorzunk, akkor egyenloség van. Ha adva van egy linearis transz-
formacié, akkor ennek matrixa fligg attol, hogy mely bézis segitségével irtuk fel, de a
kapott méatrix rangja mar nem fiigg ettél. Ezen eredemény alapjan beszélhetiink egy
linearis transzformacié rangjardél, mint az altala meghatarozott matrix rangjardél.

Annak érdekében, hogy az identitas transzformaciénak egy Euklideszi térben tor-
ténd felbontdsarol szold tételt jobban megértsiik, érdemes felidézni egy Euklideszi tér
projekcidjanak fogalmat és legfontosabb tulajdonsagait. Geometriai médon egy E Eu-
klideszi tér (ortogondlis) projekciéjat egy B C E altérre gy definidljuk, mint az Euk-
lideszi tér x € E pontjainak azt az x — Pz transzforméacidjat, amely az x pontnak e
pont orthogonalis vetiiletét felelteti meg a B altérre, azaz Px € B, és x — Px merdleges
minden y € B vektorra, azaz (r — Px,y) = 0, ha y € B. Két P és @) projekcid
merodleges egymasra, ha a Px és QQy vektorok merolegesek egymasra minden z,y € E
vektorra, azaz (Pz,Qy) = 0 minden z € E és y € F vektorra. Erdemes a projekciok és
projekciék merdlegességének fogalmat algebrai nyelven is megfogalmazni. A kovetkezo
lemma a projekciok ilyen jellemzését fogalmazza meg.

Lemma egy Euklideszi tér projekcidinak a tulajdonsagairdl. Egy F FEuklideszi
tér P projekcidja szimmetrikus operdtor, és a projekcio definicidjaban szerepld B altér,
ahovd a projekcid vetit, megegyezik a P transzformdacic B = {Px: x € E} képterével.
Egy x € B vektorra Px = x, és eqy a B altérre merdleges x vektorra Px = 0.

Egy Euklideszi tér P onmagaba valo linedris leképezése akkor és csak akkor pro-
jekcid, ha szimmetrikus, és teljesiti a P = P? azonossdgot. Két P és Q projekcié akkor
és csak akkor merdleges egymdsra, ha PQ = 0. Ekkor a QP = 0 azonossag is teljesuil.
Specidlisan, ha P projekcio, akkor I — P egy rd merdleges projekcio. Ezenkivil érvényes
a0 < P <1I azonossdg, azaz 0 < (Pz,x) < (z,x) minden x € E vektorra.

2



A lemma bizonyitdisa: Legyen P projekcié az E Euklideszi tér egy B alterére. Lassuk be
eloszor, hogy a B altér megegyezik a P operator képterével. Valéban, egyrészt definicio
szerint Pr € B minden =z € E vektorra. Méasrészt nincs olyan y € B vektor, amelyet
nem tartalmaz a P operdtor képtere. Ugyanis egy ilyen y vektor létezése esetén y — Py
olyan nem zéré vektor lenne, amelyre y — Py € B, ezért mertleges énmagara, és ez
ellentmondéas. Ha x € B, akkor z = Px = . Valéban, ekkor a z = Px vektorra teljesiil
mind az x — z € B, mind az (x — z,y) = 0 minden y € B vektorra. Hasonléan Pz = 0,
ha x merdleges a B altérre, mert ekkor (x — 0,y) = 0 minden y € B vektorra, és 0 € B,
tehdt az x vektor x = (z — 0) + 0, és x = (z — Px) + Pz felbontédsa egy B-re merdleges
és egy a B altér altal tartalmazott vektorra megegyezik.

Mutassuk meg azt is, hogy egy P projekcioé olyan szimmetrikus operator, amelyre
P? = P. Valéban, a P = P* relacié bizonyitasdhoz elég megmutatni, hogy (Px,y) =
(x, Py), ha y € B vagy ha y meréleges a B altérre. Ha y € B, akkor y = Py, ezért
(Pz,y) — (z, Py) = (Pz,y) — (z,y) = (Px — x,y) = 0, és ha y mer6leges a B altérre,
akkor Py = 0, ezért (x, Py) = 0 és (Pz,y) = 0, mert Px € B. A Px = P2z bizonyitasat
is elég ellendrizni akkor, ha x € B vagy ha x merdleges a B altérre. Az els6 esetben
viszont = Pz = P2z, a mésodik esetben pedig 0 = Px = P%x.

Lassuk be, hogy ha P = P*, és P = P2, akkor P projekcié a P transzformacié
B = {Px: z € E} képterére. Valéban, Pr € B minden x € E vektorra, és mivel
y = Pz = P%?2 = Py valamely z € E vektorral, ha y € B, ezért (z — Px,y) =
(x,y) — (Pz,y) = (z, Py) — (x, P*y) = 0 minden = € E és y € B vektorra.

Két P és Q projekci6 akkor és csak akkor meréleges, ha (Px,Qy) = 0 minden z € E
és y € E vektorra. Viszont (Pz,Qy) = (P*z,Qy) = (z, PQy), ezért (Pz,Qy) = 0
minden z € F és y € E vektorra akkor és csak akkor, ha PQ) = 0. Ha PQ = 0, akkor
0 = (PQ)* = Q*P* = QP. Ha P projekcio, akkor (I — P)* = I* — P* = [ — P,
(I-P)2=1-2P+P>=1-P,é PI—P) =0, azaz I — P a P projekciéra
merdleges projekcié. Végiil, ha P projekcié, akkor (z, Pz) = (x, P?z) = (Pxz, Pz) > 0,
és alkalmazva ezt az Osszefliggést az I — P projekciéra azt kapjuk, hogy (x, (I—P)x) > 0,
azaz (x, Px) < (z,x).

Filiggetlen normalis eloszlast valdszinliségi valtozok véges sorozata tobbvaltozos
normalis eloszlast vektor, és egy normadlis eloszlasi véletlen vektor linedris transz-
formaltja szintén normalis eloszlasi. Ezenkiviil tudjuk, hogy egy tobbvaltozds normalis
eloszlasu vektor koordinatai akkor és csak akkor fliggetlenek, ha korrelatlanok. Megmu-
tatom e tények felhasznalasaval, hogy az egy Euklideszi térbeli identitds transzformacio
felbontasarol szolé tételbol kovetkezik a Cochran—Fisher tétel.

AQi(x)=> > cg’jl){'i& kifejezésnek feleltessiik meg a C0) = (cgjl)), 1 <i,l<n,

i=1i=1

szimmetrikus matrixot minden 1 < j < k indexre. Ezenkiviil vezessiik be az F, n-

dimenziés Euklideszi teret, amelynek elemei az x = (z1,...,x,) valds szdm n-esek a
’ n ’ ’ ’

szokdsos (x,y) = Y ._; ¥sys skaldrszorzassal, ha = = (z1,...,2,) ésy = (Yy1,...,Yn).

Megmutatom az Euklideszi térbeli identitas transzformécié felbontasardl széld tétel
segitségével, hogy a Cochran-Fisher tétel feltételeinek teljesiilése esetén a fenti C'V)
métrixok, illetve a nekik megfeleld @); operdtorok az E, térben, 1 < j < k, egymésra
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meroleges projekcidk.

A fenti jel6lésekkel az (1) formula a
cIe = 50(1)5* 4ot gc(k)g* _ 5(0(1) et C(k))f* (5)

azonossag alakjaban irhaté, ahol I az identitdas matrixot jeloli, és a fenti azonossag egy
valoszintiséggel teljesiil. Ez viszont csak gy lehetséges, ha

wlz* = 2(CM ... 4 W) (6)

minden z € E, vektorra, ahonnan I = CM + ... + ¢ és a CU), 1 < j < K,
matrixok altal meghatdrozott (); szimmetrikus operdtorok az FE, térben teljesitik a
(3) reldciét. Valéban a T:(Q, A, P) = E,, T(w) = (&1(w),. .., & (w)), transzformécid
abbdl a valdszintliségi mez6bdl ahol a &, 1 < k < n, valdszinliségi valtozok definidlva
vannak az F, Euklideszi térbe, és azon a (2m)~"/2exp{—(2? +--- +22)/2}dx; ... dz,,
mértékkel mértéktarté leképezés. Ezért az (5) azonossagbdl kovetkezik, hogy a (6)
azonossag érvényes majdnem minden z = (x(l), . .,x(")) € F, pontban a standard
normélis vagy a Lebesque mérték szerint. Ez viszont csak gy lehetséges, ha a (6)
azonossag minden x € R"™ vektorra igaz, tehat I = Q1+ -+ + Q.

Tovéabba, ha a (2) formula érvényes egyenlGséggel, akkor a (4) formula is érvényes
egyenldséggel. Tehat a Cochran-Fisher tétel feltételeinek teljesiilése esetén a @, 1 <
7 < k, operatorokra teljesiilnek az Euklideszi térbeli identitas transzformacio felbonta-
sardl szolo tétel feltételei. Ezért e tétel alapjan a (); operdtorok egymésra merdleges
projekciok.

Azt a tényt, hogy a @); operatorok egymadsra merdleges projekcidk felirom szamunk-
ra hasznosabb alakban.

Vezessiik be az Sp = 0 és §; = 2{21 rang (Q;), 1 < j < k, szdmokat, és jeldlje
Bj, a @) operator képterét. Vilasszunk us = (us1,...,uspn) € En, 1 < s < n,
egységvektorokat 1gy, hogy az S;—1 < s < 5; indexekre, 1 < j < k, us € Bj, és
az ug, Sj—1 < s < .5, vektorok merdlegesek egymésra. Ez lehetséges. Ekkor a (); pro-
jekciok merolegessége miatt az ug, 1 < s < n vektorok egy ortonormalt béazist alkotnak

az E, térben, és az us vektorok koordinatdibdl &ll6 U = (usy), 1 < s,t < n, matrix
(J

S,

ag?g =1,ha S;_1 <s5<5;,6és agz = 0 egyébként. Azt allitom, hogy

ortogonondlis. Jeldlje I; = (a t) ), 1 < s,t < n, azt a diagondlis métrixot, amelyre

Q; =U*;U minden 1 < j <k indexre. (7)

Ehhez elegend6 belatni, hogy usQju; = usU*[;Uu; minden 1 <s,t <nés1 <5<k
indexre, ahol us, 1 < s < n, az elébb konstrualt ortonormalt bazis az F, Euklideszi
térben. Viszont usQ u; = 1, ha s =t, és Sj_1 < s < 5;, és usQ u; = 0 egyébként
az us vektorok definiciéja miatt. Maésrészt, mivel U ortogonalis transzformacio ezért
U* = U~!, ahonnan az U métrix definiciéja miatt usU* = e, minden 1 < s < n indexre,
ahol e; az a vektor, amelyiknek az s-ik koordinataja 1, és az 0sszes tobbi koordinatéja
0. Innen az is kovetkezik, hogy Uu; = e, és u;U*1;Uu; = eslje;. Viszont e lje; =1,
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ha s =1t,6s S;_1 <s <55, és eglje; =0 egyébként. A fenti reldciokbol kovetkezik az
(7) allités.

Bebizonyitom az (7) formula segitségével a Cochran—Fisher tételt. Ennek érdekében
definidljuk az n = (n1,...,mn) = EU* = (&, ..,&)U* vektort. Ekkor n n-dimenzids
normalis eloszasu vektor, amelynek koordinatai korrelatlanok és 1 szérasuak, ezért
fiiggetlen standard normalis eloszlast valdszintliségi valtozok. Méasrészt az (7) formula
alapjan

S

Qj(&1,...,6n) =8Q;8 =EULUE =nljin™ = Z n? minden 1 < j < k indexre.
S:Sj,]_-i-].

rj
Ezzel a Q; = Q;(&1,. .., &) kifejezéseknek megtaldltuk a kivant Q; = C]Z,S, 1<5<
s=1

k, alaku el6allitasat, ahol Cj1,...,Cjr,, 7; = rang (Q;), 1 < j < k, fiiggetlen standard
normélis eloszldsu valdszintiségi véltozok. Egyszertien, legyen (; s = 7ns;_,+s minden
1 <7<k, 1<s<r;indexre. Végiil vegyiik észre. hogy

k kE Tj n n
D Qi &) =) Y CGo=) M=) =EUTE =) & =Q&,....&).
7j=1 s=1 s=1

j=1s=1

Egy Fuklideszi térbeli identitds transzformacio felbontasardl szolo tétel bizonyitdsa. Te-
kintsiik minden 1 < j < k indexre a @); leképezés képterének egy r; = rang (Q);) elembdl
k
allé ej1,...,e;,, bazisat. Ha a ) r; < n reldcié teljesiilne, akkor létezne olyan e € £,
j=1
nem zéré vektor, amelyre (e,ejs) = 0 minden 1 < j < k, 1 < s < r; indexre. Egy
ilyen e vektorra a (e, Qje) = 0 azonossag teljesiil minden 1 < j < k indexre. Ez viszont
k
ellentmond a (3) azonossdgnak, mivel innen azt kapjuk, hogy 0 < (e, Ie) = )" (e, Qje) =

i=1
0, ami ellentmondas.

k
Ha a ) r; = n azonossdg érvényes, akkor tekintsiik a @); leképezések képterének
j=1
egy €51, - .. ,€j,r, bazisdt minden 1 < j < k indexre. Vegyiik e vektorok kozil az e; s,
1 < j <k —1, alakuakat, és vezessiik be e vektorok altal generalt B alteret, valamint
annak C ortogonalis kiegészit6 alterét az FE, Euklideszi térben. Azt &allitom, hogy a C'
altér dimenzidja ry. Valdban, ha tekintjiik az osszes e;1, ..., €, 1 < j < k, alaki
vektort, akkor ezek egy n elemii generator rendszert, ezért bazist alkotnak az E,, térben.
Ezért az ejq1, ..., €., 1 < j < k— 1, alaki vektorok linedrisan fiiggetlenek, igy az
altaluk generdlt B altér n — ri, és annak C' ortogonalis kiegészitoje ri dimenzids.
Mivel mind a (), matrix rangja, mind a C altér dimenzdja ry, és Q;x = 0, ha
k—1
1<j<k—-1ésxeC, ezbrt Qur =o— >, 6 Q;z ==z, hax e C, tovibba Qrx € C
i=1
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minden xz € R" vektorra, tehat specidlisan akkor is, ha x € B. Azt allitom, hogy ebbdl
kovetkezik, hogy Qrxr = 0 x € B esetén. Valdéban, ha egy x € B vektorra Qrxr = y
lenne valamely y # 0 (és y € C) vektorral, akkor a Q) métrix szimmetrikus tulajdonséga
miatt (y,y) = (Qrx,y) = (x,Qry) = (z,y) = 0 lenne. (A szdmolds utolsé 1épésében
kihasznaltam, hogy = € B és y € C, ezért az = és y vektorok merdlegesek egymadsra.)

Innen kovetkezik, hogy a Qi operator megegyezik a C' altérre valé ortogonalis
vetitéssel. Hasonléan bizonyithatd, hogy az osszes @, 1 < j < k, operdtor egy r;
dimenzidés projekcié. Tovdbba, mivel Q;x € B minden x € E, vektorra, ha 1 < j <
k—1,és Qry € C minden y € E,, vektorra, ezért (Q;z,Qry) = 0. Ez azt jelenti, hogy
a @ projekcié merdleges minden @);, 7 # k projekciéra. Hasonlbéan ldthaté a tobbi
projekcié ortogonalitasa is. A tételt bebizonyitottuk.

A kovetkezo tételben megfogalmazok és bebizonyitok néhany tovabbi a variancia
analizisben hasznos allitast.

Tétel normalis eloszlasti véletlen vektorok kvadratikus alakjainak néhany
hasznos tulajdonsagardl. Legyen adva egy n-dimenzios X = (X4,...,X,,) standard
normdlis eloszlasu valdsziniségi valtozo.

a.) Tekintsiink egy A szimmetrikus nx n-es mdtrizot. Az X AX™* kifejezés akkor és csak
akkor x-négyzet eloszldsi valdszindséqgi vdltozo, ha teljesiil az A? = A azonossdy,
azaz A projekcio. Ha ez a feltétel teljesiil, akkor X AX eloszldsa rang (A) szabad-
sagfoku x-négyzet eloszlds.

b.) Ha A és B két szimmetrikus mdtriz, amelyre A> = A, B> = B, és AB = 0, akkor
az XAX™* és XBX™ waldsziniiséqgi valtozok fiiggetlenek, és x-négyzet eloszlasiak
rang (A) és rang (B) szabadsdgfokkal.

c.) Ha Q, Q1, Q2 szimmetrikus n X n méretd mdtrizok, XQX"* és XQ1X* x-négyzet
eloszlastu valdszintdségi viltozok, QQ = Q1 + Q2, és Q2 pozitiv szemidefinit matriz,
akkor X(Q1 X* és XQ2X™ fiiggetlen x-négyzet eloszlasu valosziniségi vdltozo.

A tétel bizonyitdsa. Ha az A szimmetrikus matrix teljesiti az A2 = A feltételt,

akkor projekcié, és az X AX ™ kifejezést a fétengelytranszforméacié segitségével felirhatjuk
rang (A)
Yj2 alakban, ahol Y;, 1 < j < rang(A) fiiggetlen, standard normalis eloszlast

j=1

valészintiségi valtozok. Altalanos szimmetrikus A matrix esetében az X AX™ kifejezést
n

> )\jY]? alakban ifrhatjuk a fétengelytranszformécié segitségével, ahol Y;, 1 < j < n,
j=1

fiiggetlen, standard normadlis eloszlasu valdszinliségi valtozok, és A1, ..., A\, az A matrix
sajatértékei. Ez a kifejezés akkor és csak akkor x-négyzet eloszldsu, ha az Osszes A;
sajatérték 0 vagy 1 értéket vesz fel. (FEz példaul az eloszlas karakterisztikus fliggvényének
felirasabol latszik.) Ez a tulajdonsag viszont akkor és csak akkor teljesiil, ha A projekcid,

azaz A2 = A.

A tétel b) pontjanak bizonyitasdhoz elég azt észrevenni, hogy az adott feltételek
mellett A és B két ortogondlis projekcié. Innen a Cochran—Fisher tétel bizonyitasanak
alkalmazasédval be lehet bizonyitani a b) pont allitdsat, de lehet a Cochran—Fisher tételt
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kozvetleniil is alkalmazni az n-dimenzios FE,, tér I identitas transzformaciéjanak alkal-
mas I = C'+ B+ A alaki reprezentaciéjanak felhasznaldsaval. Ebben a reprezentaciéoban
C' az A+ B projekcié képterének az F,, tér n—rang (A) —rang (B) dimenziés ortogondlis
kiegészitésére vett projekcio.

A tétel c¢) pontjanak bizonyitdsa érdekében mutassuk meg el6szor azt, hogy az
adott feltételek mellett a ) projekciéo B képtere tartalmazza a (1 projekcié A képterét.
Valéban, ha létezne egy z € A\ B, = # 0, vektor, akkor erre az x vektorra teljesiilne a
(Qax,z) = (Qr,z)— (Qrz,2) = (y,2)—(z,2) = (y,y) — (z,x) < 0 egyenlStlenség, ahol y
az x vektornak (az x vektornal rovidebb) Qz vetiilete a B altérre. Ez az egyenlétlenség
viszont ellentmond annak a feltételnek, hogy (2 pozitiv szemidefinit matrix.

Abbdl, hogy a Q)1 projekcié képtere része a (Q projekcié képterének kovetkezik,
hogy Q1 = Q1Q = QQ1, ezért Q3 = (Q —Q1)* =Q+ Q1 —2Q1 = Q — Q1 = @2, és
Q1Q2 = Q1(Q — Q1) = 0. Ez azt jelenti, hogy Q1 és Q2 ortogonélis projekcidk, és a b)
rész allitasabdl kdvetkezik a c¢) rész allitasa.

A Cochran—Fisher tétel egy alkalmazasaként megmutatom, hogy hogyan kovetkezik
ebbdl az eredménybdl és a tobbvaltozés centralis hatareloszlastételbdl a matematikai
statisztika egyik fontos hatéareloszlastétele, amely a x-négyzet mddszer alapjaul szolgal.
A kovetkez6 eredmény bizonyitdsat fogom ismertetni.

Egy x-négyzet hatareloszlastétel. Legyen adva r darab urna, és dobjunk ezekbe
egymdstol fliggetlentil n darab golydt eqgymdstol fiiggetleniil gy, hogy mindegyik golyo p;

T
valdsziniséggel esik a j-ik wrndba, ahol p; >0, j =1,...,7, > p; = 1 elbirt szamok.
j=1
Jeldlje v, (j), 1 < j < r, a j-ik urndba esé golydk szamdt. FEkkor a i
. J
ji
valosziniségi valtozok eloszldsban konvergdlnak az v — 1 szabadsdgfoki x-négyzet elosz-
lashoz, ha n — oo.

- (Vn(j)_npj)z
=1

E tételt a Cochran—Fisher tételbdl és a tobbvaltozds centrilis hatareloszlastétel
alabbi kovetkezményébdl fogjuk levezetni.

A tobbvaltozos centralis hatareloszlastétel egy kovetkezménye. Tekintsik az
elobb megfogalmazott x-négyzet hatareloszlastételben leirt modellt és az abban definidlt

vn(4), 1 < j <r, valésziniiségi vdltozékat. Az \/Lﬁ(yn(l) —np1, ..., Un(r) —np,) véletlen
vektorok eloszlasban konvergdlnak egqy olyan normdlis eloszlasi (Zi,...,7Z,) véletlen
vektorhoz, amelyre EZ; = 0, EZJ2 =pi(1 —pj), 1 < j <r, és EZ;Z; = —pipj,

1<i<j<r, han— .

Az el6bb megfogalmazott y-négyzet hatareloszlastétel kovetkezik a fenti hatarelosz-
lastételbol és abbdl az allitasbol, hogy egy olyan normalis eloszldsu (71, . .., Z,) véletlen
vektorra, amelyre EZ; = 0, EZJ2 =pi(l—pj), 1 <j<r é EZ;Z; = —p;p;, ha

2

T
1<i<j<r,a) # valoszintliségi valtozd x-négyzet eloszlasi r — 1 szabadsagfokkal.
j=1"

Ez utébbi allitds a Cochran—Fisher tételbdl és egy a (Z1,...,Z,) véletlen vektorral
megegyezo eloszlasi véletlen vektor alabb ismertetett konstrukciéjabol kovetkezik.
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Alkalmas kovarianciaju véletlen normalis vektorok konstrukcidja. Legyenek
adva Y1,...,Y, figgetlen, standard normdlis valdsziniiségi vdltozok és olyan pozitiv p;,

1 <j <r, valds szdmok, amelyekre ) p; = 1. Definidljuk az
j=1

U= VBYi+ Ve + -+ VY,

Z]:\/p_ij—ij, 1<j<rm,

valdsziniségi vdltozokat. Ekkor EZ; = 0, EZ]2 = p;j(1 —p;), és EZ;Z; = —pip;, ha
1 <4< g <r. Ezenkivil teljesil a

22 ’
2 =LY (®)
=

,
’s > Zj =0 azonossdg.
Jj=1

A fenti eredménybol és a Cochran—Fisher tételbol kovetkezik az, hogy az elobb
felirt Z Z Osszeg x-négyzet eloszlasu r — 1 szabadsagfokkal. Valéban, a (8) sszegben

™ 2
szerepld > i—j kifejezés a fliggetlen standard normaélis eloszlasu Y7, ..., Y, valdoszintiségi
j=1

T
valtozok kvadratikus kifejezése, amelynek rangjaa ) Z; = 0 azonossag miatt legfeljebb

j=1
r — 1. Ez a rang legfeljebb r — 1, mert az elébb emlitett azonossaghdl kovetkezik,
hogy (Z1,...,2Z,) = (Y1,...,Y,)D egy olyan D maétrix-szal, amelynek rangja kisebb
vagy egyenld, mint r — 1. Ezért a a Z = (Z1,..., Z,) vektor altal definidlt tetsz6leges
ZBZ* kvadratikus alak ZBZ* = YDBD*Y* alakban irhat6, ahol Y = (Y3,...,Y}),
és rang (DBD*) < rang (D) < r — 1. Ezenkiviil U? egy olyan kvadratikus kifejezése

az Y1,...,Y, valészinliségi valtozéknak, amelynek rangja 1. Ezért a (8) azonossagbdl
T 2

és a Cochran—Fisher tételbdl kovetkezik, hogy a > % kifejezés r — 1 szabadsagfoku
g=1""

x-négyzet eloszlasu valdsziniiségi valtozd. (Ezenkiviil azt is tudjuk, hogy ez fiiggetlen
az U? valésziniiségi valtozotél. S6t a Z;, 1 < j < r, valdsziniiségi valtozdk fiiggetlenek
az U valdszintiségi véltozétol. De erre a tényre nincs sziikségiink).

Felmeriilhet a kérdés, hogy hogyan taldlhatjuk meg a (Z1, ..., Z,) véletlen vektor
fenti, szamunkra hasznos reprezentaciojat természetes modon. Ezt magyardazom el a
kovetkezé megjegyzésben.

Megjegyzés Tekintsiink egy B(t), 0 <t < 1, Brown bridge-t, és vezessiik be az ty = 0,

t; Z p, 1 < 7 < r, szamokat. E mennyiségek segitségével a keresett eloszlasu
=1
(Zi1,...,Zy,) vektort Z; = B(t;) — B(tj—1), 1 < j < r, alakban &llithatjuk el6. Legyen
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adva a B(t) Brown bridge-nek egy B(t) = W(t)—tW (1), 0 <t < 1, alaku el6allitdsa egy

W(t), 0 <t <1, Wiener folyamat segitségével. Ekkor bevezetve az Y; = p; pall 2(W(tj) —
Wi(t;—1)), 1 < j < r, fiiggetlen, standard normalis eloszlasu valoszmusegl valtozokat,

T
felirhatjuk az U = W(1) = > \/p;Y; és Z; = /p;Y; — p;U, 1 < j < r azonossigokat.
j=1
Ezt az eljarast kovettiik a fenti konstrukciéban.

Az alkalmas kovariancidaji véletlen normadalis vektorok konstrukcidjiban megfogalmazott
eredmények bizonyitisa. Az EZ; = 0,1 < j <r, relacié nyilvanvalé.

1/2 3 2
EZ = (p)? —pi?PEVE+ Y pnEY?
1 1<i<r, 1]

=pi(l=p)+ > Pim=p;(1—p)*+(1—pj)pj =p;(1—p)),
1 1<I<r, I#£]

EZiZj=pp; Y, p—pipj(1—p)EY? —pip;j(1— p;)EY}
I 1<i<r, U]

=pip;(1 —pi —p;j) — pipj (2 — pi — pj) = —pipj,

ha i # 7, és
T 2 A
DI HUT=) (Y — R+ U = ZY2+ZpJU2—2UZ\/p_JY+U2
j=1 "7 i=1
— 2 2 2 2 _ 2
=Y YV} +Ur-20%+U _Zyj.
Jj=1 /
Végiil

ZZ]—Z\/])_JY ijU U-U-=0.

A kivant eredményeket bebizonyitottuk.



