Nagy eltérések elmélete. Fliiggetien, valos értéki valdsziniiségi vdltozok.

1.) Legyen &1,...,¢&, figgetlen valdszintségi véltozok sorozata, P(§; =1 —p) =1 —
P =—-p)=p, 0<p<1, 8 = > &. (llyen valasztassal E{; = 0, Varg; =
k=1

p(1 — p).) Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy p = % racionalis szam, és

n oszthaté l-lel. Ekkor P(S, = 0) = % Ha pedig P({; = 1 —p) =
\/ 2mnp(1—p
1— P(& = —p) = 3, akkor P(S, = 0) = %enw(p)—logz), ahol H(p) =

—(plogp + (1 — p)log(1l — p)). Azon n hosszisdgu 0, 1 sorozatok szdma, amelyek

pontosan np egyest tartalmaznak \/%e”]{ ®)

2.) Definialjuk a H(p1,...,pr) = —
J

pjlogp;, figgvényt. Tegytik fel, hogy 0 < p; <

k
=1

k
1, és > pj = 1. Legyen p; = 0 esetén p,logp; = 0. (A H(p1,...,pr) fliggvényt
j=1
entrépidanak hivjak.) Akkor

0< H(p1,---,pk) < logk.

A jobboldalon csak akkor van egyenléség, ha p; = % minden j = 1,...,k-ra, a
baloldalon pedig akkor, ha az egyik p; 1-gyel egyenld, az 0sszes tobbi p; pedig 0.

3.) Legyenek &1,. .., &, fiiggetlen valészintiségi valtozok, és teljestiljon az Eesi < R(t)
egyenl6tlenség valamilyen t > 0 szdmra és R(t) fiiggvényre minden 1 < j < n
indexre. Legyen S,, =& + -+ &,. Ekkor

P(Sn > TLQZ) < en(lOg R(t)—tm)‘

A nagy eltérések elmélete a kovetkezo kérdéssel foglalkozik: Legyenek &x, k =
n

1,2,... figgetlen, valésziniiségi valtozok, S, = > &. Tegyiik fel, hogy ezek a val6szi-
k=1

niiségi valtozok minden nem til megszoritd, jé tulajdonsdggal rendelkeznek. A P(S,, —

ES,, > x(n)) valésziniiségek aszimptotikus viselkedésének minél pontosabb leirasat sze-
n

retnénk megadni, ha n — oo. Ha x(n)? nagysdgrendje megegyezik a Var S, = > (& —
k=1
E&;)? szérdsnégyzettel, azaz x(n) ~ \/n, akkor a centralis hatéreloszldstétel, illetve
annak esetleges finomitasa megadja a valaszt erre a kérdésre, de ha z(n) > Var S,, akkor
tovabbi vizsgalatokra van sziikség. Bizonyos problémak megértéséhez kiilonosen fontos
az x(n) = nz eset vizsgalata. A tovébbiakban elsésorban ezzel az esettel foglalkozunk.
A 3. feladat eredményébdl és az R(t) = Ee' tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy = > F&;
esetén ez a valdsziniliség az n mintaelemszam exponencidlisan kicsi fliggvénye. Az R(t)
fliggvény 8. feladatban felsorolt tulajdonsagai kozott ugyanis tobbek kozott az is sze-
repel, hogy ebben az esetben 1%r>1£ (log R(t) — tx) < 0. Az 1. feladatban pedig bizonyos
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specialis esetben az S,, = nx valdszinliség pontos aszimptotikdjat is megadtuk. Meg
szeretnénk hatdrozni a P(S,, = nx) és P(S, > nx) valészinliségek j6 aszimptotikajat
altalanosabb esetekben is, amikor az els6 feladat moédszere nem alkalmazhato.
Tekintstiik el0szor a kovetkezo problémat. Legyenek &,, n = 1,2,..., fliggetlen, egy-
forma eloszlasu valészintiségi valtozdk, amelyekre P(& = j) = p(j), j = 0,£1,+2, ...,

o0
> p(j) =1, azaz a &, valésziniiségi valtozdk csak egész értékeket vesznek fel. Legyen
j=—00

n
Sp = S &, és irjuk le a p™(m) = P(S, = m) valészintiségek viselkedését. Ez
k=1
egyszeriibb probléma, mint az eredeti kérdés, amelyik a P(S, > nx) valdsziniliségre
adando jo becslés volt. Viszont az eredeti kérdés megoldasahoz sziikséges 0sszes 1ényeges
gondolat mar e kérdés vizsgalataban is megjelenik.

E probléma vizsgalataban a kovetkezd észrevétel jatszik fontos szerepet. Definial-
juk a

o0

p(t) = Y plk)e™

k=—00

Fourier sort. Bizonyitsuk be a kovetkez6 allitasokat:

4.)
S0 = 30 PR ahol oK) = P(S, = k) = P&+ +, = b
k=—o00
minden n = 1,2,... szamra. Ezért
p(”)(k:) = % /_7; e”Mon(t)dt, k=0,£1,+2,....

A |p(t)| < 1 egyenlStlenség teljesiil. Tovédbba |p(t)] < 1 minden ¢ # 0 és |t| < 7
esetén akkor és csak akkor, ha a IC = {k: p(k) > 0, k =0,£1,+£2,...} halmaz nincs
egy egynél nagyobb racsszélességii racs eltoltjan, azaz minden d > 2 és r szamra az
L(d,r)={jd+r; j =0,£1,£2,...} halmaz (a d racsszélességii r szammal eltolt
racs) nem tartalmazza a K halmazt.
Ha E|¢l| < oo, akkor B¢l = (—i)lp®M(0),1=0,1,2,..., ahol & olyan valészinfiségi
valtozé, amelyre P(¢; = k) = p(k), i = V/—1, és o1(0) a ¢(t) fiiggvény I-ik
derivaltja a nullaban.

5.) Ha a K = {k: p(k) > 0, £ = 0,£1,+2,...} halmaz nincs egy egynél nagyobb
racsszélességii racs eltoltjan, és E|&1|2 < oo, akkor rogzitett k egész szamra és

tetszéleges olyan e(n) sorozatra, amelyre €(n) — 0, ha n — oo, rogzitett n-re
alkalmazva a k = nFE¢; + my/nVar & természetes skalazast felirhatjuk, hogy
1 s(n)
P(S,=k)=— exp {—i (nE& + m+/nVar §1> t} e"(t)dt

R

+0 (e—const.ns(n)2> ,
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és
t2
©"(t) = exp {n (iE{lt — Var{lg) } (1 + O(nt3)) , ha|t| < n—1/6
Lassuk be ennek az 6sszefliggésnek a segitségével, hogy az el6zo feltételek teljesiilése
esetén

1 2 1
P Sn k)= — —(k—nE&1)*/2nVar & ol=).
( ) Vv2mnVar &; ¢ * n

Hogyan mddosul ez az éllitas akkor, ha a K halmaz egy d > 1 racsszélességli racs
eltoltja tartalmazza?

Az utolso feladat eredménye jé aszimptotikat ad a p(”)(k) valoszintliség értékére,
ha k — nE¢& ~ /nVar&. Ertsiik meg, hogy miért nem miikodik ez a médszer jol
a tobbi esetben. A kivant valdszintliséget egy olyan integrél segitségével szamoltuk
ki, amelyben az integrandus abszolit értéke, — |o(t)|* —, egy const.n™'/? nagysagi
intervallumon kiviil elhanyagolhatéan kicsi. Az integrandus |p(t)["e!*(®*®) alaki, ahol
kis t-re a(t, ) ~ —tx+ntE& . Ha @ ~ nE¢; — x relative kicsi, (n'/? nagysagrendit),
akkor a minket érdekl6 valdszintliséget kifejezo integralt jol lehet becsiilni, és ezt tettiik
az 5. feladatban. Ha azonban nFE¢; — x = nE& — z(n) nagy, akkor bar az integ-
randus abszolit értéke egy kis intervallumon kiviil rendkiviil kicsi, de mivel az integ-
randusnak (mint komplex szdmnak) a szoge a maximum kozelében erésen oszcilldl,
ezért az integralt a hagyoméanyos médon nem tudjuk jol becsiilni. Az ilyen tipusi
problémak vizsgédlatara dolgoztdk ki az analizisben a nyeregpont mddszert, amelyben az
integral alkalmas dthelyezésével (a komplex fiiggvénytan néhany standard eredményét
felhasznalva) azt kivanjuk elérni, hogy az integrandus az abszolit érték maximuma
kozelében keveset oszcilldljon. Ekkor a kivant integralt jol tudjuk becstilni, mert annak
lényeges hozadékat a fiiggvény maximum koriili értékei adjak. A kovetkezo feladatban
megmutatjuk, hogy a nyeregpont mddszer a minket érdeklé probléma vizsgdlataban
is jol hasznalhato, feltéve, hogy a &; valdsziniiségi valtozé eloszlasa teljesit bizonyos
feltételeket.

6.) Tegyiik fel, hogy a K = {k: p(k) >0, k =0,4+1,£2,...} halmaz nincs egy egynél
nagyobb racsszélességii racs eltoltjan. Tegyiik fel tovabbé, hogy a ¢(z) = Ee'*&
fiiggvény, ahol z komplex szam (ez az ¢(t) = Fe' karakterisztikus fiiggvény
analitikus kiterjesztése) analitikus egy tartomédnyban, amely tartalmazza a {z =
x+iy, s —e <y < 0} sdvot valamilyen s < 0 és elég kis € > 0 szdmra. (A 8.
feladatban fogjuk targyalni azt, hogy mit jelent ez a feltétel, illetve mikor teljestilnek
a feladat tovabbi feltételei.) Ekkor

1 (™
pM (k) = 2—/ e TR ot is)dt, k=0,41,+2,....
™ — 1T

Teljesitse ez az s szdm a 1/(s) = o egyenletet, ahol a = £, és 1(s) = —log p(is).
Léssuk be, hogy a (s) fiiggvény szigorian konkdv, ezért az el6z6 egyenletnek
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legfeljebb egy megolddsa van. Ha az egyenlet megoldhatésagardl és annak tulaj-
donsagairol tett feltételek teljesiilnek, akkor

Léssuk be, hogy a 1. feladatban szerepl6é R(S,, = 0) valésziniiség becslése a P(&; =

1 —p) = P(& = —p) = ;5 esetben e feladat allitdsdnak specidlis esete.

Kés6bb azt is be fogjuk 1atni (més jelolékkel), hogy a = % > F¢; esetén a 6. feladat-
ban szerepls e V() ks — o—n((s)—as) kifejezés exponencidlisan kicsi, azaz P(s)—a > 0.

Az el6bb ismertetett modszer természetes moédon alkalmazhaté stirtiségfiiggvények
konvolicidjanak vizsgalatara, és alkalmas feltételek mellett hasonlé eredmények bi-
zonyithatéak. Ugyanis, enyhe feltételek mellett (példaul, ha az f(-) siriségfiiggvény
dltal meghatdrozott (t) = [€"*f(x)dr karakterisztikus fliggvény integrdlhaté,) a
strliségfiiggvény egyszerl inverzids formulaval kiszamithaté a karakterisztikus fiiggvény
segitségével. Nevezetesen,

fo =5 [ Tt d.

:% .

Strtségfliiggvények konvolicidjanak aszimptotikus viselkedése ennek a formuldnak, il-
letve e formula analitikus kiterjesztésének a segitségével a 6. feladat modszerével vizs-
galhato. Az eloszlasfiiggvényt a karakterisztikus fliggvény segitségével kifejezd inverzios
formulak mar bonyolultabbak. Ennek ellenére ez a mdodszer akkor is alkalmazhato.

Célszerti viszont az itt alkalmazott nyeregpont mdédszert dtfogalmazni a valészini-
ségszdmitas nyelvére. Ennek érdekében vezessiik be egy & valdszintiségi valtozd R(t) =
Ee' momentumgenerdlé fiiggvényét. (Ha ez a varhaté érték nem létezik valamilyen
t szdmra, akkor R(t) = oo definicié szerint.) Vegyiik észre, hogy az R(it) illetve ¢(t)
karakterisztikus fiiggvény analitikus kiterjesztése megegyezik, tovabba a 6. feladatban
megadott inverzids formuldban szerepl6 p(is + t) fliggvény (mint a ¢t valtozd fliggvénye
rogzitett s szammal) tekinthet6 gy, mint alkalmas eloszlasfiiggvény karakterisztikus

fliggvénye megszorozva egy konstassal, nevezetesen p(is + t) = R(—s)ps(t), ahol a
@s(-) fiiggvény az F,(dz) = % valdszintiségi mérték karakterisztikus fiiggvénye.

Ezt a tényt (némileg eltér6 skalazasban), illetve ennek néhény fontos kdvetkezményét
fogalmazzuk meg a kovetkezo feladatban.

7.) Legyenek &, k = 1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszlasi valésziniiségi valtozdk
F(z) eloszlds és o(t) karakterisztikus fiiggvénnyel. Legyen R(t) = o(—it) = Eelst.
Rogzitve egy t valos szamot vezessiik be az

_ o Sl e F(du) [T e F(du)
F(z) = F )(517) = R(t) N ffooo et F'(du)
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eloszlasfiiggvényt, és legyen &, = & (t), k = 1,2,..., fiiggetlen (egyforma) F(z)
n _ noo_

eloszlasu valdszintiségi valtozdk sorozata. Legyen a S, = > & és S, = Y. &,
k=1 k=1

valdszinfiségi valtozok eloszlasfiiggvénye Fy, (z) illetve F,(z) = FT(Lt)(x). Léssuk be,

hogy EeSn = R;S(Jg)s), EeisSn = R;(sz;;‘s), és az F,(z) és F,,(z) fiiggvények kozott

a kovetkezd az F(x) és F(x) fiiggvények kozotti kapcsolathoz hasonlé Gsszefiiggés
all fenn:

_ et“F, (du
1— Fn(ZB) _ f[x,oo}Rn@) ( )

- () :R”(t)/ =M F, (du).

[2,00)

Léssuk be ennek az 6sszefliggésnek a segitségével azt, hogy

1 — F,(nx) < inf e"los BO—t2) — oy {—n sup (tx — log R(t))} :
t20 t>0

Ha az R(t) momentumgeneralé fliggvény R(t+is) analitikus kiterjesztése teljesiti az
JZ2|R(t +is)| ds < oo tulajdonségot valamilyen 0 < ¢ < T' intervallumban (ez azt
jelenti, hogy az F(®) (+) eloszlas karakterisztikus fiiggvénye integralhat6, ami erésebb

feltétel, mint az, hogy az F(®)(.) eloszlisnak létezik korlatos sfirfiségfiiggvénye),
akkor az F,(-) eloszlasfiiggvény f,(-) slirtiségfiiggvénye teljesiti az

n

ds

fa(nz) < inf

e~ (tz—log R() %0 | R(t 4 jg)
T 0<t<T 2

R(?)

— 00

egyenlStlenséget. Az ffooo |R(t + is)| ds < oo feltétel helyettesitheté azzal a gyen-
gébb feltétellel, hogy ffooo |R(t +is)|* ds < oo valamilyen k > 1 szdmmal.

Sziikségiink lesz az R(t) momentumgeneralé fiiggvények néhany tulajdonsdgara,
és ezeket a 8. feladatban fogalmazzuk meg. Ezekbol az eredményekbdl specidlisan
kovetkezik, hogy az R(t) és log R(t) fiiggvények szigoriian konvexek, ezért a [log R(s)]’ =
x egyenletnek legfeljebb egy megolddsa van. Ha a t szam a megoldasa ennek az egyen-
letnek, és F' = F() az ehhez a paraméterhez tartozé a 7. feladatban definialt eloszlés,
akkor egy F eloszlasi valészintiségi valtozé varhaté értéke x. Ezért a centrélis hatér-
eloszlastétel segitségével a F}St) eloszlasat jol lehet becsiilni az nx pont kornyezetében,
ahol Ft(n) a F} eloszlas n-szeres konvoltciéjat jeloli. A 7. feladat eredménye alapjan a
Ft(n) eloszlas segitségével ki tudjuk fejezni az F), eloszlast is. Ilyen moédon jé aszimp-
totikat tudunk adni az 1 — F, (nx) mennyiségre is.

Vegyiik észre, hogy a fent vazolt médszer, amelyben 1 — F, (nx)-re jé aszimptotikét
adtunk a momentumgenerald fliggvény segitségével lényegében ugyanaz mint a 6. fel-
adat megoldasaban alkalmazott nyeregpont moédszer. Mivel a valészintiségszamitasban
a nagy eltéres eredményekben adott aszimptotikat az R(t) momentumgeneralé fiiggvény
segitségével szoktdk megadni, a 6. feladatban szerepld aszimptotikdt megfogalmazzuk
ezen a nyelven. Ez igy szdl:



0= Freaerae (0 (7))

ahol R(t) = Ee'%1, és t az [log R(t)] = % egyenlet megolddsa.

Ezutan megfogalmazzuk a momentumgenerald fliggvény minket érdekld tulajdon-
sagait a 8. feladatban.

8.) Létezzen a & valdszinfiségi valtozé R(t) = Fe'* momentumgenerdlé fiiggvénye
valamilyen ¢ > 0 szdmra. Azon ¢t > 0 pontok halmaza, amelyre R(t) < oo vagy
a teljes t > 0 félegyenes vagy egy véges [0,T) vagy [0,T] balrdl zart és jobbrol
nyilt vagy zart intervallum. A log R(t) és az R(t) fiiggvények masodik deriviltja
az R(t) fiiggvény értelmezési tartomdny a belsejében pozitiv, és az R(t) a fiiggvény
tetszoleges e tartomany belsejében levé (a, b) intervallumra valé megszoritdsa ana-
litikusan folytathaté a {z: z = x + iy, ¢ € (a,b)} tartomanyba, azaz az (a,b)
nyilt intervallumra tdmaszkodé sdvba a komplex szamsikon. Az R(t) és log R(t)
fiigggvények és azok derivaltjai folytonosak az origéban, és log R(0) = 0, R'(0) =
[log R(0)]" = E¢, ahol R'(0) és [log R(0)]" jobboldali derivéltat jeldl. Ez az azonos-
sag akkor is igaz, ha F{ = —oo. Ezért az R(t), log R(t) fliggvények szigortian kon-
vexek, az R'(t) és [log R(t)]’ fiiggvények pedig szigoriian monoton névekvéek a [0, T')
vagy [0, T intervallumban vagy pedig a t > 0 félegyenesen (attdl fliggéen, hogy az

R(t) fuggvény hol van értelmezve). (Innen levezethetd az is, hogy sup (tx —
T>t>0

log R(t)) > 0 minden z > FE¢; szamra, de ezt az &llitdst a 11. feladatban fogjuk
megfogalmazni és bebizonyitani.)

Ha t > 0 a & valdszintiségi valtozé R(-) momentumgenerdld fiiggvény értelmezési
e F(dx)
R(t)
val6szintliségi valtozo, ahol F(+) a £ valdsziniiségi véaltozo eloszlasa. Ezzel a jeloléssel
E¢(t) = [log R(t)]" és Var(t) = [log R(t)]”. (Vélaszthatjuk a = 0 értéket is, és ha
R(-) értelmezési tartomédnya a [0, 7] intervallum, akkor ¢t = T-t is védlaszthatunk.)
Ha ezeknek az azonossagoknak a bal vagy jobboldala véges értéket vesz fel, akkor

a masik oldalon levé kifejezés is értelmes, (és az azonossdg fennall.)

tartomanyaban van, akkor legyen £(t) egy F(dx) = F®(dz) = eloszlasi

Ha R(t) egy véges [0,7) vagy [0,T] intervallum valamelyikén van értelmezve,
az értelmezési tartomany akkor és csak akkor tartalmazza a T végpontot, ha

tlinilp R(t) < oco. Ha az értelmezési tartomény egy véges zart [0,7] intervallum,

—

akkor thH:lF R(t) = R(T), és ezen intervallum jobboldali T' végpontjaban akkor és
_>

csak akkor létezik az R'(T") (baloldali) derivalt ha thnzlr R'(t) = R'(T) < co. Ekkor
—

lim R'(t) = R'(T) = E¢e’®.

t—T

Legyenek &1,&o, ..., fiiggetlen egyforma eloszlasu valdszinliségi valtozok, és legyen
az R(t) = Fe'® momentumgenerald fiiggvény véges alkalmas t > O-ra. Tegyiik fel, hogy
az x > E& . (E& = —oo megengedett.) szdm olyan, hogy 1étezik olyan ¢ > 0 szdm az

R(t) fliggvény értelmezési tartoméanyéanak belsejében, amelyre [log R(t)]' = z. A 7. és 8.
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feladat eredményei alapjan

P(S, > nz) = R(t)"e”"® / et (dy), (+)

T

ahol S, = Y &, F, a Y. & eloszldsa, ahol &, k = 1,...,n, fiiggetlen, egyforma
k=1 k=1

eloszlast valdszintiségi valtozok F(dx) = emézgx) eloszlassal (a fenti ¢t paraméterrel.)

E& = [log R(t)] = x, Var&; = [log R(t)]”. Ezenkiviil a & val6szintiségi valtozénak
létezik az Osszes momentuma, s6t kis abszolit értékii u szémra az Ee®s = R(u) =

R(t+u)
R(t)

9.) A fenti jelolésekkel és a fenti feltételek mellett

momentumgeneralé fliggvénye.

6—n(tw—log R(t)) e—n(t:v—log R(t))

< P(S,, > nz) <
Tn < P(S, > nx) < Cy Tn

alkalmas, az n paramétertél nem fiiggd 0 < C; < Cy konstansokkal. (Feltettiik,
hogy a Ellog R(t)]’ = = egyenlet megoldhatd, és a megoldds az R(-) fliggvény
értelmezési tartoméanyanak a belsejében van, valamint = > F¢;.)

Cy

(A 9. feladat allitdsanak a bizonyitdsdban felhaszndlhatjuk a kdvetkezd Berry—
Esseen egyenl6tlenséget: Ha n)q,...,n, fliggetlen egyforma eloszlasu valdszintiségi
valtozok, Emy = 0, En? = o2 > 0, Elng|> = puz < oo, és ®(z) jeldli a stan-
dard normalis eloszlasfiiggvényt, akkor létezik olyan univerzalis K > 0 konstans,

ov/n o3y/n"’

altalanosabb eredmény, nem feltétleniil egyforma eloszlasu, fiiggetlen valdszintiségi
valtozok normalt részletosszegeinek tavolsagat becsiili a standard normalis elosz-
lasfiiggvénytol.)

amelyre ‘P ( Ln_ a;) — Cb(m)‘ < Kus (A Berry-Esseen egyenlétlenség valGjéban

Szeretnénk a 9. feladat eredményét élesiteni, és abban az alsé és felsé becslés
helyett pontos aszimptotikat irni. Ez lesz a 10. feladat eredménye. Ahhoz, hogy ezt
megtehessiik a (+) kifejezésben szerepl6 integralt kell jél becsiilni. Ezt megtehetjiik, ha
j6 aszimptotikat adunk a F),(nx +y) — F,, (nz) kiilonbségre, ahol a F), eloszlasfiiggvényt
a 7. feladatban definidltuk. Ez egy lokélis centrélis hatareloszlastétel tipusu probléma,
mivel annak valésziniiségét akarjuk aszimptotikusan jél megbecsiilni, hogy fiiggetlen
valésziniiségi véltozok (nem normalizalt) 6sszege egy rogzitett (n-tél fiiggetlen) hosszu-
sagu intervallumba esik. A kivant eredmény kovetkezik az alabb idézett allitasbol,
amely megtalalhaté példaul W. Feller: An Introduction to Probability Theory and its
Applications II. konyvében (XVI. fejezet, 4. paragrafus 1. tétel.)

Tétel. Legyen az F wvalosziniségi vdltozo olyan, hogy egy F eloszldsu & valdsziniségi
vdltozéra EE = my, Var&? = o2, E|€ — Ef|3 < 00, BE(§ — E£)3? = mg, és az F eloszlds
nem rdcsos, azaz nincs olyan h > 0 és a szdm, amelyre a {a + kh, k = 0,£1,£2,...}
halmaz F mértéke 1. Jelolje ®(y) a standard normdlis eloszlis és ¢(y) a standard
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normdlis suriséqfiggvényt. Jelolje F*™ az F eloszldasfligguény n-szeres konvoliuciojdt
onmagdval. Ekkor

P + Vi) - 8) - 0P =o( =), ()

ahol az o(-) egyenletes y-ban.

Megjegyezziik, hogy ez a tétel csak nem racsos eloszlasu valészintiségi valtozokra
érvényes. Ha ugyanis F' racsos eloszlasu valészintiségi valtozo, h racsszélességgel, akkor

az F*"(nmy + \/noy) fliggvény konstans egymadst kovetd ﬁ hosszisagu szakaszokon.

Mésrészt a ®(y) + 607?%(1 — y?)p(y) fiiggvény megvaltozasa egy ilyen szakaszon na-

gyobb mint const. n~/2. A tétel bizonyitdsit nem adjuk meg, csak néhdny megjegyzést
teszlink a bizonyitas mdodszerérol. A bizonyitds hasonlé a Berry—Esseen bizonyitasahoz.
Ebben a részletosszegek eloszlasat konvolvaljuk egy szép stirtiségfiiggvénnyel rendelkezo
eloszlassal. Ez utébbi simitott eloszlast, mivel szép stirtiségfiiggvénye van, jol tudjuk
becsiilni, és ugyancsak becsiilni tudjuk a konvolicié altal elkévetett hibat. Azt, hogy
nem racsos eloszlasrél van szé a kovetkezoképpen haszndljuk ki. Egy ¢ valdszintiségi
valtozo eloszlasa akkor és csak akkor nem racsos eloszlasu, ha a & valdszinliségi valtozo
o(t) karakterisztikus fiiggvénye minden € > 0O-a teljesiti a  sup  |p(t)| < 1 egyenl6t-
e<|t|<e?
lenséget. Ez biztositja, hogy a konvolvalt eloszlasfliiggvényt a‘liarakterisztikus fliggvény
n-ik hatvanyanak segitségével kifejezo integralban kis hibat kovetiink el, ha az integral
értelmezési tartomanyat egy az n paramétertdl fiiggetlen nagy véges intervallumra kon-
centréljuk.

Ha a tekintett valdszintiségi valtozok racsos eloszlasuak, akkor az Osszeg stlirtiség-
fliggvényére mar bizonyitott nagy eltérés tétel eredményét Gsszegezve megkaphatjuk az
Osszeg j6 aszimptotikdjat. A slrtségfliiggvény értékét a momentumgenerald fliggvény
illetve annak analitikus kiterjesztését felhasznalé inverz Fourier formula segitségével
pontosan kifejezhetjiik, és a slirtiségfiiggvényre adott aszimptotikus formulak helyett
lehet ezeket a pontos kifejezéseket Osszegezni. Ekkor ugyanazzal a médszerrel, amellyel
a strlségfiiggvény jé aszimptotikdjat fejeztiik ki, megadhatjuk az eloszlasfiiggvény jo
aszimptotikdjat is. Mi ezt a modszert fogjuk kovetni.

10.) Legyenek &1,&o, .. ., fiiggetlen egyforma eloszlasi valdsziniiségi valtozdk, amelyekre
létezik olyan t > 0, hogy R(t) = Ee'®t < co. Legyen x > E¢;, (B = —o0
megengedett), és tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢t > 0 az R(t) fliggvény értelmezési
tartomédnyanak belsejében, amelyre [log R(t)]’ = x. Ekkor

P(S, > nx) = ie‘”(m_log R (14 0(1)) ha & nem récsos eloszlést

vn

é ’o / 1
> _ > N _ —n(t'z’—log R(t"))
P(S, >nz) =P (S, >nz') —\/ﬁe (1 +0 (ﬁ))

C 1
— — ,—n(tx—log R(t))+K(z) 1 o —
vy (o),

ha &; racsos eloszldst a hk +a, k= 0,£1,4+2,... (legtdgabb) récson,

(%)
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ahol o/ = | 2&=2 [% + %, Ju] jeloli a legkisebb u-ndl nagyobb egész szamot, ' az
R'(t) = 2/ egyenlet megolddsa. Létezik olyan K > 0 szdm, hogy |K(z)] < K
minden a tétel feltételeinek eleget tevo x > F&; szamra. Tovabba

1 _
C= C = h

 ty/2r[log R(H)]" (1—e~1")/2n[log R(t)]"

Megjegyzés A (x) becslésben szerepl6 (o(1) illetve 0 (ﬁ) maradéktag egyenletes az

x véaltozéban, ha a P(S, > nz) valészintiséget olyan x szamokra tekintjiik, amelyekre
a [log R(t)]" = = egyenlet t = t(x) megoldasat tartalmazza egy olyan [0,b] interval-
lum, amelyre a b pont az R(t) fiiggvény értelmezési tartomédnydnak a belsejében van.
Ehhez azt kell ellendrizni, hogy a bizonyitasban szereplo becslések egyenletesek ilyen
x szamokra. Ez a tulajdonsdg teljesiil, mert a hibatagok becslésében szereplé momen-
tumok egyenletesen becsiilhetdek, tovabba minden € > 0-hoz létezik olyan ¢-t6l fliggetlen
§ =0d(e) > 0, amelyre |1 — @, (u)] <1 -6, hate[0,a], ése < |ul <e 1, ahol pi(-) a 7.
feladatban definialt F' = F, eloszlds karakterisztikus fiiggvénye. Nem racsos eloszldsi
valoszinliségi valtozdkra gyengébb becslést kaptunk, mint a racsos esetben. Bizonyos

simasagi feltételek mellett a o(1) maradéktag helyettesitheté O <\/Lﬁ>—nel. Ez megtehet6

példaul akkor, ha a & valésziniiségi valtozé o(-) karakterisztikus fliggvénye, illetve an-

nak analitikus kiterjesztése teljesiti a | 1|im o(u) = 0 feltételt. Ez a feltétel a Riemann
u|— o0

lemma alapjan teljesiil példaul akkor, ha a & valdszintiségi valtozo eloszldsanak 1étezik
strliségfiiggvénye.

A 10. feladatben szereplé aszimptikus becslés {6 tagjanak exponensében szerepel
a log R(t) — tx kifejezés. Erdemes észrevenni, hogy ez minden x > E¢; esetén negativ.
Ez a tartalma a kovetkezd (egyszerii) 11. feladatnak.

11.) Legyenek &y, ..., &, figgetlen egyforma eloszldsu valdszintiségi valtozok, amelyekre
az R(t) = Ee’®' momentumgenerald fiiggvény létezik valamilyen ¢ > 0-ra. Legyen
R(t) = o0, ha az Ee'® momentumgeneral6 fiiggvény nem létezik. Ekkor

sup(tx —log R(t)) > 0
£>0

n

minden z > FE&-re, és az S,, = &k valoszintliségi valtozo teljesiti a
k=1

1
——log P(S,, > nx) > sup(tz — log R(t))
n t>0

egyenl6tlenséget minden = > E&; szamra és n > 1 indexre. (A feladatban az
E¢; = —oo esetet is megengedjiik.)

A 10. feladatban a P(S,, > nz) valésziniiség jé aszimptotikajat adtuk meg akkor,
ha a [log R(t)]" = x egyenlet megoldhaté. A felsé becslés bizonyitdsdban nem hasznaltuk
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fel, hogy ez az egyenlet megoldhaté. Be akarjuk latni, hogy ez a fels6 becslés mindig
éles. Részletesebben fogalmazva, feltessziik, hogy &, k = 1,2,..., fliggetlen egyforma
eloszlasi valdszintiségi valtozok sorozata, és van olyan t > 0 szam, amelyre Ee'ét < oo.
n

&k. Be fogjuk latni, hogy ekkor
=1

Legyen S,, =
k

1

—lim — log P(S,, > nx) = sup(tx —log R(t)) > 0 minden x > E¢; -re. (xx)
n t>0

A (xx) reldcié ugy értendd, hogy R(t) = oo, ha R(t) nincs definidlva. Az Ef = —oo

relacié is megengedett.

A (xx) &llitds bizonyitasat az dltaldnos esetben visszavezetjitk a mar bebizonyitott
esetekre alkalmas approximacioval. Annak érdekében, hogy ezt megtehessiik, részlete-
sebben vizsgaljuk azt, hogy mikor nincs megoldasa a [log R(t)] = x egyenletnek. Ezt
tessziik a kovetkezo feladatokban.

Megjegyezziik, hogy a (xx) reldciéban a P(S,, > nx) esemény valészintiségét becsiil-
jik, azaz > és nem > jel szerepel ennek az eseménynek a definiciéjaban. Vannak olyan
esetek, amikor a (%) relaci6 csak ilyen forméban érvényes. Ilyen eset fordul el6 példdul
akkor, ha P(& = 1) = P(& = —1) = §, és o = 1. Ekkor —1 log P(S,, > nz) = log?2 és
—Llog P(S,, > nz) = co minden n > l-re. Mdsrészt, tz — log R(t) =t — log % =
log2 — log (14 e™?) ebben az esetben (z = 1), ezért sup(tx — R(t)) = tlim (tx —

t>0 — 00

log R(t)) = log 2.

12.) Legyen a &; valésziniiségi véaltozé R(t) momentumgenerald fiiggvénye a teljes t > 0
félegyenesen értelmezve. A [log R(t)]’ = = egyenletnek létezik egyértelmii megolda-
sa minden x > F¢; szamra, ha tlim [log R(t)]" = oo, illetve minden F& < z < z
— 00
szamra, ha a tlim [log R(t)]" = z < co. Ez utébbi esetben sup(tx — log R(t)) = oo,
— 00 t>0
ha z > z.
13.) Ha a &; valészintiségi valtozé R(t) momentumgenerald fiiggvénye a teljes ¢ > 0
félegyenesen értelmezve van, és 1tlim [log R(t)]" = z < oo, akkor P(§ > 2) = 0, és
— 00

sup(tz —log R(t)) = tlim (tz —log R(t)) = —log P(& = z). Ezen allitas és az el6z6
tZO — 00

feladat segitségével lassuk be a (xx*) reldciét abban az esetben, ha a &; valdsziniiségi
véltoz6 R(t) momentumgeneralé fliggvénye az egész t > 0 félegyenesen értelmezve
van.

14.) Ha a & valdsziniiségi véltoz6 R(t) momentumgenerdld fiiggvénye egy jobbrol nyilt
[0,7) intervallumban vagy egy zart [0,7] intervallumban van értelmezve, de az
utébbi esetben is teljesiil a tllII% R'(t) = oo relacié, akkor a [log R(t)]" = = egyen-

H
letnek minden x > E¢; szamra létezik egyértelmii megoldasa. Léssuk be a ()
allitast ebben az esetben is.

15.) Legyen &,, n = 1,2,..., fliggetlen, egyforma eloszldsi valdszintiségi valtozdk so-

rozata, Ee'®t = co minden t > O-ra, S,, = > &. Vaélasszunk egy tetszOleges
k=1
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[a,b] intervallumot, amelyre E&; < a < b. (Ez tgy értendd, hogy nincs ilyen
intervallum, ha E¢; = oo, ha pedig Emin(0,&;) = —oo, akkor tetszileges |a, b]
a < b intervallumot valaszthatunk. Ekkor

1 n
lim ——log P (% € [a, b]) = 0.

n—oo N

azaz, tetszéleges € > O-ra és a feltételeknek eleget tevd [a,b] intervallumra

P <& € [a,b]) >e ", han>n(ea,b).
n

Megjeqgyzés: Erdemes a 15. feladat eredményének egyik kovetkezményét kiilon

megfogalmazni. Ha &,, n = 1,2,..., fliggetlen egyforma eloszldsi valdsziniiségi
véaltozok, E&; =0, S, = > &k, és léteznek olyan A > 0, B > 0 szamok, amelyekre
k=1

P(S, > nA) < e~ "B minden elég nagy n-re, akkor az R(t) = Fe'** momentum-
generald fiiggvény létezik és véges kis t > 0 szamokra.

16.) Lassuk be az eléz6 feladat segitségével a (xx) relaciét abban a még nem vizsgalt
esetben is, amikor a &; valészinliségi véaltozé R(t) momentumgeneralé fiiggvénye
egy zart [0, 7] intervallumban van értelmezve, és lirr% R'(t) < 0.
t—

17.) A 16. feladat bizonyitasdban kiilon tekintettiik azt az esetet, amikor az R(t) =
Ee$' momentumgenerslé fiiggvény egy jobbrdl nyilt [0, a) intervallumban van ér-
telmezve, amikor egy zart [0, a] intervallumban van értelmezve és R'(a) = oo illetve
R'(a) < co. Mutassunk példat arra, hogy mind a harom eset valéban eléfordulhat.

A 8. és 10. — 16. feladatok eredményeibél kovetkezik, hogy a (xx) relacié igaz
tetszéleges & valdszintliségi véltozora, ha x > E&; -re és & valdsziniiségi valtozé R(t) =
Eet$' momentumgeneralé fiiggvénye létezik elég kis t > 0O-ra. A kovetkezd feladatban
beldtjuk, hogy a (xx) becslésben szerepld azonossig érvényes ezen feltételek teljesiilése
nélkiil is. Csak az azonossagban szereplo kifejezések nullaval is lehetnek egyenléek, ha
megengedjiik azt a lehet8séget is, hogy E*! = oo minden ¢ > 0 szdm esetén.

18.) Legyenek &1, &, ..., figgetlen egyforma eloszldsu valdszintiségi valtozok, R(t) =
Ee'® momentumgenerald fiiggvénnyel, ahol R(t) = oo, ha €' nem integralhato.

Legyen S, = > &. Ekkor
k=1

1
lim ——log P(S,, > nx) = sup(tx —log R(t)) minden — oo < z < oo szamra.
n—oo n t>0

18a.) Mutassuk meg, hogy = > E¢; esetén sup(tx —log R(t)) = sup (tz — log R(t)).
t>0 —oo<t<oo
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19.) Legyenek ét), . ,5,(5) fiiggetlen egyforma eloszldsi valdszintiségi valtozdk Fi(x) =

S Iy — [ etup(du), closalésfiiggvénnyel, é lgyen S — 32 ¢
R OB (t) = | e™F(du), eloszlasfiiggvénnyel, és legyen S, = kz—:1 & .
(Olyan t paramétereket tekintiink, amelyekre R(t) < co.) A ( §“, el ff)) vektor

feltételes eloszlasa az S,(f) = x feltétel mellett nem fligg a ¢ paramétertol.

Nagy eltérés tipusu becsléseket adhatunk akkor is, ha a tekintett S,, valoszintiségi
véaltozok nem fiiggetlen valésziniiségi véaltozok részletosszegei, viszont ezek R, (t) =
Ee!S» momentumgeneral6 fiiggvényei teljesitenek bizonyos feltételeket. A kovetkezd
feladatban ilyen tipusu allitast fogalmazunk meg.

20.) Legyen S,, n=1,2,..., valésziniiségi valtozok sorozata, és definidljuk az R, (t) =
Ee'S» fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy 1étezik a ¢(t) = lim I log R, (t) hatdrérték
n— o0

egy [0,T] intervallumban. Léassuk be, hogy a v(t), t € [0,T], figgvény konvex.
Tegytik fel, hogy ¢'(0) = 0, és egy = > 0 szadmra a ¢'(t) = x egyenletnek létezik
egy 0 < t < T megoldésa (jelentsen 1’(t) jobboldali derivéltat, amelyik konvex
fiiggvény esetén mindig létezik.) Tegyiik fel tovabba, hogy a () fiiggvény a ¢t pont
alkalmas kornyezetében szigorian konvex. Lassuk be, hogy ebben az esetben

1
lim ——log P(S, > nx) = tx — (t).

n—oo N

A nagy eltérés tételben szereplé az log R(t) fliggvény p(z) = sup(tx — log R(t))
>0

transzformaltja nemesak a valdszinfiségszamitdsban hanem a konvex geometridban, sét
a matematikai fizikdban is fontos szerepet jatszik. Ezt a leképezést nevezik Legendre
transzforméciénak. Megjegyezziik, — béar ez a tény ennek a feladatsornak a vizsga-
lataiban nem jatszik fontos szerepet, — hogy egy konvex fiiggvény Legendre transz-
formaltja szintén konvex, és konvex fliggvény Legendre transzformdltjanak a Legendre
transzformaltja az eredeti fliggvényt adja. A matematikai fizikdban a Legendre transz-
formacié azért jatszik fontos szerepet, mert ez teremti meg a kapcsolatot a mechanikai
rendszerek viselkedését leir6 Euler-Lagrange és Hamilton—Jacobi egyenletek kozott.

A fenti feladatokban leirtuk a P(.S,, > nx) valdsziniiség aszimptotikdjat akkor, ha
S, n darab fliggetlen egyforma eloszlasu &, 1 < k < n, valdszinliségi valtozé Osszege,
és a szigoru x > FE&; egyenlGtlenség teljesiil. Az aszimptotikus szamitasokban ki-
hasznaltuk, hogy x szepardlva van a varhaté értéktdl, illetve azt, hogy ennek kovetkezté-
ben a [log R(t)]" = x egyenlet megolddsa (a t véltozéban) szigorian pozitiv. A kovetkezd
feladatokban a tipikus tartomanybdl a nagy eltérések tartomanyba valé atmenetet irjuk
le, azaz a P(S, > x(n)) esemény valdsziniiségét vizsgaljuk akkor,ha z(n) —nE& > /n,
és x(n) — nE& < en alkalmas ¢ > 0 szdmmal. Ezenkiviil vizsgédlni fogjuk ennek a
kérdésnek a megfelel6jét a stirtiségfiiggvények aszimptotikus viselkedésérol is.

Ezek az eredmények fontos szerepet jatszanak annak a kérdésnek a vizsgalataban,
hogy egy fiiggetlen valdszintiségi valtozok normalizalt részletosszegeibdl természetes moé-
don készitett torottvonalfiiggvényt milyen jél tudunk kozeliteni Wiener folyamattal.
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Ezzel a problémaval egy masik feladatsorban fogunk foglalkozni, és ott hivatkozni fogunk
ennek a feladatsornak az eredményeire. Az alabbi kérdések a vizsgalataban is a 8. feladat
utén felirt (+) formuldt haszndlhatjuk, de a becslésekben megjelend technikai problémék
kiilonboznek. A bizonyitasokban fel fogjuk hasznalni azokat az eredményeket, amelyek
lehetové teszik, hogy analitikus fiiggvényekkel kényelmesen szamolhassunk. Ezek koziil
az egyik (egyszerl) komplex fiiggvénytani tételt felidézziik, mert a valészinliségszami-
tasban ez az eredmény ritkan szokott megjelenni.

Tétel. Legyen f(z) olyan analitikus fiigguény egqy zo pont kis kornyezetében, amelyre
f'(z0) # 0. Ekkor az f(z) pontnak létezik egyértelmi analitikus inverze az f(zo) pont kis
kérnyezetében, azaz létezik (egyetlen) olyan z = g(u) analitikus figguény az ug = f(20)
pont kis kornyezetében, amelyre f(g(u)) = u, g(f(z)) = z az ug = f(z0) illetve zy pont
kis kornyezetében.

21.) Legyenek &, k = 1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszlasi valdszintiségi véltozok,
n

E¢ =0, B2 =1és Ee'™ < oo, ha [t| < aalkalmas a > 0-val. Legyen S,, = Y &.
k=1

Létezik olyan ¢ > 0 szdm és A(u) analitikus fiiggvény az |u| < e tartomdnyban,
amelyekre

P(% >x) = [1 — ®(/nz)] @) (1-1—0(1’4—%)), ha 0 <z < e,

ahol ®(-) a standard normadlis eloszlasfiiggvényt jeloli, és a O(-) egyenletes az 0 <
z < ¢ intervallumban.

Tegyiik fel, hogy a 21. feladat feltételei teljesiilnek, és tekintsiik a P(S, > nx)
valészintliség aszimptotikus viselkedését kis z > 0 szdm esetén. Ekkor mind a 10. mind
a 21. feladat eredményét alkalmazhatjuk, és érdemes a két eredményt Gsszehasonlitani.

Felhaszndlva az 1 — ®(y/nx) = e—\;;ﬂm (\/%x + O(n_3/2x_3)> relaciét kapjuk, hogy a

két feladatban ugyanaz az exponens jelenik meg mas formaban. Ez e
10. feladatban, ahol t a [log R(t)] = x egyenlet megoldasa, és e™(*"2@)=2%/2) 5 91 fel-
adatban. Azt, hogy a két kifejezésben ugyanaz a kifejezés jelenik meg mas formaban
a kovetkezd szamolds segitségével lathatjuk. A 0 szam kortli Taylor sorfejtéssel azt
kapjuk, hogy log R(t) = % + %t?’ + -, logR(t)] = t+ §t* + -+, az x = [log R(t)]’
egyenlet megoldasanak sorfejtése t = = — %xQ + ---. Innen a 10. feladat képletében

n(log R(t)—tx) a

szerepld exponencislis tag e~ "(tr—log R(t)) — e =8 4) = gna®/2,=na @) glial-
mas analitikus A(+) fiiggvénnyel. Méasrészt e~ "% /2 ~ /2rna[l — ®(/nxz)] egy rogzitett
x > 0 szamra.

A pre-exponencidlis faktor a két aszimptotikdban eltér. Ez mind a két esetben
n~1/2 nagysigrendii. De mig a 10. feladatban n~1/2 egy bonyolultan megadhaté kife-
jezéssel és egy (1 + o(1)) hibafaktorral van megszorozva, (bizonyos simasagi feltételek
teljesiilése esetén o(1) helyett O(n~1/2)-t is frhatunk), a 21. feladatban a hibatag
O(1). Tehat ebben az esetben az aszimptotika kevésbé pontos. Ekkor ugyanis a
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pre-exponencidlis tagot nem szamoltuk ki elég pontosan. Finomabb szamolédssal és a
10. feladat bizonyitasahoz hasonléan a Berry-Esseen egyenlotlenség helyett fiiggetlen
valoszinliségi valtozok oOsszegének eloszlasara jobb becslést alkalmazva a 21. feladat

becslése élesithetd, és az (1 +0 (.7; + %ﬁ)) faktor helyett (1+zpu(z)+o(z) +O(n=1/2))
irhaté alkalmas p(z) analitikus fiiggvénnyel.

A kovetkez6 feladatban, amely tulajdonképpen a 21. feladat kovetkezménye, leir-
juk, hogy milyen pontos a P(S, > /ny) valészinliségre adott normalis kozelités, ha y
nagy, de nem tul nagy.

22.) Teljesiiljenek a 21. feladatban megadott feltételek. Ekkor ennek a feladatnak a
jelolésével

1-|—y3

vn

ahol O(-) egyenletes az y és n valtozéban. Tovabba

P(Sn>¢ﬁy):(1—q>(y))exp{0( )} ha 0 <y < ev/n,

P(S, > nx + z) < const.v/n P(S, >nz)e " ha0<z<e,

ahol t > 0 a [log R(t)]" = = egyenlet megoldésa, és z tetszéleges valds szam.

A 22. feladat masodik allitasa akkor érdekes, ha z viszonylag nagy szam, és ezért
et < %

A 22. feladat feltételeit lehet némileg gyengiteni. Elég feltenni, hogy az R(t) =
Ee$' momentumgeneral fiiggvény véges kis pozitiv ¢ > 0 szdmokra, az R(t) fiiggvény
viselkedésérdl negativ t argumentumokra e feladat allitasanak bizonyitdsdhoz nem kell
semmit sem feltenni. Ha a 21. feladat allitasat gyengitjiik, a benne szereplé A(x)
fliggvény analitikussaga helyett megelégsziink enyhébb simasagi feltételekkel, akkor elég
az R(t) fiiggvény végességét nem negativ t szamokra megkovetelni. Ez a feltétel viszont
nem hagyhato el, mint az a 15. feladat utan tett megjegyzésbol kovetkezik. Felmeriilhet
a kérdés, mit lehet mondani akkor, ha Ee's' = oo minden ¢t > 0 szadmra, vagy ami
ezzel ekvivalens, akkor ha a & valdsziniiségi véaltozé F(t) eloszlasfiiggvénye kielégiti az
1 — F(z) > const. (e)e " egyenlétlenséget minden € > 0 és x > 0 szamra. Ekkor
a P(S, > nx(n)) valésziniiségre a 21. feladathoz hasonld becslést lehet adni abban
az esetben, ha x(n) elég gyorsan tart 0-hoz. Annak a [0,z(n)] sdvnak a nagysiaga
ahol ilyen becslés adhatd, attdl fligg, hogy az 1 — F(z) milyen gyorsan tart 0-hoz
r — oo esetén. A bizonyitas, amelyet itt nem targyalunk, az el6z6 feladatok bi-
zonyitasanak természetes adaptacidja a &, 1 < k < n, valdszintiségi valtozok megfelel6
csonkitasaval kombindlva. A csonkitott valdszintiségi valtozok részletosszegeit jol lehet
becsiilni a targyalt mdédszerekkel, a -k tul nagy értékeinek hatasat elég durva becslések
segitségével vizsgdlni. A csonkitasi szint j6 megvalasztdsaval, amely az F'(x) eloszlés
viselkedésétdl fiigg a végtelenben, éles eredményeket lehet kapni.

Ha a & valészinliségi valtozé eloszlasardl a 21. feladat feltételén kiviil szép simasagi
feltételeket is tesziink, akkor nemcsak a F,(x) = P(S, < nz) eloszlasfiiggvényre,
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hanem annak stiriiségfiiggvényére is jo aszimptotikus formulédkat lehet felirni. Ez lesz a
kovetkezo feladat allitasa. Emlékeztet6iil: Ha az F(-) eloszlasfiiggvény ¢(t) karakterisz-
tikus fiiggvénye integralhatd, akkor az F' eloszlasfiiggvénynek 1étezik korlatos stirtiség-
fliggvénye, mint az az inverz Fourier transzformaciés formuldbdl kiolvashato. Ezért az
F fiiggvény folytonossagara a karakterisztikus fiiggvény, illetve annak analitikus foly-
tatasanak segitségével is jo feltétel adhato.

23.) Teljesiiljenek a 21. feladatban megadott feltételek. Alkalmazzuk ennek a feladatnak
a jeloléseit. Tegyiik fel azt is, hogy létezik olyan K > 0 és k > 0 egész szam, amely-
re [t| < o esetén [7_|R(t +is)|Fds < K. Jeldlje fn(z) az Fo(z) = P(S, <
nx) eloszlas (tehat fiiggetlen egyforma eloszldsi valdszintiségi véltozok dtlaganak)
strtiségfiiggvényét. Ekkor

fala) = & \/zw(l\/faz:u(a:))e_mQ/2 <1 o <%))

_ Jrp(y/iz) exp {o (%) } , halz|<e,

ahol u(x) alkalmas analitikus fiiggvény, \(x) ugyanaz az analitikus fiiggvény, mint
1 -x?/2
Var©

amelyik a 21. feladatban szerepel, és ¢(z) = a standard normalis stri-
ségfiiggvény.

fn (a: + i) < const. f,(z)e”, haO0<z<e
n

tetszoleges z szamra, ahol ¢t > 0 a [log R(t)]" = = egyenlet megoldasa.

Ha a 21. feladat feltételei teljesiilnek, és a &; valdszintiiségi valtozé racsos eloszlas,
és egy {a +1lh, | =0,£1,£2,...}, h > 0, halmaz az a legkisebb szélességii racs,
amelyre a & valészintiségi valtozé eloszlisa koncentralédik, akkor a p(™(z) =
P(S,, = x) valdszintiségekre a kovetkezd aszimptotikus formula érvényes:

pw) = e {_i_z)\ <%> } hyf2mn (11+ v (%)) o (1 o (%))

e(&) ()
hyv/n vn ’

exp < O ha x = a + lh, |z| < ne,

ahol p(x) alkalmas analitikus fiiggvény, és A(z) ugyanaz az analitikus fiiggvény
mint amelyik a 21. feladatban szerepel. Tovabba,

p™ (z 4 kh) < const. p™n(x)e”*" ha x=a+1h, |z| < ne,

T

ahol t a [log R(t)]" = % egyenlet megoldésa.
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Megoldasok.

1.)

1)

A Stirling formula szerint, n! = v27n (2)" (1+0(1)). S, = 0 akkor és csak akkor,
ha a &; valdszintiségi valtozok koziil k = np darab vesz fel 1 —p ésn—k =n(1—p)
vesz fel —p értéket. Az ilyen &, ..., &, sorozatok szama (Z), és a Stirling formula

alapjan () =\ /om0 kk(nf}l)m (I+o0(1)) = \/%P_np(l — p) P,
Ha P({; =1—p) =1— P(§; = —p) = p, akkor P(S,, =0) = (Z)pk(l —p)”_k =

14o0(1 .

—ﬁ, ha pedig P(§; = 1 —p) = 1 — P(§; = —p) = 3, akkor P(S, =

0) = \/%e"u{(p)_log 2). Az np 1-t tartalmazé 0-1 sorozatok szdma (Z) =
1+o(1) —np(1 — —n(l-p) — enH(P) 1 1

vV QTFP(l—P)np ( p) \/27rp(1—p)n( +O( ))

Mivel az f(z) = zlog x fiiggvényre, f'(z) =logz + 1, f"(z) =1 > 02 > 0 esetén,

ezért f(x) szigorian konvex, és

1. 1 1 1
pilogpj = 2log o+ {pj— o | log - +1

és az egyenlOség csak p; = % esetén teljesiil. Ezeket az egyenlGtlenségeket osszeadva
j =1,...,kra kapjuk, hogy —H(p1,...,px) > log%, és egyenlOség csak p; = %
esetén van. Ez a jobboldali egyenl6tlenség. A baloldali egyenlétlenség nyilvanvalo,

mert —plogp >0, ha 0 <p < 1.

n
P(Sn > na:) —p (BtSn > etna:) < EetSne—ntm — H Eetér g—ntz < en(logR(t)—t:r)‘
k=1

Mivel p,(t) = Y. P(S, = k)e'* = EeiS» = (Be'1)" = ()", a Fourier
k=—oc0

sor k-ik egyiitthatéjat meghatdrozé képletbdl kovetkezik a p™ (k) = P(S, = k)

valoszinliséget meghatarozo formula.

[e.e]
Mivel py > 0, minden k-ra, és Y. pr = 1, ezért |¢(t)| = 1 akkor és csak akkor, ha

k=—o00

létezik olyan a, hogy e*** = e ha {k € K}, ahol K = {k: pr > 0}. Valasszzunk
egy tetszbleges kg € K szamot, és legyen K' = {k — ko: k € K}. Ekkor 0 € X',
és |p(t)] = 1 akkor és csak akkor, ha e** = 1 minden k € K'} szdmra. Ez
csak gy lehetséges, ha t = 27r§, és q oszthaté minden k € K’-vel. Ha a K'-beli
elemek legnagyobb kozos osztdja 1, akkor ¢ = 0-n kiviil nincs —n < ¢t < 7, amelyre
lo(t)| = 1, ha pedig a legnagyobb ko6zos oszté ¢ > 1, akkor a t = 2%”, —4<p<yq
szdmok (és csak ezek a szamok) ilyenek.

eW0) = S i'%k'P(& = k) = i'E€L. Innen kévetkezik a feladat utolsé allitdsa

k=—00

1S.
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5.) Mivel log ¢(0) = 0, [log p(0)]" = iE&, és [logp(0)]” = —1Var&;, ezért a mésodik
tagig végzett Taylor sorfejtés adja, hogy |¢")t)| = en®lose(t) < g=nVar&it®/3 p,
t| < e alkalmas ¢ > 0-val. M4ésrészt, |p(t)| < 1 — J alkalmas § = d(¢)-nal, ha
e < |t| < 7. Innen |f5(n)§|t|§7T etkpn(t) dt| < e—const-ne(m)” pnen és a pn(k)-ra az
el6z6 feladatban adott becslésbdl kovetkezik a feladat els6 allitasa.

A log p(t) fliggvény Taylor sorfejtésébdl adédik, hogy log ¢(t) = it EE; — %Var &+
O(t3), p(t)™ = exp {inEflt - ”TtQVar& + O(nt3)}, ha [t| < n~'/6. Innen kovetke-
zik a feladat masodik &llitasa.

Az el6z6 két allitdsbol kovetkezik, hogy

P(S, = k) = — / e~ itR (1) dt

:% -

—-1/6
I t2
= exp {—z’tk + itnE&; — %Var gl} (14+0(nt?)) dt

21 _n—1/6

+ O (6—const. n2/3>

1/3

1 /M ku u? ud
= —_—— —'_ ) _— — 1 [
5 /_nl/fxp{ z\/ﬁ—l—z\/ﬁuEfl 2Var§1} < +O(\/ﬁ))
+ O (e—const.n2/3>

1 o k , 2 1
= m/oo exp{—z\/—% +ivnuE&, — %Var{l} du+ O <E)

_ 1 e—(k—nE§1)2/2nVar§1+O l .
Vv2mnVar & n

Ha a & valészinliségi valtozd egy d szélességii racsra van koncentralva, akkor a 4.)
feladat allitasa a kovetkezoképpen mdodosul:

R

d w/d '
p™ (kd) = —/ e~ *ton(t)ydt, k=0+1,%2,...,
27 —7/d

és innen az elozd szamolds természetes modositasaval
d
v2mnVar &

1

P(Sn _= I{;d) = e_(kd_nE§1)2/2nvar§1 _|_ O (_> .
n

Megjegyzés: A feladat eredménye alkalmas (momentum) feltételek mellett élesithe-
t0, és ilyen médon megkaphaté az in. Edgeworth sorfejtés a stirtiségfiiggvényre. Ha
a karakterisztikus fiiggvény logaritmusara tobb tagu sorfejtést alkalmazunk, akkor
a karakterisztikus fiiggvényre egy pontosabb

l
e(t)" = e 2 ] 4 chn_(j_Q)/2tj + O(n=1/2)
j=3
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alaki becslést kapunk. (Feltessziik az egyszerliség kedvéért, hogy E& = 0, és
E¢2 = 1.) A karakterisztikus fiiggvény pontosabb aszimptotikédja segitségével a
pn(k) valészinliséget kifejezd integralra is pontosabb becslést adhatunk. Ez

—k:2/2n l

e . k

n(k) = 1+§ . (32)/2H.( )+O (1—1)/2
p ( ) \/ﬁ jzgcjn J n (TL )

alaku, ahol H; a j-ik Hermite polinom. (Ahhoz, hogy egy ilyen tipusi becslést

. , , , . 51 00 g itw ,—t2/2 g4 _ ¥ —x?/2 _
bebizonyitsunk érdemes észrevenni, hogy ot f_oot e'"e dt = 15e =

Hj(zv)e_“Q/Z.)
A kivant azonossdg bizonyitdsdhoz hasznaljuk fel a p, (k) valésziniiségekre a 4.
feladatban megadott kifejezést,és azt hogy

j{ e k2" (2)dz =0 (a)
¢

feltéve, hogy a C gorbe, illetve annak belseje egy olyan tartomany belsejében
van, ahova a ¢(t) fiiggvény analitikusan kiterjeszthet6. Valasszuk a C gorbét a
kovetkezé moédon: Alljon a C a kovetkezd vizszintes és fiiggdleges szakaszokbol:
C=[-mmU[r+i-0,7m+is]U[r+is,—7 +is]U[—7m +is,—7 +i-0]. (Megje-
gyezziik, hogy bér a fenti gérbe [—m, 7] darabja nincs feltétleniil a ¢(t) fliggvény
analiticitasi tartomanyanak belsejében, lehetséges, hogy annak csak a hataran van,
viszont mivel a ¢(z) fiiggvény korldtos 0 > Rz > —e halmazon elég kis € > O-ra,
ezért a fenti korintegrél ekkor is 0.) Tovébba, mivel a karakterisztikus fliggvény
analitikus kiterjesztése is teljesiti a p(z) = @(z + 2m) periodicitasi feltételt, ezért
JTEe + [T etz on () dz = 0, ezért az (a) Telaci6bol és a p, (k) kifejezésre a 4.
feladatban megadott képletbol kovetkezik az erre a kifejezésre ebben a feladatban
megadott kifejezés.

Mivel a vizsgalt valdszintiségi valtozok nem koncentralodnak egy egynél nagyobb

racsszélességii rdcs eltoltjan a 5. feladat bizonyitdsdhoz hasonléan, (felhasznélva,

hogy [ F)| = e p(t+is) = 35 p(k)e™ ), p(is) = 30 p(k)e**, hogy
k=—oc0 k=—oc0

lo(t+is)| < p(is) ha |t| <, ést = 0. Tovabba mivel a ¢(t+1s) fiiggvény folytonos,

ezért minden & > O-ra létezik olyan 6(g) > 0, hogy sup |p(t +is)| < e °p(is),

e<|t|<m
ahonnan ' '
sup [e KNG (s 4 )] < VTR,
e<t<mw
Ezért
(n) L ; k , —n(y(s)+8)+ks
p\"(k) = — exp —n | ¢Y(s —it) — —(s —it) dt+0<e >
2m J_. n

(b)
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A nyeregpont moédszer azt sugallja, hogy az el6z6 képletben az integralban szereplo
s paramétert valasszuk gy, hogy az exponensben levo kifejezés derivaltja legyen 0

az s + i -0 pontban. Ez a meggondolés vezet a ¢'(s) = % = « egyenlethez.

és

Egyszerti szdmolas adja, hogy v'(s) = ﬁ((l’;)), P'(s) = p(is)e’ (P(Z?Z)s)‘ﬁ (”)2

©'(is) = iB& e, ' (is) = —E&2e%%1. Tovabba ¢'(is)? > ¢(is)¢” (is), mlvel ez
az egyenlGtlenség ekvivalens az (E£16*851)2 < BEe 581 E¢2e=5¢ egyenlétlenséggel,
és ez utobbi egyenlétlenség a Cauchy—Schwartz egyenlStlenség kbvetkezménye (szi-
goru egyenlGtlenséggel, ha a &; valészinliségi valtozé nem konstans.) (Megje-
gyezziik, hogy mas jel6léssel ez az érvelés jelenik meg a 8. feladat bizonyitasaban
is.) Innen #(s)” < 0, Innen a ’'(s) fiiggvény szigorian monoton cstkken, 1 (s)
szigordan konkdv, és a ¢’(s) = «a egyenletnek legfeljebb egyetlen megoldédsa van.
(Ha o > E¢;, akkor az s megoldasra s < 0.) A (b) kifejezés becsléséhez alkalmaz-
zunk Taylor sorfejtést az integral exponensében a t valtozo szerint.

% <¢(s —it) — %(8 - it)) T 0,
o (i~ Ko i) == >0

Ezért (s —it) — E(s—it) = ip(s) — Es— w# +O(#3). Innen és a (b) formulabol

P00 = 5 [ ew{on (v - 2 e o) L a
Lo <€_n(1/)(s)+5)+k$>

B 1 evn w//( ) 3
“onvi ) exp {—mp(s) +ks+ —2t*+0 (\/ﬁ) } dt

L0 <e—n(1/)(s)+5)+ks>

1/6
I P"(s) t?
= — ks + ———=t — dt
2m\/n /_nm eXp{ nipls) ks + 5= 2 0 vn
+0 <e—nfz/)(s)+ks—const.nl/3))

1/6

R ) W) r

-t [ S ()
+0 (e—n(w(s)—l—ks—const.nl/3>

:%\/_/ exp{ ny(s) + ks +¢H() }dt+0<e_niﬂ>

B efnw(s)+ks L4 O 1
- 271'71]@[1”(8)\( " (W))
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Innen kovetkezik a feladat f6 allitdsa. Ez alkalmazhaté az 1. feladatban alkalma-
zott példdban. Ha P(§; = 1—-p) = 1—-P({; = —p) = p, 0 < p < 1, akkor
némi szamolds adja, hogy a ¥(s)’ = 0 egyenlet megoldasa az s = 0 pont. Ha
P =1-p) =1-P(& = —p) = %, akkor p(is) = %[6_(1_17)84—6]98}. A
keresett s pontot meghatarozé ¢'(s) = O egyenlet ekvivalens a '(s) = 0 egyen-
lettel, és némi szamolassal kapjuk, hogy a megoldas s = log pp . Innen ¥(s) =

—(1-p)s 4 gps 1\t 1-p\”
—logp(s) = log2 — log (e +e ) = log2 — log ( ) + (T) =

P
log 2 —log <1%p> —log (1 + 1%) log 2 — plog =P —log - =log2— H(p). In-
nen, mivel esetiinkben k = 0 e ¥ () +k = en(H(p)— log 2), Neml szamolassal kapjuk,
hogy ¢ (s) = —ﬁ = —p(1 — p) az altalunk vélasztott s szdimmal. Ezért a 6.
feladatban adott képlet a p, (k) valészinliségre megadja az els6 feladat eredményét

jobb maradéktaggal. (O (\%) maradéktag szerepel o(1) helyett.)

pesse = pereer 160 — (506" = Risp

_ _ 1 R(t +s)
R — smF d - = sx th d ke SO
)= [Pl = gy [ e itan = Sy
Innen EesS» = R;itg)s). Hasonléan FeisSn» = R’;(:z;z)‘s). Masrészt,

1—F’n(x):P(Sn2x):/+ e F(duy)...F(duy)

f[x’oo) et F,, (du)
R(t)™

= —n/ ettt Fun) p(duy) ... F(duy,) =
UL+ tunp >

Az utolsé azonossag a kovetkezo ténybol kovetkezik: Ha T mértéktartd leképezés
egy (X, A, p) térbol egy (Y, B, v) térbe, azaz tetszéleges mérheté B C Y-ra v(B) =
u(T~1B), akkor tetsz(ﬁleges az (Y B, 1/) téren értelmezett, mérhetd, integralhaté f
figgvényre [, f(y)p = [ f(Tz)u(dz). Ezt a tételt haszndljuk (X, A, pn) =
(R™, By, F(duy) - ~-F(dun)) (Y, B V) = (RY, By, Fy(du)), T(uy,...,u,) = ug +

Ct Uy, és f(u) = elvl(uzz y4lasztéssal, ahol B, és By a Borel o-algebra R!-
en illetve R™-en. Az F,-et F, segitségével kifejezé képletbdl kévetkezik az Fp-t

dF,(z) _

iFz) = Rn(t) illetve

a F, segitségével kifejezd képlet, mivel ezek ekvivalensek a

dF,(z) __
dF,(z) —

1-F,(nz) = R”(t)/ e_t“Fn(du) < R"(t)/ e_t"an(du) < on(log R(t)—tz)

[na,00)

U (t) képlettel. Végiil tetszoleges ¢t > 0 szamra

[nxz,00)

Mivel ez minden ¢t > 0 szdmra igaz, innen kovetkezik a bizonyitandé egyenl6tlenség.

Az F(-) karakterisztikus fiiggvénye o, (s) = R%aés) ) 'Y karakterisztikus fiiggvénye

pedig p¢(s) = R;(f?;és). Ezért a stirtiségfliggvényt kifejezd inverz Fourier transz-

formacié alapjan ha f, jeloli az F,, és f, a F,, eloszlasfiiggvany stirtiségfiiggvényét,
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akkor
R"(t)e~tnz [ . R™(t+1

falo) = RO () = T [ o L
n —ntzx 0 n ; —n(tx—log R(t)) 0 n ;
< R"(t)e / R™(t + is) gs = € / R™(t +is) s
27 o | R™() 27 oo | R™(t)

Innen, infimumot véve minden 0 < t < T szamra kovetkezik a feladat utolséd
allitasa.

Ha R(t) = Ee'* < oo valamilyen ¢ > 0 szdmra, akkor |Ee*¢| < 1+ Fe!® < oo, 0 <
Rz < t esetében. Tovabba a £ valdszinliségi valtozo F'(x) eloszlasfiiggvényét appro-
ximélhatjuk alkalmas Fi(x) fliggvényekkel, amelyeket a példaul a kévetkezéképp
definidlhatunk: Fy(z) = F (%), ha £ <z < Bl —N2 <k < N?, Fy(z) = 0,
ha ¢z < —N, Fy(z) = F(N), ha « > N, ahol F(z) a ¢ valdsziniiségi véltozd
eloszlésfiiggvénye. Ekkor Ee** = ngn J e**Fn(dx), és a konvergencia egyen-

o.@]

letes a {z: ¢ < Rz < t — €} tartomdnyban tetszlleges ¢ > O-ra. Ezért az
R(z) = Ee*¢ fiiggvény is analitikus az adott tartomanyban, mivel el6all mint ana-
litikus fiiggvények egyenletes limesze. A fentiekbdl kovetkezik, hogy R(t), t > 0,
vagy az egész {t: t > 0} félegyenesen vagy egy balrdl zart jobbrdl nyilt vagy zart
intervallumon van értelmezve, a ¢t = 0 pontban folytonos, és analitikusan kiter-
jeszthet6 a kivant tartomanyra. Mivel R(0) = 1, az R(¢) nullabeli folytonossagdabdl
kovetkezik, hogy a log R(t) fiiggvény is folytonos az origéban.

R'(t) = [2?e™F(dz), [log R(t)]" = Rl(t)Q;ig)RN(ﬂ > 0, ha t az R(-) értelme-

zési tartomanyanak belsejében van. Az utébbi egyenlOtlenség azért igaz, mert
a Cauchy-Schwartz egyenlétlenség alapjan R/(t)? = (Efet5)2 > FetfEE2ett =
R(t)R"(t). Mivel a ¢ valésziniiségi véltozé nem konstans, az utolsé reldcidéban is
szigorti egyenl6tlenség frhaté. (Jegyezziik meg, hogy E|¢¥|e!® < oo minden t >

O-ra az R(t) fliggvény értelmezési tartoményanak belsejében és k = 1,2,...-ra,

bar t = 0O-ra ez az egyenlotlenség nem feltétleniil teljesiil, mivel F{ = —oo is

lehetséges, amikor F|{| = oco. Ennek az allitdsnak az igazoldsdhoz azt vegyiik

észre, hogy ze'™ > —K(t) alkalmas K(t) > 0 konstanssal minden z > —oo-re.)

R(0) =1, és lim R/(t) = lim FEée’*® = E¢ a monoton konvergencia tétel
t—0,t>0 t—0,t>0

szerint, mivel t_)l(i)nt1>0 €elt = €, és Eett a t valtozé monoton csokkend fiiggvénye.

Mivel BM=FO) — R/(y) alkalmas 0 < u < h-val h — 0 hatérdtmenettel kapjuk,
hogy R'(0) = E¢, és az R'(t) fiiggvény folytonos az origéban. Tovabba [log R(0)]" =
% = E¢, és a [log R(t)]" figgvény is folytonos az origéban. Mivel R/(0) =
[log R(0)]" = E¢, R(t), és log R(t) szigorian konvex (pozitiv mésodik derivélttal),
[tz —log R(t)]" szigorian monoton csékkend fiiggvény x > E¢ esetén. Mivel R(0) =
1 log R(0) = 0, ez igaz az R(t) és log R(t) fliggvényekre is.

zet® F(dx ’
A feladatban definidlt £(t) valésainiiségi véltozéra EE(t) — L R(f)( ) = B

[log R(t)]’, és hasonléan Var{(t) = R”(t)}g(tg)ZR/(t)Q = [log R(t)]”. A fenti azonos-

sagok mindkét oldala véges, ha t az R(-) értelmezési tartomanyanak a belsejében
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van. Ha a t szdm az értelmezési tartomany végpontjaban van az els6 azonossag két

oldala akkor és csak akkor véges, ha Efe's < oo. Nem nehéz belatni, hogy ebben

az esetben R (t) = limt R"(u), és R"(t) < oo akkor és csak akkor, ha F¢2et® < co.
u—r

A maésodik azonossag két oldala akkor és csak akkor véges, ha ez a feltétel teljesil.
Ha R(t) egy jobbrdl nyilt [0,7") intervallumon van értelmezve, akkor tlin% R(t) <
_)

oo nem lehetséges. Ebben az esetben ugyanis a monoton konvergenciatétel miatt
R(T) = tli_)ngp R(t) < oo lenne, ( Az ¢! fiiggvények az e¢T fiiggvényhez konvergdlnak
t — T esetén, a ¢ > 0 halmazon monoton novekvé, a & < 0 pedig halmazon monoton
csokkend médon.) Ezért az R(t) fiiggvény definidlva lenne az értelmezési tartoméany
jobboldali végpontjaban is. Mésrészt, ha R(T) < oo, akkor mivel ef¢ < eT¢ + 1,
0 <t < Tesetén, R(t) < R(T)+10 <t < T esetén, ezért a monoton R(t)
fliggvénynek létezik véges hatarértéke, ha t — T. A monoton konvergenciatételbol
kovetkezik, hogy }1_{1&1” R(t) = R(T) ebben az esetben.

Ha R(t) egy véges, zart [0,T] intervallumban van értelmezve, akkor minden h > 0
szamra teljesiil a w = R'(u) relacié valamilyen T'—h < u < T szdmmal.
Mivel az R'(t) fiiggvény monoton nd, innen h — 0 hatdratmenettel adédik, hogy
tli_% R'(t) = R'(T), ahol a két oldal egyszerre véges vagy végtelen. Ezzel a feladat

minden allitasat belattuk.
A (+) relacié alapjan elég beldtni, hogy 711 < f e tw—na) B (dy) < CQ. A

Berry—Esseen egyenl6tlenség alapjén 1éteznek olyan (n-tél fiiggetlen) A > 0, 31 >0

és By > 0 szamok, amelyekre By < Li}lF (x +u) — F,(z) < By f}l A<u<n1/4

esetén. Ugyanis a Berry—Esseen egyenlotlenség alapjan

_ U K
Flwtu) -2 ( n[logR(t)]”>| =V

és 13/15“ <o (m) —9(0) < 1\3/2%‘ alkalmas Dy > 0és Do > 0 konstansokkal.

3|

K

|[Fo(2) — 2(0)] <

Y

Bl

Ezekbol az egyenlotlenségekbdl kovetkezik a kivant egyenlétlenség példaul By =
%, By =2D;5, A = max (%—K, DKZ) valasztassal.
Innen [ e "=, (dy) > meA —t(y— ”I)F (dy) > e A E,(z+A)— F,(x) >
%. Mésrészt [ e W= (dy) < f:f+n C ety ne) 7, (dy) + et és par-
cidlis integralassal F)(z) = F,,(nx + z) — Fy,(nz) jeloléssel

1/4 1/4

nxr+n n
[ IRy = [ ceE
n 0

1/4 1/4

n _ n 1 C
= / te " F*(2)dz — e=tn"/ F*( /4y < / Bgte_tzz i dz < =2
0 0 vn

Bl

Innen kovetkezik az bizonyitandé egyenlotlenség masik fele.
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10.) Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor § nem rdcsos eloszldsi. A (+) formula
miatt elég az [ e_t(y_m)an dy) integrélt jol becsiilni. Alkalmazhaté a feladat

elétt megfogalmazott tétel az F' eloszlasra, és abbdl kévetkezik, hogy F,(nx +u) —
F,(nz) = m +o(n71/?), ha 0 < u < n'/°. Valéban, alkalmazva a
mn[log

(++) formuldt my = z és u = = illetve u = 0 vdlasztdssal, és a két azonossdgot
kivonva egyméasbél kapjuk, hogy F,,(nz+u)—F, (z) = @(ﬁ)—@(O)—i—o(n_l/Q). (A
szdmoldsbam megjelend tébbi tag betehetd az o(n~1/?) maradéktagba.) Masrészt
®(5) = ®(0) = S0(0) + O(%) = Somies iy #(0) +o(n /%)), ha 0 < u <
n'/%. Innen kévetkezik a fenti reldcio.

Az el6z6 feladat bizonyitdsahoz hasonléan érvelve vezessiik be F*(z) = F,(nx +

z) — F,,(nx) jelolést. Parcidlis integralassal kapjuk, hogy

1/5

[e'e) B nr+n B 1/5
/ e W E (dy) = / eI F (dy) + 0 ()

T nT

e ¥Fr(d2)+ O (e*t”1/5>

t(z +o(n~1/2))e
V/2mn[log R(t)]”

= %(1 +0(1)).

C = konstanssal. Innen kovetkezik az allitds abban az esetben, ha
ty/2mn[log R(t)]"

&1 nem racsos eloszlasu.

Ha & racsos eloszlasi az a + kh, k = 0,+1,+2, ... racson akkor P(S, > nz) =
P(S, > nz’), mert S, nem eshet az [nx,nz’) intervallumba. A P(S, > nz')
val6szintiség becsiilhet a p™ (kh + a), a + kh > na’, valészintiségekre kapott
aszimptotikus formulak Osszegezésének a segitségével. Ehelyett a p(”)(kh + a)
valésziniiségeket a 6. feladatban megadott inverz Fourier transzformalt (illetve an-
nak analitikus folytatdsdval) pontos formuldk segitségével fejezziik ki. fgy a kivant
valoszinliséget ki tudjuk fejezni egy szingularis integral segitségével, és ezt az in-
tegralt a 6. feladat bizonyitasaban szereplé mddszerhez hasonléan tudjuk becsiilni.
A 6. feladatban bizonyitott formuldt, illetve annak természetes altalanositasat
az a + kh, k = 0,£1,42,... rdcsra koncentralt mértékre atirva a ¢(z) = R(iz)
azonossag segitségével kapjuk, hogy

J
= / te ¥ F*(2)dz — e_t”I/SF’;{ (n'/®) +0 (e_ml/S)
0
dz+0 (e t'"°
J ()

h w/h .
p(n) (CL + kh) — _/ e—(a-l-k:h)(t —Hs)Rn(t/ + ZS) dS,
27 —n/h

ahol ¢’ a [log R(t')]" = «’ egyenlet megoldasa.
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Jegyezziik meg, hogy mivel |z — 2/| = O(%), [log R(t)]" = z, [log R(t")] = «',
'énf< b[log R(s)]” > 0, ha az [a,b] intervallum az R(t) fiiggvény értelmezési tar-

tomdnyénak belsejében van, [t —¢'| = O (+). Ezért t’ az R(-) fiiggvény értelmezési
tartoméanydnak belsejében van, és a kés6bbi formuldk érvényesek ezzel a t' para-
méterrel is. Tovabba a benne szereplé o(-) hibatagok egyenletesen kicsik, ha ¢’ a t
szam kis kornyezetében van. A p(™ (a + kh) valészintiségekre kapott kifejezéseket
osszegezve kapjuk, hogy

1—E,(nz') = Z p™ (a + kh)
k: at+kh>nx’

h w/h o
D> / e (WHMEH) Rr (¢ + is) ds
k: a+kh>nx’ g —7/h

h 7T/h oo , ,
_ 2_ Ze—(:c —j3h)(t —|—zs)Rn(t/ + ZS) ds,

ahonnan a geometriai 0sszeget zart alakba irva kapjuk, hogy

b [T eminsa R(t' +1is)\"
B AN nn_ —ntx" "
1 — Fu(nx') = R(t')"e oy /ﬂ/h 1 — e—h(t'+is) ( R(t) ) ds.

Mésrészt  sup ) Rg(:r,;s)

e<|s|<m/h
véaltozo egy (pontosan) h szélességii racsra van koncentralva, [log R(t')]” > 0, és

< 1 minden € > 0 szamra, mivel a &; valdszintliségi

log % = {is[]og R(t"] — %[log R(t"]" + O(s?’)}

2
= {isw’ — %[log R(t])" + O(sg)} :
ha |s| < € egy kis € > 0 szdmmal. Innen alkalmas § = §(¢) > 0-val

W h
1— F,(n2’) = R(t")"e ™" —
27

/E exp {—n[log R(t’)]”% + O(ns?’)}

1 — e—h(t/+is) ds + 0 (™)

—E&

. n='/% exp —n[logR(t’)]”ﬁ + O(ns?)
_ R(t/)ne—ntm i(/ { 2 }dS

B 2 _p—1/6 1-— e_h(t/—i_is)

L0 (e—const. n1/3>) '
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11.)

12.)

13.)

Ebbsl a becslésbél valamint a ——L—— = 2220 formulabol

—_e—h(t'+is) 1—e—ht’

1 — F,(nz') = exp{n(log R(t') — t’x’)}*

" 27(1 — e~ "t")
n—1/6

(/ e—n[logR(t/)]//52/2(1 + O(S + 77,83)) ds+ O (e—const.n1/3>>
_np—1/6
= log R(t") — t'a h
= exp{n(log R(t") — x)}m

n-1/3

3
—nflog REN"s%/2 (1 4 5+s d
(e (1+o (7)) =
+ O <e—const.n1/3>)

k-
27(1 — e ")

o0 N1 2 1
/_Oo o—nllog R()]"'s%/2 4 (1 L0 (ﬁ))

i eerer (0 (7))

= exp{n(log R(t/) - t/xl)}

vn

Innen és a [t — t'| < const. L, |z — 2’| < const. 1 becslésekbdl kovetkezik a feladat
allitasa racsos eloszlasu valdszintiségi valtozokra is.

A 8. feladat alapjan sup(logtz — R(t)) > 0, mivel (tx —logR(t))|,_, = 0 és
>0

[tx —log R(t)])'|,_o > 0, ha = > E&. A 7. feladatban fels6 becslést adtunk az
1 — F,,(nz) valésziniiségre. Innen kévetkezik a feladat mésodik éllitédsa.

Mivel a log R(t) szigoriian konvex, az értelmezési tartomany belsejében analitikus
fiiggvény, és [log R(0)]" = E&;, a [log R(t)]" = z egyenlet egyértelmiien megoldhaté
az adott feltételek mellett. Ha tlim log R(t)] = 2z < o0, és © > z, akkor [tz —

— 00
log R(t)]" > x—z > O minden ¢t > 0O-ra, éslog R(0) = 0. Ezért tx—log R(t) > t(z—x),
ahonnan tlim (tz —log R(t)) = oo, és ebbdl kivetkezik a feladat utolsé allitasa is.
— 00

Tegyiik fel indirekt médon, hogy P(&1 > z) > 0. Ekkor létezik olyan € > 0, amelyre
P(& > 2+ 2¢) > 0. Tovdbba ff;s e F(dx) < e'*1e) és R(t) = [ e!"F(dx) >
etZ+2€) P(¢) > 2 + 2¢), ahonnan

[i. e F(dx)

Jim R(t) =1
mivel
[r e F(dx) et(z+e) et(z+e)
z >1-— >1-— >1-— t.e e,
R(t) = R T etrmple >z 420 = R
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14.)

Innen

(¢ < ze™F(dx
lim [log R(t)]' = lim 7 > lim sup fzios (do)
t—00 t—o00 R(t) t—00 fz+€ etIF( dil?)
metm
> limsup inf —— =z+e¢,

t—00 X>z+e €

és ez ellentmond a feladat feltételeinek. (A fenti szamoldsban kihasznéltuk, hogy
hm f ze'F(dz) = 0, mert E)Igoxet = 0, ha z < 0, és |z|e!” < const., ha
:c § 0,ést>1.

Be akarjuk latni, hogy

sup(tz —log R(t)) = tlim (tz —log R(t)) = —log P(& = 2).
t>0 o0

A fenti 4llités elsé azonossaga nyilvanvald, mert a tz —log R(t) fliggvény a t véltozo
monoton névekvé fiiggvénye a [tz — log R(t)]’ > 0 relacié miatt. Tovdbba R(t) >
P(& = z)e'*, ahonnan tz — log R(t) < —log P(& = z). Ezért a kivant &llitds
bizonyitasahoz elég belatni, hogy tetszoleges € > O-ra

R(t) < (P(61=2) +e)e® hat>t(e).

Ennek az egyenl6tlenségnek a bizonyitasahoz vegytk észre, hogy létezik olyan § =
6(e) > 0, amelyre P(z—6 < & < z) < P(§1 = 2)+5. Tovabbd, mivel P(§; > 2) =0

R(t) < et(z=9) 4 Pz — 8§ <& < 2)é
< et (g +P(z—0<& < z)) <(P(& =2)+e)e

—t5
ha t > 0 olyan nagy, hogy e~ < 5.

Ha R(t) < oo minden ¢ > 0 szamra, tlim [log R(t)] = 2 < 00, és B < x < z, akkor
— 00
a [log R(t)]" = = egyenlet megoldhatd, és ebben az esetben nemcsak a (%), hanem
az élesebb (x) relacid is érvényes. Ha z > z, akkor P(S,, > nx) = 0 minden n > 1-
re, igy lim —1log P(S, > nx) = oo, mert P(& > x) = 0. A (x*) reldcid ebben az
n—oo

esetben is igaz, mivel a 12. feladat &llitasa szerint sup (logtx — R(t)) = co. Végiil,
>0

ha z = z, akkor P(S,, > nz) = P(& = 2)", ezért lim —Llog P(S, > nz) =

n—oo
—log P(&1 = z) = sup (tz —log R(t)). A (xx) allitas tehdt ebben az esetben is igaz.
>0
Belatjuk, hogy ha a feladat feltételei teljesiilnek, akkor tlin% [log R(t)]" = co. Innen,
—

tovabba a [log R(t)]'|,_, = E&i azonossaghdl, és abbdl, hogy a [log R(t)]" fiiggvény
folytonos és szigorian monoton né, kovetkezik, hogy a [log R(t)] = x, x > E&;,
egyenlet egyértelmiien megoldhaté a (0,t¢) intervallum belsejében. Ezért ebben az
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15.)

esetben nemcsak a (xx) hanem az élesebb (k) relacié is teljesiil az adott feltételek
mellett.

Ha R(t) egy jobbrdl nyilt intervallumban van értelmezve, akkor a 8. feladat alapjan

. - , . T t / - 7 /
th_>H:1r R(t) = co. Ezért th_>rr:1F log R(t) = th_)rr% Jollog R(s)]’ ds = co. Innen és a [log R(t)]

fiiggvény monotonitasabdl kovetkezik, hogy thrr% llog R(t)]" = oc.
—

Ha R(t) a a [0,T] zart intervallumban van értelmezve, és R'(T) = oo akkor a 8.
feladat alapjan lim R'(t) = 0o, és sup R(t) = R(T') < co. Ezért lim[log R(t)]’ =
t—T 0<t<T t—T

0.

Elészor roviden lefrom a bizonyités f6 gondolatat. Valaszthatunk olyan [— K7, K]
intervallumot, amelyre nagy annak a valoszinlisége, hogy egy §; valdszintiségi val-
toz6 ebbe az intervallumba esik, és a §; valdsziniiségi véltozé6 E = E(K;, K»)
feltételes varhato értéke, feltéve, hogy —K; < §; < K, kisebb mint a. Valasszunk
alkalmas K7 és K5 konstansokat valamint egy m pozitiv egész szamot, és tekint-
sik azt az eseményt, hogy az els6 m &; valoszinliségi valtozék mindegyike ebbe a
[— K1, K5] intervallumba esik. A paraméterek alkalmas vélasztdsa esetén ennek az
eseménynek viszonylag nagy a valdszintisége, és ennek teljesiilése esetén az els6 m &;
valészintiségi valtozé atlaga kozel van egy E < a szdmhoz. Tovabbd az Eels' = oo

minden ¢ > 0 szadmra feltétel miatt létezik olyan [by, bo| intervallum, amelyre by > b,

a (Z_f — ) szdm kicsi, és annak a valészintisége, hogy egy &; valdszinliségi valtozd

a [b1,be] intervallumba esik viszonylag nagy. Definidljuk azt az eseményt, hogy a
&;, valésziniiségi valtozék m < j < n indexre ebbe a [by, bs] intervallumba esnek.
Be fogjuk latni, hogy ha m = an, és a 0 < a < 1 szamot az elobb bevezetett E és
b1, by szamoktdl fliggden alkalmasan vélasztjuk meg, akkor annak az eseménynek,
hogy az els6é m illetve az utolsé n — m valdszinliségi valtozo a fent leirt médon
viselkedik viszonylag nagy a valdszintiisége, és ebben az esetben % € [a,b].

Tetszbleges €1 > 0 szdmhoz véalaszthatunk olyan Ky = Ki(e1) > 0 és Ky =
K5(g1) > 0 szdmokat, amelyekre

P e [-K1,Ko])>e™™ és B =E|-K <& <Ky <a.

Val6ban, elég nagy Ko szamra teljesiil a P(§; € [—Ka, Ks|) > e ¢ feltétel. Va-
lasztva egy elég nagy Ky > Ky szdmot ha sziikséges, az E(£1]6 < K3) < B¢ < a
feltétel miatt elérhetjiik, hogy a K7, Ko par mind a két egyenlotlenséget teljesitse.
(Az Ee®t = oo feltétel miatt igaz a E(&1|6 < Ky) < E& szigort egyenlStlenség.
Vegyiik észre azt is, hogy g(u) = E(&1|€1 < u) az u valtozé monoton fiiggvénye.)
Rogzitett €1 > 0 és pozitiv egész m szamra definidljuk a kovetkezd A = A(m,eq)
halmazt:

A= A(m,&?l)

:{w: —Ki(e1) < &(w) < Ka(e1), 1 <k <m, < b;a)}-

% Yo &w) - B
k=1
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Azt allitjuk, hogy alkalmas M (eq) kiiszobszdmmal m > M(eq)-re

P(A(m,e1)) > e ™1, (c)

N | =

Valéban, P(—K; < & < Ko, 1 <k <m) > e ™1 és

4

mivel a &, k = 1,...,m valdszinlségi valtozok feltételesen filiggetlen, egyforma
eloszlast, korlatos valdszintiségi valtozok a —K; < & < Ko, 1 < k < m feltétel
mellett. Ezért az utolsé egyenl6tlenség kovetkezik a nagy szamok torvényébol.

b—a

<

Y

N

1 m
E;&f—El

—K1§£k§K2,1§k§m>Z

TetszoOleges 5 > 0 és 3 > 0 szamokra végtelen sok egész [ > 0 szamra teljesiil a
P((1+e) <& < (14ep)H) > e (te2)es (d)

egyenlStlenség. Ellenkezd esetben ugyanis az Fe®3$1/2 < oo egyenlStlenség tel-
jestilne. Vilasszunk a legkisebb [ = [(b) = [(b, €2, e3) egész szamot, amely teljesiti
az (1 + e2)! > b egyenlStlenséget és (d) relaciét. Mivel a &, k > m, val6szintiségi
véltozok fiiggetlenek az A (m,e1) halmaztdl, a (c) és (d) tulajdonsdgokbdl kovetke-
zik, hogy

P <A(m, 1) N {w: (14 22)'® < € (w) < (1 +e0) O i < k< n})
1

> §e—m€1—(n—m)(1+sg)l(b)537 (d/)

ha m > M (eq). Rogzitett £1, €2, €3 és n szdmokra valasszuk az m = m(n, e, €2,€3)
szamot m = [na| + 1 alakban, ahol [] egész részt jeldl, és a a kovetkezd egyenlet
megoldésa:

b
QB+ (1— a)(1 +e)'® = “"; .

Ekkor 0 < o < 1, ezért 0 < lim Tn£12:28) 1 Jeovezziik meg tovabbd, hogy
n— oo

Ei <aés (1 —a)(l+e)!® < 22— Ey ahol By = min(Ey,0). Vélasszunk

g1 = §-et a Ky = Ky(e1) és Ky = Kj(e1) paraméterek megvalasztdsidban. Ez

egyben meghatarozza az F1 = Ej(e1) feltételes varhatd értéket is. Ezért igaz az
(1—a)(1+ &) < “TH’ — E; egyenl6tlenség, és annak jobboldala nem fiigg az e,
és £3 szamok értékeitél. Tovabba, mivel B < E; < a, ezért ‘ITH’ —E > b_T“ > 0.
Megmutatjuk, hogy az

A(m,e1) N {‘JJ: (14 22)"® < &(w) < (L+e)OF m<k < n}

28



16.)

b—a

Sn = —22 _
halmazon " € [CL, b] az €3 = 201 20—4E,

hogy ekkor

Z & < (n—m)(1 + &5)! 1

k=m+1

> (0 valasztassal. Vegyiik ugyanis észre,

<n(l—a)(1+e) O =n(1 —a)(1 +2)'@ +n(1 — a)ea(1 + )

b -
<n(l —a)(14e2)'® +ney (% — El)

—a

b
n(l—a)(1+e2)!® 4 n

n
s Y & > (n—m)(1 4 e2)'® > n(l — a)(1 + &2)!® — const., ahol a kons-
k=m+1
tans fligghet az €5 és €3 paraméterektol. Ezekbdl az egyenlétlenségekbdl, illetve
az A(m,e1) halmaz és az o szdm definici6jdbdl kovetkezik a fenti allitds. Meg-
mutatjuk, hogy az €3 > 0 szam alkalmas valasztédsaval elérhetjiik azt, hogy an-
nak a halmaznak, amelyen beldttuk, hogy S"T(w) € [a,b] viszonylag nagy legyen

a valszintisége. Legyen e3 = j—o-—7. Ekkor me; + (n —m)(1 + &2)!®e3 <

28 +neg(l—a)(1+e2)/®) < £n, mert (1—a)(14e)!® < 22 — By Innen, illetve
a (d’) relaciobol kovetkezik, hogy

1
P (A(m,el) N{(1+e)® <&, < (1+) O m<k< n}) > e

elég nagy n-re. Mivel ezt az érvelést tetszodleges € > 0-ra meg lehet tenni, ebbdl a
becslésbdl, illetve abbdl a ténybdl, hogy %” € [a,b] ezen a halmazon, kévetkezik a
feladat allitasa.

Legyen z = [log R(T)]". Ekkor a 8. feladat eredményei alapjan a [log R(t)]’ fliggvény
monoton n6 a 0 < ¢ < T intervallumon, és F¢; < x < z esetén a [log R(t)]' = x
egyenletnek van megoldésa az R(t) fiiggvény értelmezési tartoményénak belsejében.

Ebben az esetben nemcsak a (xx), hanem az erdsebb (x) relacié is teljesiil. Haz > z,
akkor mivel [tz —log R(t)]" > 0, sup(tx — log R(t)) = log Tz — R(T). Ezért a (xx)
>0

relacié még be nem bizonyitott része azt allitja, hogy lim —1log P(S, > nz) =
n— o0 _ _
Txr —log R(T), ha x > 2. FEnnek bizonyitésa érdekében vezessiik be a F' = Fr

valészintiségi mértéket, amelyre F (dy) ~F(dy). Legyenek &, ..., &, fiiggetlen

T)
F eloszlast valészintiségi valtozok, és Z &,. A 7. feladat eredménye alapjan
F

az S,, véletlen 6sszeg F), eloszlasa teljesiti az
F,(dy) = e TYR™(T)F,(dy), és

n(dy) = RnT(T) n(dy) relaciot. Ezért

o0

B n(x+e) B
e TYE, (dy) > R™(T)e "= / e~ TW=n2) B (dy)

x

P(S, > nx) = R”(T)/

xT

Sn
> Rn(T)e—nT(m—FE)P (7 € [z, z + 5])
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17.)

18.)

tetszoleges € > O-ra. Mivel Eetét = 0o, minden t > 0 esetén, (ellenkez6 esetben
az R(t) momentumgenerald fiiggvény kiterjeszthetd lenne egy (0,7”), T' > T in-

tervallumra), F&, = Eé;ifl = [log R(T)] = z, a 15. feladat eredménye alapjin
tetszéleges © > z és € > O-ra P (i—" € [z, z +5]> > e "™ han > n(e,x). Innen,

és az el6z6 egyenlétlenségbdl minden € > 0-ra P(S, > nx) > R™(T)e ™(To+2e)

ha z > 2, n > n(e,x). Masrészt tudjuk, hogy P(S, > nx) < R*(T)e "1, (lasd
példaul a 7. feladat eredményét). Innen kovetkezik a bizonyitandé &llités.

Legyen az Fy(x) eloszlasfiggvénye az f,(z) = C(a)e”"z~* fiiggvény, ha = > 0,
fa(z) =0, haz <0, Cla) = [ % ds. Az R(t) = C(a) [, e~ U1D%zdy
a t < 1 argumentumokra van értelmezve, ha a < 1, a t < 1 szdmokra értelmezett,
ha a > 1. Az R'(1) = [C(a) [;° ="' da derivalt akkor és csak akkor véges, ha
a > 2.

Ha Ee’®* = co minden ¢ > 0-ra, akkor lim —% log P(S,, > nx) = 0 a 15. feladat

n— o0

eredménye alapjan, és sup(tx — log R(t)) = log R(0) = 0. Ebben az esetben bebi-
>0

zonyitottuk az allitast, mert olyan [a, b] intervallumot vélasztva, amelyre E¢; < x <

a felirhatjuk, hogy 0 < lim —21log P(S, > nz) < lim —1log P(S, € nla,b]) = 0.
n—oo n—oo

(Azt az esetet kell még kiilon targyalni, amelyikben F¢; = oo. Be lehet ldtni, hogy

ekkor létezik olyan & val6szintiségi valtozd, amelyre P(&; < &) = 1, E& < oo, de

Ef% = 00, ezért Ee’®' = oo minden t > 0 szamra. Ekkor a feladat llitdsa igaz a

§; ezért a naluk nagyobb §; valészintiségi valtozdk Osszegére is.)

Tekintsiik azt az esetet, amikor Ee’s' < oo elég kis ¢ > O-ra. Az allitdst mér
belattuk abban az esetben, ha = > E¢;. (Ez vonatkozik az F§; = —oo esetre is.
Ezért a tovabbiakban elég az F¢; > —oo és x < F¢&; esettel foglalkozni. Ennek az
esetnek a vizsgalatdban elészor megmutatjuk, hogy, ha B¢ < oo és az R(t) = Ee'“
momentumgenerald fliggvény véges elég kis t > 0-ra, akkor

lim sup(tx — log R(t)) = 0. e
ol tzg( g R(t)) (e)

Valéban, mivel [tE& —log R(t)]'|,_, = 0 és [tE& — log R(t)]" szigorian monoton
csOkken, ezért minden & > O-ra létezik olyan § = d(¢) > 0, amelyre F&; < x <
E& + 6 esetében

sup(tz —log R(t)) = sup ((tE& —log R(t)) + t(x — E&1))

t>0 e>t>0

< sup t(z — E&) <e(x — E&) < é&6.
e>t>0

Mivel az utébbi egyenlétlenség igaz minden € > 0O-ra, és 0 - x — log R(0) = 0, igaz
az (e) éllitds. Az (e) relaciébdl és abbdl a ténybél, hogy a feladat allitdsa igaz
az x > FE& esetben kovetkezik, hogy minden £ > 0O-ra létezik olyan z > F¢,
amelyre nli_{xgo—llogP(Sn >nz) <e. Mivel 1 > P(S,, > nx) > P(S, > nz), ha

n

z < z, innen kovetkezik, hogy lim —1log P(S, > nz) =0, ha z < E&. Tovdbba
n—oo
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18a.)

19.)

sup(tx —log R(t)) = R(0) = 0 ha z < E&;, mivel tz — log R(t) a t valtozé monoton
>0

csokkend fiiggvénye t > O-ra, ha z < E&;.

Tekintsiik az R(t) = Fe'®' momentumgeneralé fiiggvényt, illetve a B, (t) = tz —

log R(t) kifejezést negativ ¢ szdmokra is. Mivel sup B,(t) > 0, ha = > FE,
>0

tr —log R(t) < tE{_log R(t), ha x > E&, és t < 0 elég beldtni, hogy —tE& —
log R(—t) < 0, ha t > 0, azaz log R(t) > tE{; t > 0 esetén, ahol {; = —&;, és
R(t) = Eet*t. Ezt az allitast viszont beldttuk kordbban.

Az adott feltételek mellett

Ef( it);---,fg)) = ! f(élv"w&n)etsn

R (t)
tetsz6leges mérhetd f(xq,...,x,,) mérhetd (és integralhatd) fliggvényre, ahol & =
,io), k=1,2..... Legyen B mérheté halmaz az n-dimenziés Eukideszi térben.

Definidlni fogunk egy hp fliggvényt a szdmegyenesen, amelyre teljesiil a hg(x) =

P(&,...,&,) € B|S,, = z) Osszefiiggés, ahol S, = > &. A hp(x) fliggvényt a
k=1

EhB('Sn)g(gh cee 7571) =FEI ({(517 cee agn) € B}) 9(517 cee 7571)

azonossagok definialjak, ahol g(zi,...,x,) tetszbleges (korlatos) mérhetd fligg-
vény, és I(A) az A halmaz indikator fiiggvénye. (Ez tulajdonképpen a feltételes
valoszinliség definicidja, és az ilyen fliggvény létezését, amely a Radon—Nikodym
tétel kovetkezménye be szoktak bizonyitani a feltételes valdszinliség definiciéjanak
megadasdndl.) Azt akarjuk beldtni, hogy ebbél kdvetkezik a

i ($0) g (&, 60) = BI ({(el",....€0) e BY) g (67,....60)

azonossag. Ez az azonossag a feladat allitasanak atfogalmazasa. Azt jelenti, hogy
ha hp(z) = P((&,...,&,) € B|S, = x), akkor hp(z) = P((£",..., &) €
B|SY) = ).

Viszont a bizonyitas elején felirt azonossag alapjan

1

Eha(S)g(&",....€0) = RT)"

Ehg(Sn)g(&1, ... & )et5n

és

BI({(&,....&0) € B} g(&l”, ... &)

1

= s BT (@ &) e Bhglel”, . e) e

Ezért a kivant azonossag kovetkezik a hg-t meghatarozé azonossagokbdl, ha a
g(x1,...,x,) fiiggvényt a a g(x1,...,z,)el @1+ "+ fijgovénnyel helyettesitjiik.
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20.) Mivel a L log R, (t) fiiggvények konvexek, ezért a limesziik 1(t) is az.
P(Sn > ’I”L:L’) =P (etS" > e”x) < elog Rn(t)—ntx’

ahonnan lim inf — 1 log P(S,, > nz) > lim (tz — Llog R, (t)) = tx — (t), és ez az
n—00 n—00

alsé becslés. A fels6 becslés bizonyitdasahoz lassuk be el6szor, hogy minden elég kis

e > 0-ra létezik olyan d(g) > 0, 6(¢) — 0 ha € — 0, amelyre

n(z+e) 1
/ I, (du) > SRa(t+6) han > n(e). ()
Legyen € > 0 olyan kicsi, hogy 1 (t) szigorian konvex a [t,t + €] intervallum-
ban. Vélasszunk egy 0 < ¢’ < ¢ szdmot, amelyre a ¢'(t + 2§) = = + &’ egyenlet
megoldhaté, ahol ¢'(u) baloldali derivaltat jelol. Ekkor a ¢'(0) = 0, ¢'(t) = x
feltételek és a 1(-) fliggvény konvexitdsa miatt 6 > 0. Tovabba a () fliggvény
szigori konvexitdsa miatt § = () — 0, ha e — 0. Ugyanis ¢'(t + h) > '(t)
szigord egyenlétlenséggel h > 0 esetén. A 1(-) fiiggvény szigori konvexitdsa mi-
att létezik olyan n = n(e’) > 0, amelyre (t) + 20 < ¥(t + ) — 2n, és Y(t +
d) > YP(t+20) — (x +€')d + 2n. Innen a nh—>r%o Llog R, (u) = ¢(u) reldcié miatt
log R,,(t) < log R, (t+06)—nxd—nn, éslog R, (t+20) < log R, (t+9)+n(z+e')d—nn
elég nagy n-re, és

/ e(t+6)an(du) < e—n(g:+€’)§ / e(t+26)an(du)
n(x+e’) n(x+e’)

< e~ n(ate)d+log Ry (t420) - log Rn(t+8)—nn 1R (t+9)
< = 4"

elég nagy n-re. Hasonléan

/ eHIUE (du) <

— 00

1
Z1~‘zn(1t+5).

Az utolsé két egyenlStlenségbdl kovetkezik az (f) relacid, ha benne € helyett &’ < e-t
irunk, de akkor még inkabb igaz e-nal.

Az (f) formuldbdl kovetkezik, hogy

P(S, >nx) > P(n(zx+¢) > S, > nx)

n(z+e) t+up (d
> fna: € TL( u) Z

- en(t+0)(z+e)

1

ERn(t + 5)67n(t+5)(x+5).

Innen, és a lim 1log R, (t+6) = ¢(t +§) reldciébdl limsup — < log P(S,, > nz) <
n—oo

n—oo

(t+0)(x+e)—¢(t+0). Innen € — 0 hatdratmenettel kapjuk, hogy

1
limsup ——log P(S,, > nz) <tz — ¥(t).

n—00 n
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21.)

A kapott also és fels6 becslésbol kovetkezik a feladat allitasa.

A (+) formulat hasznaljuk, és abban a t paramétert a [log R(t)]" = x egyenlet
megoldasaként valasztjuk. Mivel a [log R(z)]’ fiiggvény az origé kis kornyezetében
analitikus, [log R(t)]'|,_, = 0, [log R(t)]"|,_, = E&} = 1, ezért az origé kozelében
létezik a [log R(t)]’ fiiggvénynek analitikus inverze, és az t = z\;(x) alakban frhato,
ahol A1(0) = 1, és A\1(-) a nulla kis kérnyezetében analitikus. A (4) formula alapjan

Sh, o
P (— > x) = R(t)”e_tm/ e~ tW=n2) p, (dy)
n nT
R [ IR, (dy) - @ dy)] = i+ T
ahol a F, = F" eloszlasfiiggvény a (+) formuldban van definidlva, és ®4(-) a

normélis eloszldsfliggvény n[log R(t)]" varhaté értékkel és nllog R(t)]” szérasnégy-

zettel, azaz ugyanazzal az elsé két momentummal, mint egy F,(-) eloszlasi valo-
szinliségi valtozé. A Berry—Esseen egyenlétlenséghbdl kovetkezik, hogy

C
sup [FY (z) — ®4(z)| < —

NG

alkalmas C' > 0 konstanssal, és ez a C konstans megvélaszthaté a t paramétertol
fiiggetleniil, ha |t| < e. Ehhez azt kell meggondolni, hogy egy F®(.) eloszlast
valészintiségi valtozonak és abszolit értékének a momentumai a ¢ paraméter foly-
tonos fliggvényei. A kivant valésziniiséget kifejez6 formuldban az I; integral egysze-
riibb alakra hozhaté, az Is integral a Berry—Esseen egyenlGtlenség segitségével be-
csiilhet6. Megmutathatd, hogy az Is integral kicsi, tekintheté hibatagnak. Ezutan
némi tovabbi szamolassal bebizonyithaté a kivant formula.

Felhaszndlva a © = [log R(t)]’ relaciét kapjuk, hogy

_ pn e—ntm 1 - ex —tY — y—2
L =R (t) \/27m[log R(t)]” /0 p{ ty 2n[log R(t)]//} dy

— exp {n (]og R(t) — t[log R(t)] + g[log R(t)]") }
= [ e {5 (v rvaiograr) } ay
— exp {n (log R(t) — tllog R(t)] + g[log R(t)]”) } (1 -0 (t nflog R(t)]”))

Masrészt, parcialis integralassal és a Berry—Esseen egyenl6tlenség felhasznalasaval
kapjuk, hogy

I < R™(t) const. {e_"m +t/oo ety dy} < const. en(logR(t)_t[logR(t)],).

NG
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Felhasznaljuk, hogy e’/ 2N - d(u)] > Corf; , ha v > 0. Ennél pontosabb aszimp-
totika is felirhaté, amelyet példaul bebizonyitottunk a ”Normalis eloszlasu valo-
szinliségi valtozok” feladatsor 7. feladatdban. Ebbdl a formulabdl az I; kifejezés

alakjabdl és az I kifejezésre adott becslésbol kovetkezik, hogy

o ty/nllogR()" +1Y 1
Ih=1 O( NG >—Il O( )

r+ —F

vn

Tovabba, log R(t) — t[log R(t)]" + %[log R(t)]” = t3H(t) a nulla kis kornyezetében
alkalmas analitikus H (t) fiiggvénnyel, mivel a baloldal elsé két derivaltja a nulldban
zér6. Elvégezve az t = xA1(x) helyettesitést kapjuk, hogy

b (% N x) _ ona®ha(a) (1 & (t nlog[R(t)]“)) <1 1O (a: + %))

alkalmas Ao () analitikus fiiggvénnyel. A feladat bizonyitdsanak befejezéséhez azt
kell vizsgalni, hogy hogyan kell korrigalni azt a hibat, amely abbdl adédik, hogy a
fenti formulédban a ®(-) argumentuméban t+/n[log R(t)]"-t /na-szel helyettesitjiik.

Tekintsiik el6szor a /nx > 100 esetet. Ekkor t1/nlog[R(t)]” > 50 mivel
[log R(t)]" ~ x. A mar emlitett a normalis eloszlds és stirtiségfiiggvény kozotti

a(u)

aszimptotikus formula szerint 1 — ®(u) = <11L - L+

><p(u) valamilyen 0 <

a(u) < 3 szammal, ahol p(u) = \/%76_“2/2

be a ¥ (u) = W fliggvényt, és becsiiljiik meg a C“%Z’(“) derivaltat.

dlog(u) 1 o(u) 1 B 1 ~ (a(u) = Du? + a(u)
o u T Toew T w YT I e T w(i - +a(u) |

ud

, a normalis stirtségfiiggvény. Vezessiik

ha u > 50. Ezért |15

< const- . Mivel y/nz — ty/nflog R(t)]” = O (y/na?) in-
nen kévetkezik, hogy ‘log@b (ty/nllog R(t)]") — log 1[1(\/_95)‘ < comst. £ const. | Fgért

Jn
¥ (/nt[log R(1)]") _ Const 4
V() 1] < e e
_ /!
! <I>(t nllog R(t)] ) _ on(t*llog R(1)"*~2?) /2 T Y(ty/nllog R(t)]")
— ®(y/nx) tlog R(t)]" Y(v/nzx)

= e ") (1 4 O(2)) (1 +0 (%))
= (140 (e 12 ),

ahol z3)\3(z) = 3 (t*[log R(t)]"” — x?). (Vegyiik észre, hogy az z®\3(x)-t definialé
kifejezés az = valtozé olyan analitikus fiiggvénye, amelynek a sorfejtése az x2 vagy
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23.)

esetleg egy magasabb foku taggal kezdddik. A bizonyitott formuldkbdl kovetkezik
a feladat dllitdsa y/nxz > 100 esetben a A(x) = Ao(x) — A3(x) fliggvénnyel.

A /nx < 100 eset vizsgdlata egyszeriibb. Ekkor a feladat allitdsa kozvetleniil
kovetkezik a Berry—Esseen egyenlStlenséghdl, és abbol az észrevételbdl, hogy v/nx <
100 esetében, 1 — @ (y/nx) > 1 — ®(100), ahol a jobboldal egy az n paramétertdl
fliggetlen pozitiv constans. Ezért a bizonyitandd relacié baloldalan szereplo kife-
jezés

P (% > x) = [1-®(v/nz)] + O (%) = [1 - ®(V/nx)] <1+0 (%))

Masrészt a relacio jobboldalan szereplo kifejezés {6 tagja
1

[1 - &(vnz)] " @ = [1 - &(y/nz)] (1 o (%))

ebben az esetben, mert 0 < /nz < 100 miatt nz3\(z) = O (L> A fenti két

N
relacié osszehasonlitasabol kovetkezik a bizonyitandé allitas a vizsgalt esetben.
Alkalmazzuk a 21. feladat eredményét x = = vélasztdssal. Mivel nz’A(z) =

@) (3—%), 1+0 (ac + \/Lﬁ) = exp {O (y—\;%l)} = exp {O (y_\;%1> }, ezzel a szereposz-
tassal. Innen kovetkezik a feladat els6 allitasa. A maéasodik allitds bizonyitdsahoz
vegyiilk észre, hogy példdul a 3. feladat eredménye szerint P(S, > nz + z) <
R™(t)e~t("®+2) tetszbleges t > O-ra. Valasszuk a t szamot a [log R(t)]’ = z egyenlet
megoldasénak. A 9. vagy 10. (vagy 21.) feladat eredményébél kovetkezik, hogy
P(S, > nx) > const.n"Y2R"(t)e”'* ezzel a t szammal. A két egyenlStlenség
osszehasonlitasabol kovetkezik a feladat masodik allitésa.

A 7. feladatban bizonyitott és a 8. feladat utan a (+) relaciéban is megfogalmazott
azonossagot a stirliségfiiggvényekre atirva kapjuk, hogy

falz) = e "M R(t) £ ()

az ,(f)(x) = n;(f)(m:) fiiggvénnyel, ahol ﬁst)(x) = F’gl—f), és F(r) = Fét)(x) a
(+) formuldban szerepld F), eloszldshoz tartozé sfirtiségfiiggvény. A t paramétert
véalaszthatjuk mint a [log R(t)]" = = egyenlet megolddsat. (A feladat feltételeibdl,
illetve az integralhat6 Fourier transzformaltak inverzeire vonatkozé formulabdl ko-
vetkezik, hogy az el6ébb tekintett f,, és 7(175) stirtiségfiiggvények n > k esetén valoban
léteznek, és ezek az inverz Fourier transzformalt formulaval, illetve annak analitikus
kiterjesztésévelt kifejezhetoek, mert t ~ o miatt ¢t < «, ha x < € elég kis € > 0O-ra, és
J75 |R(t+is)|[" ds < 0o ebben az esetben.) Tovabbd a centralis hatdreloszlastétel-

b6l n~1/2 maradéktaggal (ez a Berry-Esseen egyenlétlenség stirtiségfiiggvényekrél
sz016 verzidja, amelynek bizonyitdsa lényegesen egyszeriibb)

Vi Vllog RO T Vi
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Itt kihasznaltuk, hogy egy F eloszlsi valészintiségi valtozé varhaté értéke x és
szorésnégyzete [log R(t)]”. Ezért

) — enllog R(t)—ta] (1) nllog R(t)—tz] ¢(0) RS
fule) £ (@) = f(—[logR( — +0<ﬁ>)

— engc?’)\(m) \/ﬁ e—n:r2/2 (1 +0 (L)) ,
27(1 + zxp(x) Vn

mert log R(t) — tx = log R(t) — tllog R(t)]" = —|— BA(t) = —% + 23\(z), és
[log R(t)]" = 1+ zp(x) alkalmas analitikus )\() A(+) és p(-) analitikus fliggvé-
nyekkel. (A t szam az [log R(t)]’ = = egyenlet megoldédsa.) Innen kovetkezik a
feladat elsé azonossidgéanak az elso fele. Az azonossag masodik fele a 22. feladat
bizonyitasahoz hasonléan egyszeriien bizonyithato.

Az inverz Fourier transzformacio segitségével beldthatjuk, hogy

i _ pn —t(nx+z) £(t) i
fo (24 2) = R (t)e (2 +2)
— R" (t) —t(nx+z) """ 'L(nx—i—z)s R" (t + ZS) d

x/ﬂ / R (t)

S.

Meg fogjuk mutatni, hogy

/ |R"(t +is)| const.

R (0) ds < BV (g)

Ezért felhasznédlva az f,(x) formuldra adott formula elsé sorat kapjuk, hogy

z _ |R” (t —|— ZS)|

T+ —> < R™(t)e tnats) / —————ds
fo (v +2) < R (t)e =

_ 6n(log R(t)ftw)eftz ’Rn t + 7’8)| ds

V2T /
< const. \/ﬁe"(log R(t)—tz) o—tz < copgt. e (),
ahonnan kovetkezik a feladat mésodik allitasa a striiségfiiggvényekre. A (g) for-
mula levezethet6 a
|R™(t + is)|
R (t)

2
—const. ns a |s| < e alkalmas € > 0 szammal

relaciobol valamint a feladat feltételeiben szereplé [*° |R(t + is)[Fds < K felté-

telbdl, amely alkalmas K > 0 és k > 0 egész szamokkal érvényes. Ebbol a feltétel-

RF (t+is)
RE(t)

bol ugyanis kovetkezik, hogy egy struségfliggvény Fourier transzformaéltja,

|R* (t4is)]

ezért sup “—pr O

|s|=e

< q alkalmas ¢ < 1 szdmmal. Innen adddik, hogy

zr is)| ds < Kqn=h/k,

[R" (t + 1s)] ( —k)/k/ |R*(t
/|s|>s Rn(t) |s|>e RF )
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Ezekbél a relaciékbol kovetkezik a (g) formula.

A réacsos eloszlés strtiségfiiggvényére felirt allitasok hasonléan bizonyithatdak, csak
ekkor Fourier sorokkal és azok Fourier egyiitthatoit kifejez6 formuldkkal kell dol-
gozni.

Kiegészités.
A standard normalis eloszlasfliggvényre érvényes az alabbi relacio, amelyet tekinthetiink
ugy, mint a normalis eloszlas végtelenbeli sorfejtését.

Minden z > 0 szamra

(l _ i) p(r) <1-B(x) < iw(ﬂ?),

x a3
ahol ®(z) és p(x) a standard normélis eloszlas és siiriiségfiiggvény.

Altalénosabban, minden k£ > 0 szamra teljesiil a

Z 2241 p(z) <1-0(z) < Z o) o(r), haxz>0
1=0 1=0

egyenlotlenség alkalmas ¢; > 0 konstansokkal, ahol cg =1, ¢ = 1, co = 3, és a tovabbi
konstansok is explicit médon megadhatdak.

Valéban, parcidlis integralassal kapjuk, hogy

> 2 1 2 <1 2
/ e V2 du =" /2—/ —e "2 qu

T 3 n

és ebbol az azonossagbdl levezethetd az elso allitas.

Az altaldanosabb allitas tovabbi parcialis integralassal hasonlé mdédon bizonyithato.
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