Nagy eltérések elmélete. A Szanov tétel.

Egy elozo feladatsorban, a Nagy eltérések elmélete; Fiiggetlen, valos értéki valoszinidségi

valtozok feladatsorban annak az eseménynek a valdszintiségét vizsgaltuk, hogy fliggetlen,

egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozok atlaga egy a varhaté értéknél nagyobb szamot

vesz fel. Az ottani eredményekbdl kovetkezik, hogy ha &, k = 1,2,..., fliggetlen,

n
egyforma eloszlast valésziniiségi valtozdk, S, = > &, akkor az Sn—” atlag F,(y|z) =
k=1

P (% > y’ i—” > z) feltételes eloszldsa y > x > E&; esetén teljesiti a lim F,(y|z) =0
n—oo

tulajdonsagot. Ezt tgy is interpretalhatjuk, hogy ha az atlag nagyobb mint z, akkor

az ezen feltétel mellett majdnem egy valdszintiséggel az x pont kis kérnyezetébe van

koncentralva. Tehat eme feltétel mellett az atlag eloszlasa erdsen lokalizélt.

Egy ennél erdsebb lokalizacios tulajdonsidgot kivanunk megfogalmazni és bebizo-
nyitani. Ez azt a tényt fejezi ki, hogy alkalmas és nagyon altalanos feltételek mel-
lett nemcsak az atlag, hanem az Osszeadanddk, azaz a (&1,...,&,) vektor egylittes
feltételes eloszlasa is erdsen lokalizalt az adott feltételek mellett. Ezt az allitast akarjuk
pontosan megfogalmazni, és annak néhany érdekes kovetkezményét levezetni. Ennek
érdekében bevezetjik a kovetkez6 fogalmat. Ha (&1,...,&,) valdszinliségi valtozdk egy
véges sorozata, akkor definidljuk ezek u,, empirikus eloszlasat a kovetkezé mdédon: A
(&1(w), ..., & (w)) valdszintliségi valtozdk altal meghatarozott p, = p,(w) empririkus
eloszlds (véletlen) valésziniiségi mérték a szdmegyenesen. Tetszdéleges mérhetd A C R!
halmazra p,(A) = % H{j1<j<n, § e A}

Tekintsiik a (&1, ...,&,) vektor empirikus eloszldsok a feltételes eloszldsat bizonyos
feltételek mellett. (Példaul az S, = > & > nx feltétel mellett.) “Tipikus esetek-
k=1

ben” ez a (véletlen) feltételes eloszlas egy eléirt eloszlas kozelében koncentralédik nagy
valoszintliséggel. Ezt az eloszlast annak az észrevételnek a segitségével talalhatjuk meg,
hogy az adott feltétel mellett az empirikus eloszlas ennek az eloszlasnak a kozelébe
esik a legnagyobb valészintiséggel. fgy azt meg lehet hatdrozni egy variacios probléma
megoldasdanak a segitségével. Ilyen modon is lehet vizsgdlni a nagy eltérések elméletét,
soOt bizonyos problémak vizsgalataban ez a moédszer hatasosabb mint a Nagy eltérések
elmélete; Fiuggetlen, valos értéki valosziniségi valtozok feladatsor modszere. Viszont
e mdédszer alkalmazdsihoz szitkség van a (bizonyitandd) nagy eltérés tétel megfogal-
mazasara altalanosabb terekben. A nagy eltérés tételt csak olyan térben tudjuk meg-
fogalmazni, ahol van értelme kozelségrol beszélni. Ezért természetes lenne metrikus
terekben dolgozni. De érdemes a nagy eltérés tételt altalanosabb koriilmények kozott,
topologikus terekben megfogalmazni és vizsgdlni, mivel ilyen médon néhany fontos eset-
ben sokkal tartalmasabb eredményt kapunk.

Nagy eltérés tétel megfogalmazasa topoldégikus terekben. Legyen adva egy
(X, X) topoldgikus tér, és legyen A a topoldgia dltal definidlt o-algebra. Tegyiik fel,
hogy az (X, X) tér dgynevezett T3 tér, azaz tetszbleges x € X pontra és olyan zdrt F
halmazra, amelyre x ¢ F léteznek olyan diszjunkt nyilt G1 és Go halmazok, amelyekre
x € Gy ésF C Ga. Legyen p,, n=1,2,..., valdsziniségi mértékek sorozata az (X, .A)
téren. Azt mondjuk, hogy az (X, X) téren értelmezett p,, n = 1,2,..., valdsziniségi
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mértékek sorozata teljesiti a nagy eltérés tételt eqy I(x), x € X, figguvénnyel, amelyre
I(z) >0, (és I(x) felveheti a oo értéket is), ha
i.) Az I(+) figguény alulrdl félig folytonos, azaz minden € > 0 szamra és x € X pontra
az {y: I(y) > I(x) — e} halmaz az x pont nyilt kornyezete.
it.) limsup — 1 log y1, (G) < inf I(z) minden nyilt G C X halmazra.
n—00 reG

iti.) liminf — 1 log yu,, (F) > in{:‘ I(z) minden zdrt F C X halmazra.
n— 00 S

Bar a nagy eltérés tételt altalanos topoldgikus terekben fogalmaztuk meg, részle-
tesebben csak azzal az esettel fogunk foglalkozni, amikor a tekintett tér egy mérheto
téren értelmezett valdosziniiségi mértékek tere alkalmas topolégiaval. A minket leginkdbb
érdekld eset az, amikor valamilyen téren (példaul a szdmegyenesen) definialt fiiggetlen
egyforma eloszlasu valdszintiségi valtozokbdl készitett empirikus eloszldsokat tekintjiik,
az adott téren levd valdszinliségi mértékeket ellatjuk alkalmas topolégidval, és azt akar-
juk belatni, hogy az empirikus eloszlasok, mint ezen tér valdszintiségi mértékein értel-
mezett véletlen mértékek, (azaz megadjuk annak a valésziniiségét, hogy az empirikus
eloszlés valdsziniiségi mértékek egy csalddjéba esik) teljesitik a fent definidlt nagy eltérés
tételt. Ezenkiviil bizonyos feladatok arrdl szélnak, hogy fiiggetlen valészintiségi valtozok
részletosszegei teljesitik a nagy eltérés tételt az ebben a feladatsorban definidlt értelem-
ben is.

Az els6 feladatban megmutatjuk, hogy a nagy eltérés tételben szerepld I(x) figg-
vényt a p, mértékek egyértelmiien meghatarozzak.

1.) Teljesitsék a p,, valésziniiségi mértékek a nagy eltérés tételt valamilyen I(x) alulrél
folytonos fliggvénnyel egy (X, X) T3 tulajdonsigi topolégikus térben. Minden
x € X-re teljestilnek a kovetkezo relaciok:

1
I(z) = sup lim sup —— log u,, (G)
G: G nyilt halmaz n—oo n
zeG
o 1
I(x) = sup lim inf —— log p1,, (F).
F: F zirt halmaz "~ n
z€Int F

A kovetkezo két feladat, illetve az el6ttiik megfogalmazott megjegyzés nem kapcso-
16dik szorosan a feladatsorhoz. Viszont az elmélet tovabbi, itt nem targyalt finomitasa-
ban nagyon hasznos.

A nagy eltérés tétel megfogalmazasiaban természetes, hogy a zart halmazok esetében
a iii.) tulajdonsdgban limsup és nem lim a nyilt halmazok esetén pedig a ii.) tulaj-
donsdgban lim inf és nem lim szerepel. Zart halmazok esetén példaul az egy pontbdl allo
halmazok és stirtiségfiiggvénnyel rendelkezo fliggetlen egyforma eloszlasu valészintiségi
valtozdk atlagainak eloszldsai mutatnak példat arra, hogy miért csak a iii.)-ban meg-
fogalmazott gyengébb allitast érdemes megkovetelni. Az, hogy a nagy eltérés tétel
teljesiilése esetén ii.) tulajdonsdgban nem mindig irhaté limesz példaul a feladatsor 8.
feladatanak eredményébdl kovetkezik.



A nagy eltérés tétel ii.) és iii.) tulajdonsidgédban azért nem irhatunk limeszt,
mert egy halmaz indikatorfiiggvényének a hatara erésen befolydsolhatja a halmaz pu.,
mértékeinek a viselkedését. Ilyen jellegii problémék az analizis mas teriiletén is meg-
jelennek. Ilyenkor természetes az allitas atfogalmazasa halmazok indikatorfiiggvényei
helyett folytonos fiiggvények segitségével. Ez torténik a kovetkezd, az irodalomban
Varadhan lemmanak nevezett dllitdsban. Azutan belatjuk ennek az allitasnak egy meg-
forditasat. De ebben a megforditasban a nagy eltérés tételnek csak egy gyengitett
véaltozatdt 1atjuk be, ahol a iii.) tulajdonsdgot zart halmazok helyett csak kompakt hal-
mazokra fogalmazzuk meg. Annak bizonyitasa, hogy konkrét esetekben a nagy eltérés
tétel iii.) tulajdonsdga zart nem kompakt halmazokra is érvényes tovabbi finom érvelést
igényel. igy példaul az ebben a feladatsorban térgyalt Szanov tétel bizonyitéséban ez
az egyik f6 nehézség.

2.) Teljesitse egy pin, n = 1,2,..., valészinliségi mértéksorozat egy (X, X') topolégikus
tér Borel o-algebrajan a nagy eltérés tételt egy I(z), x € X, alulrdl félig folytonos
fiiggvénnyel. Ekkor tetszéleges folytonos, korlatos g(x) fliggvényre

1
lim ~ log / 96 1, (de) = sup {g(x) — I()}
n—oo M reX

3.) Teljesitse egy pn, n = 1,2,..., valésziniiségi mértéksorozat a 2. feladatban felirt
azonossagot valamilyen alulrél folytonos, nem negativ I(-) fliggvénnyel minden
folytonos és korlatos g¢(-) fiiggvényre egy (X, X) topolégikus térben. Tegyiik fel
tovabba, hogy az (X, X) tér tgynevezett T, tér, azaz tetszéleges x € X pontra
és F C X zart halmazra, amelyekre z ¢ F létezik olyan folytonos, korlatos h(-)
fiiggvény, amelyre h(z) = 1, és h(u) = 0 u € F-re. Ekkor a p, mértéksorozat
teljesiti a nagy eltérés tétel ii.) és kovetkez6 iii’.) tulajdonsigat:

iii’.) linrr_l)ioréf — L log iy (K) > mlél}f{ I(z) minden kompakt K C X halmazra.

A kovetkezo 4.-8. feladatokban megmutatjuk, hogy a Nagy eltérések elmélete;
Fiuiggetlen, valds értéki valdsziniiségi valtozok feladatsorban vizsgalt fliggetlen egyforma
eloszlasu valészintliségi valtozdk atlagainak eloszlasai teljesitik a nagy eltérés tételnek azt
a formajat is, amelyet ennek a feladatsornak az elején fogalmaztunk meg.

4.) Legyen ¢ olyan valészintiségi valtozé, amelyre R(t) = Ee'* < oo elég kis t > 0-
ra, és definidljuk az I(z) = sup(tx — log R(t)) figgvényt minden z > E¢ szdmra.
>0

(R(t) = oo, ha €' nem integralhat6.) E halmazon az I(z) fiiggvény monoton nd,
azaz I(x) < I(y), ha F{ <y < z, (E{ = —oo is megengedett). Ha I(z) < oo, akkor
I(y) < I(z), azaz ebben az esetben szigoru egyenlétlenség is érvényes. Tovabba, ha
I(z) < o0 és E¢ < z, akkor y<£ir;1_m I(y) = I(x). Az I(x) fuggvény konvex. Ezért

tetszoleges olyan x szamra, amelyre I(x +¢) < 0o elég kise > 0-ra lim I(y) =

Yy>r,y—x
I(x).

Megjegyzés: Definidljuk az L = sup{z: I(x) < oo} szdmot. (L = oo lehetséges.)
Az el6z6 feladat szerint az I(x) fliggvény az [EE, L) intervallumon folytonos, konvex
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és szigorian monoton nd, s0t mint az alabbi érvelés segitségével lathato, ez az allitas
érvényes ennek az intervallumnak [F¢, L] lezartjan is. Tovabba, ha z > L, akkor I(z) =
oo. Konnyen bizonyithaté az is, hogy L < oo akkor és csak akkor, ha a £ valdszinliségi
valtozé egy valdszintiséggel feliilrdl korldtos. Ha ugyanis P(§ > x) = A(z) > 0 minden
x > 0 szamra, akkor

P <Z & > nx) > 108 A®)  hinden n-re,

k=1

ahol &, k = 1,2,..., fliggetlenek és a & valdszinliségi valtozokkal azonos eloszlasuak.
Innen az erre az 6sszegre kapott felsé becslés alapjén I(x) < —log A(x) < oco. Ha viszont
a & valészintiségi véltozé feliilrdl korldtos, akkor az R(t) = Ee!* momentumgenerld
fiiggvény véges minden t > O-ra, és tllg)lo [log R(t)]’ < oo. Ekkor azonban (1d. példaul
a Nagy eltérések elmélete; Fuggetlen, valos értéki valosziniségi valtozok feladatsor 12.
feladatdnak eredményét) I(z) = oo elég nagy z-re.

5.) Legyenek &,, n = 1,2,..., fiiggetlen, egyforma eloszldst valdszintiségi valtozok a
szdmegyenesen R(t) = Ee'®t momentumgeneral fiiggvénnyel (R(t) = oo, ha e'*

> &
nem integralhatd), és jeldlje p, a Sn—” = *=— valdszintiségi valtozé eloszlasit. Az
egyszerliség kedvéért ebben a feladatban csak azt az esetet tekintsiik, amikor az
Ee's' momentumgenerslé fiiggvény véges az origé egy kis kornyezetében. A pu,

mértékek teljesitik a nagy eltérés tételt az I(-) fiiggvénnyel, ahol I(z) = sup(tx —
>0

log R(t)), ha x > E&;, és I(z) = sup(tz —log R(t)), ha x < E&;.
t<0

6.) Léssuk be a nagy eltérés tételnek az ebben a feladatsorban megfogalmazott alakjat
fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszinliségek atlaganak eloszlasaira az &altalanos
esetben. Az altaldnos esetben I(z) = sup(tx — log R(t)) ha x > E&, és I(z) =

t>0

sup(tz — log R(t)), ha x < E¢;. Ha a & valdsziniiségi valtozénak nincs varhaté
<0

értéke (azaz a pozitiv rész varhaté értéke végtelen, a negativ rész varhaté értéke mi-
nusz végtelen), akkor I(x) = 0 (= sup(tx — log R(t)) = —R(0)) minden x szamrea.
t

7.) Ha a & valészintiségi véltozé R(t) = Ee'® momentumgeneralé fiiggvénye elég kis

t > O-ra véges, és B3 = —oo, akkor lim I(x) = lim sup(tz —logR(t)) = 0.
T—r—00 T——00 t>0

8.) Fliggetlen, egyforma eloszldsi valésziniiségi valtozok dtlagénak az eloszldsa teljesiti
a nagy eltérés tétel ii) tulajdonsidgdanak kdvetkezd élesebb forméjat is:
ii’.) lim —21logu,(G) = inf I(x) minden nyilt halmazra.

n—oo M zeG

Adjunk példat valészinliségi mértékek pu,, sorozatara a szamegyenesen, amely tel-
jesiti a nagy eltérés tételt, de nem teljesiti a ii’.) tulajdonsagot.

Az I(z) figgvényt I(x) = sup (tz —log R(t)) alakban is megadhatjuk a Nagy
—oo<t<oo



eltérések elmélete; Figgetlen, valds értéki valdsziniiségi vdltozdok feladatsor 18a.) fela-
datanak eredménye alapjan.

A kovetkezo feladatokban az empirikus eloszlasfiiggvény viselkedésérél adunk nagy
eltérés tipusu becsléseket, és ezekbol vezetjiik le a Nagy eltérések elmélete; Figgetlen,
valds értékii valdsziniiségi valtozok feladatsorban bebizonyitott nagy eltérés tétel (ne-
hezebben bizonyithatd) alsé becslését fiiggetlen, egyforma eloszlasu valésziniiségi vél-
tozok atlagara. Annak valészintliségére adunk jo becslést, hogy fliggetlen F' eloszlasu
valészintiségi véltozok empirikus eloszlasfliggvénye egy G, G # F' eloszlasfliggvény
kozelében van, és ennek segitségével adunk becslést a &, valdszintiségi valtozok atlaganak
eloszlasara. Ennek a médszernek az az elénye, hogy nem kotodik erdsen a szamegyenes
geometridjahoz. Ezért dltalanosabb esetekben is alkalmazhaté, példdul olyankor, amikor
az Osszeadandok egy az Euklideszi térnél sokkal gazdagabb térben veszik fel értékeiket.
Ezekben a vizsgalatokban nagyon fontos az alabbiakban bevezetett I-divergencia fo-
galma.

Az [-divergencia definiciéja. Legyen F' és G két eloszlis a szamegyenesen. (Az
dltalanos esetben legyen u és v két valoszinidségi mérték ugyanazon az (Y,B) téren.)

A G eloszlasnak az F eloszldas szerinti I(G||F') I-divergencidt a kévetkezd médon
definidlyuk:
dG
1G|F) = tog 2 (u) dG(w),
u: ﬁ(u)>0} ar

ha az G eloszlds dltal indukdlt mérték abszolit folytonos az F(x) dltal indukalt mértékre,
és I(G||F) = o0, ha az nem abszolit folytonos.

Altaldnosabban, eqy v valosziniségi mértéknek eqy p valdsziniiségi mérték szerinti
I(v||p) I-divergencidjat az

dv

I(v|p) = / log G- (4) du(y)

képlettel definidljuk, ha v abszolit folytonos a p mértékre nézve, és I(v||u) = oo ha
v nem abszolit folytonos a u mértékre nézve. A fenti integrdl gy értendd, hogy a

B = {y: g—Z(y) = O} halmazon, ahol log g—;(y) = -0 ésv(B) =0, ¥(B) - (—0) =
0-(—00)=0.

A késébbiekben tekinteni fogunk egy rogzitett p mértéket valamilyen mértéktéren
vagy abban a specialis esetben, ha a szamegyenesen dolgozunk egy rogzitett F' eloszlés-
fliggvényt a szdmegyenesen. Ha adva van egy & (w), k = 1,2, ..., fliggetlen u eloszlasu
valoszintliségi valtozokbol allé sorozat, akkor elkészitjiik e sorozat altal meghatarozott
tn = pn(w) empirikus mértékek sorozatatat. Be fogjuk latni, hogy (ha alkalmas
topoldgiat vezetiink be a valészinliségi mértékek terén), akkor az empirikus mértékek
teljesitik a nagy eltérés tételt az I(-) = I(-||u) divergencia fiiggvénnyel.

Tekintsiik azt az esetet, amikor egy F' eloszlasfiiggvény van adva a szamegyenesen,

n
és &1,&a, ... fliggetlen F eloszlasu valdszintliségi valtozok sorozata, Sy, (w) = > &k(w),
k=1

5



és F(w,u) a & (w),..., & (w)) sorozat empirikus eloszldsfiiggvénye. Vegyiik észre, hogy
SanW) = [uF,(wdu), tehét az

A () = {w: Sulw) | x} és A (z) = {w: /an(w,du) > ac}

n

halmazok megegyeznek. Mivel az x > E¢; esetben az A, (z) illetve A, (z) események
valésziniiségét a nagy eltérés tétel felhasznalasaval az I(-) = sup(tx — log R(t)), — ahol
>0

R(t) = E%1, —illetve az I(-) = I(-||F) divergencia fiiggvény segitségével becsiilhetjuk
meg, ezért a fenti érvelés sugallja az aldbbi, a 9. feladat (a) formuldjdban megfogalmazott
azonossagot.

A kovetkezo 9. és 10. feladatban ezt az azonossigot latjuk be. A 9. feladatban
azt az egyszer(ibb esetet tekintjiik, amikor a [log R(t)]" = x egyenlet megoldhaté. Ekkor
explicit médon megadhaté az, hogy az azonossag két oldalan szerepl6 kifejezés hol veszi
fel a szélsoértékét. A 10. feladat az altalanos esettel foglalkozik. Ekkor az I-divergencia
kiszamitasaban hasonlé problémak és gondolatok jelennek meg, mint a Nagy eltérések
elméle: Figgetlen, valos értéki valosziniiségi vdltozok feladatsor megfelelo részében.

9.) Legyen u és v két valdszinliségi mérték egy (Y, B) téren. Ekkor I(v|ju) > 0, és
egyenloség csak p = v esetén lehetséges.
Legyen adva egy F mérték a szdmegyenesen, és legyen © > m = [udF(u).
(Nincs ilyen x szdm, ha [udF(u) = oo, és tetszbleges x szdmot tekinthetiink,
ha az [wdF(u) nem létezik.) Legyen G egy mdsik mérték a szdmegyenesen. Ha
az R(t) = [e™F(du) momentumgenerdlé fiiggvény véges valamely ¢ > O-ra, és
JuG(du) = z, akkor I(G||F) > tx —log R(t). Léssuk be ennck az egyenlStlenség-
nek egy bizonyos értelmi megforditasat elészor abban a specidlis esetben, amikor
a [log R(t)]" = x egyenlet megoldhaté, és a megoldas az R(t) fiiggvény értelmezési
tartomanyanak belsejében van, ahol R(t) = ffooo e F(du). Azaz, mutassuk meg,

hogy e feltételek mellett

inf  I(G|F) = sup (tz — log R(t)), ahol R(¢) — / E(du)  (a)
G: fudG(u)Zw t>0

Ebben az esetben az (a) formula baloldaldn az infimum, a jobboldaldn pedig az

az szuprémum felvétetik. A baloldalon az infimum a G(du) = Fi(u) = %
valdszintiségi mértéknél, a baloldalon a szuprémum a [log R(t)]’ = = megolddsénal

éretik el.

10.) Léassuk be a 9. feladat (a) formuldjat tetsz6leges F' eloszldsra és ¢ > m = [udF(u)
szamra. Azt a specidlis esetet kivéve, amikor az R(t) fiiggvény minden t > 0O-ra
értelmezve van, és tlim [log R(t)]" = x minden € > 0 szdmra létezik olyan G eloszlés,

—00

amelyre < [udG(u) < x + € szigori egyenlStlenséggel az el6z8 reldcié mindkét
oldalan, és I(G||F') < sup(tz — log R(t)) + ¢.
>0
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Legyen F(z) és G(x) két kiilonbozé eloszlasfiiggvény a szamegyenesen. Legyenek
&1, .., &y, figgetlen F(x) eloszlasu valdszintiségi valtozok, F,(x) = %#{k‘: & < x,1 <
k <n}, a&, k=1,...,n sorozathoz tartoz6 empirikus eloszldsfliggvény. A valészinii-
ségszamitas egy klasszikus tétele, a Glivenko—Cantelli tétel szerint az F,(z) empirikus
eloszlasfiiggvény egy valdszintliséggel konvergdl szuprémum norméban az F(z) elosz-
lasfiiggvényhez. Be fogjuk latni, hogy annak valészintisége, hogy az F,(z) empirikus
eloszlasfiiggvény a G(x) eloszlasfiiggvény kozelében van, F' # G, (az n valtozdban)
exponencialisan kicsi. Pontosabban,

lim hmsup—ﬁlogP (sup|F (x) — G(z)| < 8) = I(G|F), (+1)

e=0 nooo
és
lim hmmf—— log P (sup |F(z) — G(z)] < E) = I(G||F), (+2)

e—0 n—oo

Ezt az allitast direkt modon fogjuk belatni, noha az egyszeriien kovetkezik a késobb
targyalt Szanov tételnek nevezett nagy eltérés tételbol.

A kovetkez6 feladatban ezt az allitast abban a specidlis esetben latjuk be, amikor
az I és G eloszlasok altal meghatarozott up és pug mértékek véges sok pontba vannak
koncentralva.

11.) Legyen u és v két valdsziniiségi mérték egy véges X = {xl, cey T} halmazon

Vezessiik be a u({x;}) = pi, v{z}) = = K, Zpl = qu =

jelolést. Tegyiik fel, hogy p; > 0 minden 1 <[ < k-ra. Tekmtsuk az X ter X" =
{z1,...,2}" n-szeres direkt szorzatat, és vezessiikk be az y = (y1,...,Yn) € X”

sorozatok terén a p mérték u(™ direkt szorzatét, azaz legyen u(™(y) = [ w(y;)
=1
minden y = (y1,...,yn) € X™ sorozatra. Definidljuk tovabba a
1
Xn = Xn(yvl) = Xn(yla"',ynal) = ﬁ X #{S: 1<s< n, Ys = xl};
szamokat minden y = (y1,...,y,) € X" sorozatra és [ = 1,...,k indexre, azaz

legyen x,(y,l) az x; szdmok relativ gyakorisdga az y = (y1,...,yn) sorozatban.
Ekkor tetszbleges € > 0 szdmra és n > ng(e, v, ) indexre

k
exp {—n (Z q log a + Ca) }
—1 Y4

< 1™ (Ixn(y,1) — ] < ¢ minden 1 <[ < k indexre) (3)

k
<expi —n qulogﬂ —Ce
—1 2/

alkalmas C' = C'(u, v) szammal. A fenti formula igy értendd, hogy a benne szerepld
q log osszeadandé nullaval egyenld, ha ¢ = 0.
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Bizonyitsuk be ennek az egyenl6tlenségnek a segitségével a (+1) és (+2) 4llitast
abban a specidlis esetben, ha az F' és G eloszlas altal meghatarozott mértékek véges
sok pontba vannak koncentralva.

Be akarjuk ldtni a (41) és (+2) allitdsokat tetszOleges F' és G eloszlasokra. Ehhez
elészor belatjuk, hogy az F és G eloszlasok elég finom véges F/ és G’ diszkretizacidjaval
elérhetd, hogy I(G'||F") jol kozelitse az I(G||F) I-divergenciat. Ezt az allitast is két
részletben fogjuk bizonyitani. ElGszor egy specidlis particiét tekintiink, aztan ennek
segitségével bebizonyitjuk az allitast tetszoleges finom particiéra. Ezeket az allitasokat
altalanosabb mértékterekben fogjuk bebizonyitani. Azt mondjuk, hogy halmazoknak
egy C = (Cy,...,Cy) rendszere, ahol C,. az Y halmaz mérhetd részhalmaza, 1 < r < k,

k
egy (Y, B) tér (véges) particidja, ha Cq,..., Cy diszjunkt halmazok, és (J C, =Y.

r=1
Legyen adva egy (Y, B) mérhet6 tér, és annak véges C particidja. A C particibhoz
vélasszunk egy (z1,...,2%), , € C,, r = 1,...,k, (csak a C particiétdl fiiggd) pont-
rendszert. Egy az (Y,B) téren értelmezett p valdszinliségi mérték pe vetiiletét a C
particiéra ugy definidljuk, mint azt a pc mértéket, amely az z,., 1 < r < k, pontokba
van koncentralva, és pe({x,}) = n(Cp), r=1,...,k.

12.) Legyen adva két p és v valésziniiségi mérték egy (Y, B) téren, valamint az (Y, )
tér egy C véges particiéja. Mutassuk meg, hogy I (ve|lue) < I(v||p). Adva egy
e > 0 konstrudljunk olyan C véges particiét, amelyre I (v¢|jpuc) > I(v|pn) — €, ha
1(]lp) < 00, és I (veic) > e, ha I(v]|u) = oo.

Erdemes megfogalmazni a 12. feladat eredmény alabbi kovetkezményét:

I(v|[p) = sup I (vellpe)

C az (Y,B) tér véges particidja

Be akarjuk latni, hogy az I(v||p) I-divergenciit nemcsak egy specidlis hanem min-
den elég finom particié segitségével jol lehet approximdlni. Ehhez azonban bizonyos
megszoritast kell tenni, nevezetesen azt, hogy a tekintett tér B o-algebraja jol kozelitheto
véges particidkkal. El6szor bizonyitsunk be egy technikai jellegii mértékelméleti appro-
ximaciés lemmat, amely hasznos a bizonyitandé allitas igazolasaban.

13.) Legyen (X, .A) egy mérheté tér, legyenek azon adva piq, .. ., ux valészintiségi mérté-
kek, és legyen A; C Ay C --- egymasba skatulyazott o-algebrak sorozata, amely-

re A =0 (U AZ), azaz A az A; o-algebrdk unidja altal generalt legsziikebb o-
=1

algebra. Ekkor minden A € A halmazra és ¢ > 0 szamra létezik olyan n =
n(e, A) > 1 index, és B = B(e) € A, halmaz, amelyekre p;(AAB) < ¢, minden
j=1,...,k szdmra, ahol AAB=(A\B)U(B\A).

14.) Legyen adva egy (Y, B) mérhet6 tér és azon egymésba skatulyazott véges elemszamu
particiok Ay C As C --- sorozata. Az (Y,B) tér A; particiéjat azonositsuk az-
zal a (véges elemszami) o-algebrdval amely azokbdl a halmazokbdl all, amelyek
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eldallithatéak, mint a A; particié bizonyos elemeinek az uniéja. Teljesiiljon a
oo

B=oc (U Al) feltétel. (Innen kovetkezik az is, hogy az (Y, B) tér B o-algebréjat
1=1

megszamlalhaté sok halmazzal lehet generdlni.) Ekkor tetszoleges az (Y, B) téren
definialt p és v valésziniiségi mértékparra llim I(va,llpa,) = I(v|p).
—00

15.) Lassuk be a 14. feladat eredményének a segitségével a (+1) és (42) allitasokat
tetszoleges F' és G eloszlasfiiggvényekre.

Be szeretnénk latni a 9. — 15. feladatok eredményeinek segitségével az e fel-
adatsorban megfogalmazott nagy eltérés tétel felsé becslését, (azaz, a P (ST” € [a,b])
valésziniiségre akarunk éles als6 becslést adni). Ez tulajdonképpen a nagy eltérés tétel
allitasanak nehéz fele. A gondolat a kovetkez6: Ha a &1, ..., &, valdszintiségi valtozok
empirikus eloszlasfiiggvénye F),(z), Osszege S,,, akkor S—n” = [wdF,(u). Azt vérjuk,
hogy ez az atlag kozel van az [ udG(u) integralhoz, ha az F,, empirikus eloszldsfliggvény
kozel van a G eloszlasfiiggvényhez. Masrészt ennek az eseménynek a valdszintiségét
jol tudjuk becsiilni. ﬂy modon a G eloszlasfiiggvény alkalmas valasztasaval jé alsé
becslést kapunk. E becslésben az I(G||F') I-divergencia jelenik meg, de a 10. feladat

eredményének segitségével meg tudjuk adni a sup(tz — log R(t)) kifejezéstdl fiiggo alsd
>0

becslést a vizsgalt valészintiségre.

Ez az érv alkalmazhatd, de csak bizonyos finomitassal. A probléma a kévetkezo:
Ha néhany & valdszinliségi valtozo abszolit értéke rendkiviil nagy, akkor ezek alig
modositjak az Fj, empirikus eloszlasfiiggvényt, de nagyon befolyasolhatjak az % atlag
értékét. E nehézség lekiizdése érdekében olyan G eloszlasfiiggvény kis kornyezetének a
valoszintliségére adunk alsé becslést, amely egy véges intervallumba koncentralt mértéket
hataroz meg. Latni fogjuk, hogy a G eloszlas valasztasara tett megszoritas nem okoz
komoly problémét. A kovetkezd feladatban bebizonyitjuk a kivant allitast a fent vazolt

érvelés részletesebb kidolgozasaval.

16.) Legyenek & (w), &2 (w),. .. fliggetlen F' eloszlasi valészintiségi valtozok, és G # F
egy masik eloszlasfiiggvény, amelyik egy véges intervallumba van koncentrélva, azaz
létezik olyan K > 0 szdm, amelyre G(K) = 1, G(—K) = 0. Ldssuk be, hogy
tetszoleges € > 0 szamra létezik olyan L = L(e) > 0 szdm, amelyre L(e) — oo,
ha e — 0, és az F(x)_: Fre(z) = P& < 1] < L) feltételes eloszlasfiiggvény
teljesiti asup |F(z)—F(z)| < eés |IG||F)—I1(G|F)| < € tulajdonsagokat. Tovabba

van olyan C(n,¢) fliggvény, amelyre C(n,e) — 0, ha n — 0 minden £ > 0O-ra, és

P (w: sup |Fy(z,w) — G(2)| < n| |&p(w)| < L, 1 <k < n) > ¢~ (GIIF)=nC(n.e)
Zefn(I(G||F)+C(n,E)+s)7

ha I(G||F) < oco. Lassuk be e tény segitségével a nagy eltérés tétel felsé becslését,
azaz azt az allitast, hogy F& < a < b esetén limsup—%logP(S" € |a, b]) <

n
n—oo



sup(ta — log R(t)). (Ha E&; nem létezik, akkor barmilyen a < b szdmpart tekint-
>0

hetiink.)

Meg kivanjuk fogalmazni és be akarjuk bizonyitani a feladatsor elején megfogalma-
zott nagy eltérés tételt fiiggetlen valdszintiségi véaltozok empirikus eloszlasfiiggvényére.
Az eloszlasfiiggvények terében fogunk dolgozni. A nagy eltérés tétel megfogalmazasahoz
be kell vezetni egy topolégiat az eloszlasok terében. Igyeksziink a nagy eltérés tételt
minél gazdagabb topoldgiaval ellatott térben bebizonyitani, mert igy tobb esetben
tudunk alsé vagy fels6 becslést adni az empirikus mértéknek egy eloirt halmazba esé-
sének a valdszinliségére. Bar minket els6sorban valds értékii valdszinliségi valtozok
érdekelnek, nem jelent nehézséget, s6t egyszeriibb terminologiat tesz lehetové, ha alta-
lanosabb mérhet6 térbeli értéket felvevd valdszinliségi valtozokat tekintiink. Az aldbbi-
akban definidlt, tigynevezett T-topolégiat fogjuk tekinteni.

A 7-topolégia definiciéja. Legyen adva egy (Y,B) mérhetd tér, és jelolje X az ezen
a téren értelmezett (eldjeles) mértékek halmazdt vagy annak egy részhalmazdt. A T
topoldgiat az X téren definidljuk. A T-topolégidban a nyilt halmazokat a {u: p €
X, u(B1) € Gy,...,u(Byg) € Gi} alaki halmazok generdljak, ahol k tetszéleges termé-
szetes szam, By, ..., By az (Y, B) tér mérhetd halmazai, és Gq,..., Gy a szdmegyenes
nyilt részhalmazan.

Megjegyzés: Ugyanezen T topolégia nyilt halmazainak a bézisat generaljék a {u: p €
X, u(B1) € Gq,...,u(Bg) € G} alaki halmazok, ahol {By,...,By} az (Y,B) tér
véges particioi, és G, ..., Gy a szadmegyenes nyilt részhalmazai. Ezt a tényt fel fogjuk
hasznalni néhény bizonyitasban.

Nagy eltérés tétel empirikus mértékekre. Legyen adva egy (Y,B) mérhetd tér,
azon egy | valdszintségi mérték, és legyen &1(w), &2(w), ..., flggetlen, (Y,B) értékid, p
eloszlast valdsziniségi valtozok sorozata eqy (2, D, P) valdsziniiségi mezdn, azaz legyen

P&, € B) = u(B) minden B € B halmazra, n = 1,2,.... Jeldlje (X,X) az (Y,B)
téren levd wvaldszinilségi mértékek terét az X-topoldgidaval. Jelolje A az X topoldgia
daltal generdlt o-algebrdt az X téren. A (&1(w),...,En(w)) valdsziniségi viltozdk dltal

meghatdrozott (véletlen) p,(w) empirikus mértéket a kovetkezéképp definidljuk:
1
pn(W)(B) = =#{k: 1 <k <n, &(w) € B} minden B € B-re.
n

Ekkor p,(w), w € Q, tekinthetd dgy, mint eqy (X, X) térbeli értéket felvevd valdsziniiségi
vdltozd. Jelolje p™ a p,(w) empirikus mérték eloszldsdt az (X, X) téren, azaz legyen
p™(A) = P(w: pp(w) € A), ahol A C A, mérheté halmaz az (X,X) térben. A
p™, n=1,2,..., mértékek sorozata teljesiti a nagy eltérés tételt az (X, X) topoldgikus
téren az I(v) = I(v||p), v € X, figgvénnyel, ahol I(v||pn) a v mérték p mérték szerinti
I-divergencidjat jeloli.

Be fogjuk tovabba latni a nagy eltérés tétel i.), ii.) ésiii.) tulajdonsagét és ezenkiviil
azt, hogy az elobb definialt 7 topoldgia teljesiti a T5 tulajdonsagot, amelynek fogalmat
felidéztiik a nagy eltérés tétel definicigjaban.
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Az el6bb kimondott tételnek, amelyet az irodalomban Szanov tételnek hivnak, fenti
megfogalmazasa kissé pontatlan. Nem teljesiil ugyanis feltétleniil az a tulajdonsag,
hogy a p, empirikus mérték valdszintiségi valtozd, azaz mérheté fiiggvény. S6t, a 7
topolégia elég gazdag ahhoz, hogy a legtermészetesebb esetekben is, példaul amikor
szdmegyenesen definidlt valdsziniiségi valtozdkat tekintiink, nem lehet az (X, X)) tér
tetszoleges nyilt vagy zart halmaza esetén annak valdszinliségérél beszélni, hogy az
empirikus mérték ebbe a halmazba esik. Erre a 26. feladatban példat is fogunk latni.
Viszont a Szanov tétel érvényben marad, ha a nagy eltérés ii.) tulajdonsidgaban (annak
valésziniisége, hogy az empirikus mérték nyilt halmazba esik) bels§ mértékrél a iii.)
tulajdonsdgdban pedig (annak valdszintlisége, hogy az empirikus mérték zart halmazba
esik) kiilsé mértékrol beszéliink. fgy a 19. feladatban (™ belsé mértéket, a 22., 23.
és 24. feladatban pedig kiils6 mértéket jelol. Egy halmaz belsé mértéke az altala
tartalmazott mérheté halmazok mértékének a szuprémuma, kiils6 mértéke pedig az 6t
tartalmazé halmazok mértékének az infimuma.

A kovetkez6é ok miatt érdemes bevezetni a Szanov tétel megfogalmazasaban kiilso
és bels6 mértékeket. Jeldlje Ag az X halmaz {p: p € X, u(B1) € Gq,...,u(Bg) €
Gr} C X alaku részhalmazai altal generalt o-algebrat, ahol k tetszéleges természetes
szdm, Bq,..., By az (Y, B) tér mérheté halmazai, és Gq,..., Gy a szdmegyenes nyilt
részhalmazai. Be lehet latni, hogy tetszOleges A € Ay halmazra és n = 1,2,... szdmra
az {w: pn(w) € A} alakd halmazok az (2, D, P) valésziniiségi mez6 D mérhet6 halmazai,
ezért 1étezik valészinliségiik. A Szanov tétel azt allitja, hogy az Ay o-algebrdaban 1év6
zart és nyilt halmazokra érvényesek a nagy eltérés tétel becslései a tételben definialt
I(-) fiiggvénnyel. De az (X, .A) térben definidlt A o-algebrat nem csak az A o-algebra
definicigjaban szereplé halmazok, hanem az Osszes nyilt halmaz generalja, ezért ez a o-
algebra sokkal nagyobb, mint Ay. A 26. feladatban, — kihasznélva, hogy kontinum sok
nyilt halmaz uniéja is nyilt — példat mutatunk olyan G nyilt halmazra az (X, X') térben,
amely nem eleme az Ay o-algebranak, és nem lehet definidlni a p,(G) = P(w: puy,(w) €
G) valdsziniiséget. De lehet definidlni a p, (G) belsé és p, (F') kiilsé mértékeket nyilt G,
illetve zart F' halmazokra, és a Szanov tétel érvényben marad ilyen halmazokra is, ha a
fent emlitett médon belso és kiilsé mértékekkel dolgozunk.

17.) Legyen (X, X) egy (Y, B) mérhet6 téren definidlt valészintiségi mértékek tere a 7
topoldgiaval. Bizonyitsuk be, hogy ez a topoldgikus tér T3 tér, azaz tetszoleges
€ X pontra és zart F C X halmazra, amelyre pu ¢ F, 1étezik két diszjunkt G; és
G2 nyilt halmaz, amelyekre u € Gy és F C G,. Tovdbba az (X, X) tér teljesiti a
kovetkezd Ty tulajdonsdgot is: Minden egy elemt, {u}, p € X halmaz zért.

18.) Legyen (Y, B) mérheté tér, (X, X) pedig az (Y, B) téren definialt valésziniiségi mér-
tékek tere a T topologidval ellatva. Rogzitsiink egy p € X valdsziniiségi mértéket.
Ekkor az I(v||u) I-divergencia mint a v € X véltozd fliggvénye alulrdl félig folyto-
nos.

Tekintsiik azt a specidlis esetet, amikor (Y,B) = (R', B), a szamegyenes a Borel
o-algebraval. Vegyiik az (R, B) téren definidlt valészinfiségi mértékek X halmazan
azt a (T-topolégiandl durvabb) 7o topolégiat, amelynek bazisat alkotjak a {u: u €
X, u(B1) € Gy,...,u(Bg) € Gy} alaki halmazok, ahol By, ..., By szakaszok
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vagy félegyenesek a szamegyenesen, és G, ... Gy nyilt halmazok. Az I(v|ju) I-
divergencia mint a v € X valtozé fiiggvénye egy rogzitett p mértékkal a 7y topologia
szerint is alulrdl félig folytonos.

19.) Legyen adva egy (Y,B) mérheté tér, és legyen (X, A) az (Y,B) téren definialt
valoszinliségi mértékek tere a 7 topoldgiaval illetve az altala definidlt o-algebraval.
Rogzitsiink egy p € X valdszinliségi mértéket, és legyenek &;1,&, ..., fiiggetlen
egyforma eloszlasi (Y, B) értékii valésziniiségi valtozdk u eloszldssal. Jeldlje )
n=12...,a&(w),...,&(w) valésziniiségi valtozok empirikus eloszldsdnak (mint
(X, A) értékii valészintiségi valtozénak) az eloszlasat az (X, A) téren. Ekkor a pu(™)
mértékek teljesitik a nagy eltérés tétel ii.) tulajdonsagét is az I(-||u) I-divergencia-
val, azaz tetszoleges nyilt G C X halmazra

1
limsup ——log 4™ (G) < inf I(v|n).

n—oo

A nagy eltérés utolso feltételének a bizonyitasa, — zart halmazok valésziniiségének
a fels6é becslése, — finomabb érvelést igényel. A problémat az okozza, hogy hidba
tudunk a ,,nagyon nem tipikus” pontok kis kornyezeteinek a valészintiségére j6 becslést
adni, ezek unigjanak a valdszintiségére az ilyen becslések 6nmagukban nem elegendéek.
Természetes gondolat valamilyen jo approximécioval és véges fedéssel megprobalni ezt
a problémat megoldani. Ez a mddszer akkor miikodik, ha a becsiilendé halmaz nem-
csak zart, hanem kompakt is. A 20. feladatban elégséges feltételt adunk arra, hogy
egy zart halmaz kompakt legyen. Ezutdn bebizonyitjuk a nagy eltérés tétel iii.) tu-
lajdonsagat kompakt halmazokra, illetve megmutatjuk, hogy altalanos zart halmazok
valoszinliségének a becslése visszavezethetd egy minimax tételre. Végiil ezt a minimax
tételt bizonyitjuk be.

20.) Legyen (Y, B) mérheté tér, (X, X) az (Y, B) téren definidlt valdsziniiségi mértékek
tere a 7 topoldgiaval. Legyen p € X tetszOleges valdszintiségi mérték, R > 0 pozitiv
valds szam. Ekkor a {v: v € X, I(v||p) < R} halmaz kompakt.

21.) Az (X, X) tér a 7 topoldgiaval T), tér. (E fogalom definicidjat felidéztiik a 3. feladat
definiciéjdban.)

A 21. feladat dllitasara nem lesz a tovabbiakban sziikségiink. E feladat célja az volt,
hogy megmutassuk: esetiinkben is alkalmazhaté a 3. feladat eredménye. A bizonyitas
néhany alapvetd topoldgiai eredménybdl és egy az el6zo feladatban is alkalmazott kon-
strukciébol kovetkezik.

A kovetkez6 feladatban a nagy eltérés tétel iii) tulajdonsdganak egy gyengitett
valtozatat bizonyitjuk be. Ebben zart halmazok helyett csak kompakt halmazokat te-
kintiink. Eloszor egy altalanosabb allitast bizonyitunk be arrdl, hogy ez a relacié teljestl
Q,, mértékek egy sorozatara az (X, A) téren egy I(v), v € X, fiiggvénnyel alkalmas
feltételek teljesiilés esetén. Aztan megmutatjuk, hogy ezek a feltételek teljestilnek a mi
esetiinkben is.
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22.) Legyen (Y,B) egy mérhet6 tér, (X,X) az (Y,B) téren értelmezett valdsziniiségi
mértékek tere a 7 topologiaval, A az X topoldgia altal generalt o-algebra az X
téren. Legyen Q,, n = 1,2,..., valdsziniiségi mértékek egy sorozata az (X,.A)
téren, és I(-) alkalmasan vélasztott nem negativ fiiggvény (X, X')-en, amely a 400
értéket is felveheti. Tegyiik fel, hogy minden v € X mértékre és e > 0 szamra létezik
a v pontnak olyan G(v,¢) nyilt kérnyezete, amelyre hnH_l) ioréf —% log Q. (G(v,e)) >

I(v)—e, hal(v) < o0 és lirginf—% log Q,(G(v,€)) > 1, ha I(v) = co. Ekkor a Q,

mértéksorozat és az I(-) fiiggvény teljesiti a nagy eltérés tétel iii.) tulajdonsdganak
kovetkezo gyengitett alakjat:
iii’.) liminf —1 log Q,(K) > inf I(v) minden kompakt K C X halmazra.

n—00 n rveK

Legyen Q,, n fliggetlen u eloszlasu valdsziniiségi valtozdbdl készitett p,, = pn(w)
empirikus mérték u(™ eloszldsa az (X,.A) téren, és I(-) = I(-||p). Ezzel a valasz-
tassal alkalmazhatjuk a feladat els6 részének az eredményét, mert teljesiilnek az
ott eloirt feltételek.

A nagy eltérés tétel bizonyitasa zart, de nem kompakt halmazokra nehezebb. Ez
a probléma a nagy eltérés tétel bizonyitasanak egyik legnehezebb pontja az altalanos
(nem feltétleniil fiiggetlen minta empirikus eloszlasat vizsgald) esetben is. A kovetkezd
két feladat célja ennek a problémanak a megoldasa. Az elsé feladat egy viszonylag
egyszeri, természetes moédon bizonyithato becslést ad a minket érdekl6 kifejezésre alkal-
mas “diszkretizacio” segitségével. Kozvetleniil nem annak a valdszinliségét vizsgaljuk,
hogy a tekintett empirikus eloszlas beleesik-e egy (esetleg bonyolult) zart halmazba.
Ehelyett az empirikus mérték vetiileteit tekintjiikk véges particidkra, és azt becsiljiik,
hogy ezek a vetiiletek milyen valdsziniiséggel esnek bizonyos a feladat jellegébol ki-
folyolag természetes modon definidlt halmazokba. Ez lényegesen egyszeriibb feladat,
(valgjaban a 12. feladat eredményét kell alkalmaznunk), és ez az eljaras vezet a 23. fel-
adatban megadott becsléshez. Annak megmutatasa, hogy az igy kapott becslés lehet&vé
teszi a nagy eltérés tételben szerepld iii.) tulajdonsag bizonyitdsat lényegesen nehezebb
probléma. Ez egy minimax jellegii eredménybdl kovetkezik, amelyiket a 24. feladat
megoldasdban bizonyitunk be.

23.) Legyen (Y, B) mérheto tér, (X, X) az (Y, B) téren értelmezett valészintiségi mérté-
kek tere a 7 topoldgidval, A az ezen topoldgia altal generalt o-algebra az X téren.
Legyen p € X valészinfiségi mérték, u(™ e mérték n-szeres direkt szorzata énma-
gaval, p, = pup(w) € X, n=1,2,..., n darab fiiggetlen p eloszlasi valdsziniiségi
véaltoz6 empirikus eloszlasa, F C X az (X, A) tér zart részhalmaza. Ekkor

1
liminf — = log u™ (i, € F) > sup inf I (1 ,
i inf —— log p™ (u )—c£« Loof (vellpe)

ahol C* jeloli az (Y, B) tér osszes C = {Cy,...,Cy} véges (mérhetd) particidjat.
A ve illetve a pe mérték egy v € X illetve a kezdetben rogzitett p € X mérték
és egy C = {Cy,...,Cy} € C* partici6 esetén az a mérték (egy véges {x1...,x%}
halmazon), amelyre ve({z;}) = v(C;), illetve pc({z;}) = p(C;), és x; € C;,
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24.)

j=1,... k, egy a C particidhoz rogzitett pontrendszer. Egy F C X halmaz F¢
vetiilete egy C particiéra a ve mértékekekbdl allé6 halmaz az Yo = {zq,..., 2}
(véges) halmazon, ahol v € F, és z; € C;, j = 1,...,k, a C = {Cq,...,Cy}
halmazhoz kijelolt pontrendszer. Az [F¢| halmaz az F¢ halmaz lezértja az (X¢, Xe¢)
téren. Az (X¢, Xe) tér az (Ye, Be), (Be jeloli a diszkrét topoldgidt) mérheté téren
értelmezett valészinliségi mértékek tere a 7 topologiaval.

Az el6zo feladat jelolésével

su inf I (v > inf sup I (v = inf I(v||w). 4
sup il (vellpe) > inf sup (vellpe) inf (v][e) (4)

Bizonyitsuk be e formula segitségével a Szanov tételben megfogalmazott nagy elté-
rés tétel iii.) tulajdonsagat.

Az el6z6 feladatokban egy zart F halmaz F¢ vetiiletét vettiik egy C particiora, majd

annak [F¢| lezartjat tekintettiik. Bar erre a bizonyitas helyességének igazoldsdhoz nincs
sziikség, érdemes példat latni arra, hogy ez a lezaras valédi operacio, azaz lehetséges,
hogy F zart, de F¢ nem zéart halmaz.

25.)

26.)

27.)

Konstrualjunk (Y, B) mérhet6 teret, az (Y, ) téren értelmezett valdszintiségi mér-
tékek (X,X) terén a 7 topoldgiaval egy zart F halmazt és egy C véges particidt
az (Y,B) téren, amelyre az F¢ halmaz nem zart. (A 23. feladatban bevezetett
fogalmakat hasznaljuk.) Mutassuk meg, hogy a kovetkezo példa teljesiti ezeket a
feltételeket: (Y, B) a [0, 1] intervallum a Borel o-algebraval, F = {vy, k= 2,3,...},
ahol a v, mérték a kovetkezd: v ({%}) =1- %, Uk ({%}) = %; C = {Cy,C2},
C, = [O, %], C, = (%, 1} valasztassal.

Legyen (Y, B) mérhet6 tér, (X, X') az ezen a téren értelmezett valésziniiségi mérté-
kek tere a 7 topoldgiaval. Legyenek &;(w), ..., &, (w) fliggetlen, egyforma eloszlasu
Y értékii valdszintliségi valtozdk egy (2, D, P) valésziniiség mezén. Ha

{51(W)7 ce 7£n<w)} = {yla . ~ayn} eyY”,

akkor jeldlje p,(w) = pn(y1,...,yn) ezeknek a valésziniiségi véltozoknak az em-
pirikus eloszlasfiiggvényét az w € Q pontban. Tetszéleges B C Y (nem feltétleniil
mérhetd) halmaz és n pozitiv egész szam esetén lehet definidlni olyan G = G(B, n)
nyilt halmazt az (X, X) térben, amelyre az {w: p,(w) € G} és az

{w: & (w) € B, minden k=1,...,n}

események megegyeznek. Ennek az észrevételnek a segitségével mutassunk példat
arra, hogy az {w: pn(w) € G} eseménynek nem minden (a 7 topolégia szerint)
nyilt G halmazra van valészintisége.

Bizonyitsuk be a 15. feladat &llitasat (a (41) és (42) relacidkat) a Szanov tétel
segitségével.
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Megoldasok.

1)

Tekintsiink elészor egy olyan x € X pontot, amelyre I(x) < oco. Az I(-) alulrdl

félig folytonossaga miatt sup inf I(y) = I(z). Tovdbba azt allitom, hogy
G: 2€G, G nyilt Y€G
mivel a topoldgia T3 tipusu, ezért sup inf I(y) = I(x). Valéban, tetsz6-

F: z€Int F, Fzart YEF
leges ¢ > 0 szamhoz létezik olyan nyilt G, = € G, halmaz, amelyre iné I(y) >
ye

I(xz) —e. Tovabbé a topoldgia T3 tulajdonsdga miatt 1étezik olyan zart Fy halmaz,
amelyre x € IntFy C Fg C G. Valdban, a T3 tulajdonsag miatt léteznek olyan
diszjunkt, nyilt Gy és Gy halmazok, amelyekre = € Gy, és X \ G C Gg. Ekkor

Fyo = X \ Gy teljesiti a kivant tulajdonsagokat. FEzért sup inf I(y) >
F: z€IntF, F zart YEF

inbf I(x) > I(x) —e. A masik frdnyd becslés nyilvanvald.
yeFo

Ezekbdl a relaciokbdl és a nagy eltérés tételbol kovetkezik, hogy

1
sup lim sup —— log u,, (G) < I(x)
G: G nyilt halmaz n—oo n
zeG

1
sup lim inf —— log ., (F) > I(x).
F: F zirt halmaz " —® n
z€Int F

Rogzitsiink egy kis € > 0 szdmot. Legyen F, x € IntF, olyan zart halmaz,
amelyre liminf—%logyn(F) > I(z) — e. Ekkor egy x € G C intF halmazra
n—oo
limsup — 1 log 1, (G) > liminf — 1 log p1,, (F) > I(z)—e. Mivel ez az 4llitds tetszdle-
n—00 n—o0
ges € > 0 szamra és alkalmas G nyilt halmazra igaz, a fenti becslésekbol kovetkezik

a bizonyitandd allitasok els6 fele. Az allitds masik fele hasonléan bizonyithato.
Létezik olyan G, z € G nyilt halmaz, amelyre limsup —1 log 11, (G) < I(z) + e.

n— oo

Legyen F a G halmaz lezartja. Ekkor z € Int F, és

1 1
lim inf ——log p,, (F) < limsup —— log pu, (F) < I(z) + €.
n

n—00 n n—00

Innen kovetkezik a feladat maéasik allitasa.

Az I(x) = oo eset az el6z8 esethez hasonléan néhiny természetes véltoztatdssal

bizonyithaté.

Lassuk be el6szor az alsdé becslést. Rogzitett ¢ > 0 szdmhoz valasszunk olyan

xo € X pontot, amelyre g(z¢) — I(xg) > sup{g(x) — I(x)} —e. Mivel a g(x)
zeX

fliggvény folytonos, 1étezik az xg pontnak olyan G C X nyilt kornyezete, amelyre
g(z) > g(xg) — e, ha x € G. Ezen egyenétlenségbdl, az z¢o € G relaciobdl és
a nagy eltérés tétel definiciéjanak ii) reldci6jabdl kovetkezik, hogy minden ¢ > 0

szamhoz létezik olyan ng = ng(e) kiiszébindex, amelyre u,,(G) > sup e (@) =) >
zeG

15



e_n(I(xU)_E), és

/ @) dyy (z) > / eI gy () > 009, (@)
G

> en(g(xg)—l(mo)—Za) > sup en(g(x)—[(z)—Se),
o o rxeX

ha n > ng(e). Mivel € > 0 tetsz6leges, innen kévetkezik, hogy

1
lim inf — log/e”g(”‘") dpin () > sup{g(z) — I(z)}.
n zeX

A fels6 becslés bizonyitasa érdekében rogzitsiink egy elég kis € > 0 szamot, és
definialjuk az F(k) = F(k,¢)

F(k)={z: v € X, ke <g(z) < (k+ 1)e}

halmazokat, —1 sup [g(z)| < k < L su
és x € Fy, esetén —I(x) = g(x) — I(x

nagy n-re

plg(z)| indexekre. Az F (k) halmazok zértak,
) —g(z) < sup{g(z) — I(x)} — ke. Ezért elég
zeX

/ 9@ () < e EH L (B (K))
F(k)

< exp {n [(k +1)e + sup{g(x) — I(z)} — ke + e] }

reX

= exp {n {sup{g(x) —I(x)} + 25] } .

reX

Ezeket az egyenlGtlenségeket Osszeadva az Osszes (véges sok) k-ra, és kihaszndlva,
hogy € > 0 tetszoleges, megkapjuk a kivant felsé becslést.

A ii.) tulajdonsag beldtdsa érdekében egy G C X nyilt halmaz esetében tetszéleges
e > 0-hoz tekintsiink olyan x € G pontot, amelyre I(x) < in(f} I(u) + €, és legyen
ue

g(+) olyan folytonos fiiggvény az X téren, amelyre g(x) =0, g(u) = —%, hau ¢ G,
és g(u) < 0 minden u € X-re. Ilyen g(-) fliggvény valéban létezik, mert véve egy
h(-) fliggvényt, amelyre h(x) = 0, h(u) > 0 minden u € X pontban, h(u) = 1, ha
u ¢ G, akkor definidljuk a hi(u) = min{h(u),1}, g(u) = —Lhy(u) fiiggvényeket.
Ez a g(-) fiiggvény teljesiti a kivant feltételeket. Ekkor

1 (G) > / 7909 1 (dus) — / "9 (du) > / "9 (du) — e,
X X\G X

ezért

1 1
- log 11, (G) < - log [/ e 1y (du) — e—n/6:| _
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Legyen A = mgI( u). Ha A = oo, akkor limsup — 2 log ,,(G) < 0o = ingl(:z;).
ue BAS

Ha A < oo, akkor

/ ") 4 (du) > exp {n (sup (g(u) — I(u)) - ) } > (nla0)-12)=e) 5 p—n(A+22)

ueG

elég nagy n-re. Ezért

1 1
lim sup - log i (G) < limsup - log{e "(AF2e) _ en/e)

1 1
< limsup —— log e ™™ 442 4 lim sup — = log(1 — e~ /tn(A+2e) — 4 4 9¢
n n

minden elég kis ¢ > 0 szdmra. Innen limsup — = log y1,(G) < A = ing I(x).
TrE

A iii’.) tulajdonséig bizonyitdsa érdekében minden = € K ponthoz és ¢ > 0 szdmhoz
definidlunk egy alkalmas ¢, . = gz (u) folytonos és korlatos fliggvényt az (X, X)
téren. Minden = € K pontra definidljuk az F(z) = {z: I(z) < I(z) — €}, ha
I(z) < 00, és F(z) = {z: I(2) < &7 '}, ha I(z) = oo halmazokat. Mivel az I(-)
fiiggvény alulrdl félig folytonos, ezért az F(z) halmazok zartak. Ezért létezik olyan
folytonos g, . fliggvény az (X, X') téren, amelyre g, () = ¢, gpc(u) = —I(x) az
u € F(z) pontokban, ha I(x) < oo, és az I(z) = oo esetben ¢, -(z) = ¢, gz (u) =
—2 ha u € F(x). Tovébbi g,.(u) < ¢ minden u € X-re. (Ilyen fiiggvények
konstrukcidja azért lehetséges, mert az (X, X) tér T, tér.) Definidljuk az = pont
U(z) = U(z,e) = {2 gs(2) > 0} nyilt kdrnyezetét. Mivel az U(z) halmazok
a K kompakt halmaz fedését adjak, létezik véges sok x1,...,xr pont, amelyekre
a U(xj), j = 1,...,k halmazok lefedik a K halmazt. Legyen g;(u) = g.,(u),
j=1,...,k Ekkor '

k k k
<3 i (Ula; Z/m | en95 ) () SZ/ ng; (W) 1, ().
j=1 =1 Zj j=1

Tovabba elég nagy n-re
/engj(u) n (du) < exp {n <Su§[gj (u) — I(uw)] + 5) }
ue

< eI ha I(z;) < oo,

mert u € F(zj)re gj(u) — I(u) < —I(z;) — I(u) < —I(xj), és u ¢ F(z,)-re
gi(u) — I(u) < gj(u) — [I(x;) —¢] < 2e I(ch). Hasonldan,

/engj(u) Nn(du) < en(2571/€)’ ha [(Q;]) = 0.

Ezért

const.

1 1 1
—log pn(K) < — min ( , min I(:L'j)) + 3¢ < —min (—, inf I(u)) + 4e
n

n € I(z;)<oo £ ueK
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elég nagy n-re. Innen kovetkezik a iii’.) tulajdonsag.

Az I(x) figgvény definici6jabdl kovetkezik, hogy az monoton né. Tovébbd, ha
I(z) < 00, E¢ < z, akkor minden kis e > 0 szdmra létezik olyan ¢ > 0 szadm, amelyre
I(z) <tz —log R(t) + €, és létezik egy e-tdl fliggetlen 6 = §(z) szdm tgy, hogy az
el6z6 egyenl6tlenséget kielégitd (e,t) parrat > 0. Valéban, mivel z > F&y, I(z) > n
alkalmas 7 > 0 szdmra, és ha e < 7, akkor a tz —log R(t) > 4 feltételnek teljesiilnie
kell. De mivel tli_r)%(tz —log R(t)) = 0 ez csak tgy lehetséges, ha t > § alkalmas 6 =

d(z) szammal. Adva egy (y, x) par, amelyre F{ < y < x valasszunk egy ¢ < (z—y)J,
d = d(y) szadmot, amelyre létezik olyan ¢t > § szam, hogy I(y) < ty — log R(t) + «.
Ekkor I(y) < tz —logR(t) —t(x —y) +e < I(z) + e —d0(z —y) < I(z). Az I(+)
fliggvény baloldali folytonossidgdnak bizonyitasa érdekében egy olyan x szamra,
amelyre I(z) < oo, x > E¢ egy elég kis € > 0-ra vélasszunk olyan ¢ szamot, melyre
I(z) <tx —log R(t) + ¢. Legyen y olyan szdm, amelyre y < x és z — y < 5. Ekkor
I(x) > I(y) > tly — ) + te —log R(t) > I(x) — e —t(x —y) > I(z) — 2¢. Innen
kovetkezik a kivant folytonossdg. Végiil, mivel a tx — log R(t) fiiggvény minden
rogzitett t-re konvex (s6t linedris) fliggvény, ezért I(x) = sup(tx — log R(t)) is
>0

konvex fliggvény. Innen kovetkezik az I(x) fliggvény jobbrdl val6 folytonossiga az
adott feltételek mellett. Ha ugyanis I(x) < I(x + 0) < oo lenne valamely = > F¢-

I(z)+1(z+2¢)
2

re, akkor a szigord lim I(x +¢€) > lim egyenl6tlenség teljesiilne, és ez
e—0 e—0

ellentmond az I(-) fiiggvény konkvexitasianak.
A nagy eltérés tétel i.) tulajdonsiga, az hogy az I(-) fiiggvény alulrdl félig folytonos
kozvetleniil kiolvashaté az el6z6 feladat eredményébdl.

Ha G nyilt halmaz, valasszunk tetszoleges € > 0-ra olyan z € G pontot, amelyre
I(z) < infGI(a:) +e¢, és legyen h > 0 olyan szdm, amelyre [z,z+h] € G ha z > F¢;,
re

és [z — h, z] € G, ha z < E& . Ekkor

limsupl log P (& € G) > lim sup llog;P (& €lz,zx h]) =1(z).
n—oo N n n—oo N n

Az utolsé azonossag beldtdsahoz elég bebizonyitani azt, hogy I(z) < I(z + h), ha

2> FE& és1(z) <oo,és I(z) <I(z—h),haz< E& és I(z) < oo. Ezt az allitast

viszont az x > E&; belattuk a 4. feladatban. Az x < E¢; hasonléan bizonyithato,

vagy kovetkezik az el6z6 esetbdl, azt alkalmazva a —¢&; valdszintiségi valtozora.

Ezért igaz a nagy eltérés tételben szerepl§ ii.) tulajdonsag.

Egy F' zért halmazt irjunk fel F' = Fy U Fy alakban, ahol F} = F N {x > E&},
F2 == Fﬂ{l’ S Egl}

A iii.) Allitdst elég belatni az Fy és Fp halmazokra. Legyen z = min{z: z €
F1}. Ekkor a Nagy eltérések elmélete; Figgetlen, valds értékid valdszintiségi valtozok
feladatsor 19. feladata alapjan

1 ; 1
lim inf —— log P (S— € F1> > liminf ——log P (S, > z) = I(2).
n n n

n—oo n— oo
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Viszont I(z) = ing I(x), mert az I(z) fiiggvény monoton né.
e

Tekintsiik el6szor csak azt az esetet, amikor a & valdszinliségi valtozonak 1étezik
varhaté értéke. ElGszor azt latjuk be, hogy az I(x) fliggvény alulrdl félig folytonos.
Ha Fet® < oo alkalmas t > 0-val, akkor a 4. feladat eredményébdl kivetkezik ez
az allitds © > E¢&;-re. Tovabba IEIL?& I(x) = 0. Alkalmazva ezt az eredményt a

—&; valészintiségi valtozéra, kapjuk az analdg allitast @ < E¢; esetén, ha Eeét <
oo alkalmas t < 0-ra. Mivel a t6bbi esetben I(x) = 0, ezekbdl az allitdasokbdl
kovetkezik a nagy eltérés tétel i.) tulajdonsaga.

Tekintsiik a ii.) tulajdonsdgot elészor olyan G nyilt halmazokra, amelyek tartal-
mazzak a (véges) E&; varhat6 értéket. Ebben az esetben a nagy szamok torvénye
alapjan P(‘%’ € G) — 1, ezért a ii.) tulajdonsdg teljesil. Ha E¢ ¢ G, akkor
e > 0-ra létezik olyan u € G és [a,b] C G intervallum, amelyre I(u) < xlgg I(x)+e,
u € [a,b] és [a,b] C (E&1,00) vagy [a,b] C (—oo, E€;). Elég az els6 esetet vizsgélni,
mert a masodik eset a —&;, valdszintliségi valtozdk bevezetésével visszavezetheto erre
az esetre. Ha Fe!®! < co alkalmas t > O-ra, akkor ez kovetkezik az I(z) fiiggvény
4. feladatban belatott szigorii monotonitasabol. Ha pedig ez a tulajdonsag nem
teljesiil, akkor a a Nagy eltérések elmélete; Fiiggetlen, valdos értéki valosziniiségi
vdltozdk feladatsor 15. feladatédnak eredménye alapjén * log P (i—" € [a,b]) — 0,
ha n — oo, és innen kovetkezik az allitas az adott esetben.

Hasonléan az el6z6 feladat érveléséhez, elég a iii.) tulajdonsagot abban az esetben
beldtni, ha az F' zart halmaz teljesiti az ' C [E&,00) vagy az analég médon
targyalhaté F' C (—oo, E¢;] tulajdonsigot. Ha Ee't < oo alkalmas ¢ > O-ra, akkor
ez az allitas az eloz6 feladat bizonyitasabdl kiolvashato, viszont ha ez a tulajdonsag
nem teljesiil, akkor az &llitds nyilvanval6, mert ekkor I(z) = 0 minden = > E¢&;-re.
Végiil, ha a & valdsziniiségi valtozonak nincs varhaté értéke, akkor I(x) = 0 min-
den z-re. Ezért a i.) és iii.) tulajdonsdg ebben az esetben nyilvanvals. A ii.)
tulajdonsag pedig kovetkezik a Nagy eltérések elmélete; Fiiggetlen. wvalos értéki
valdosziniségi vdltozok feladatsor 15. feladatdnak eredményébdl.

Az adott feltételek mellett a Nagy eltérések elmélete; Fiiggetlen, valos értéki va-
loszindiségi vdltozok feladatsor 8. feladata alapjén [log R(0)] = —oo. Tovabba a
log R(t) konvexitédsa és folytonossdga valamint a log R(0) = 0 reldcié miatt minden
e > 0-ra létezik olyan ¢ty = 0(g).) szdm, hogy log R(t) > —&, ha 0 < ¢y < tg, és
log R(t) > log R(ty) + (t — to)[log R(ty)]" > —e — K(e)t, ha t > ty alkalmas K (¢)
szammal. Ezért, ha © < —K(¢), akkor tz — log R(t) < € minden ¢t > 0 esetén.
Mivel ez az egyenlStlenség igaz minden ¢ > 0O-ra, és log R(0) = 0, igy t = O-ra
tz —log R(t) = log R(0) minden x szamra innen kovetkezik a feladat allitdsa.

A 6. feladat eredményének felhasznédlasa utan azt kell belatni, hogy

lim inf—l log pn, (G) > inf I(x)

n— 00 n zeG

minden nyilt G halmazra, ahol u,, egy &k, kK = 1,2, ..., fiiggetlen, egyforma eloszlast
val6szintliségi valtozokbol allo sorozat elsé n elemébdl készitett atlag eloszlasa, és
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I() a pn, n=1,2,..., mértéksorozatra érvényes nagy eltérés tétel I(-) fiiggvénye.
Ha F&, € G, akkor a bizonyitandd egyenlotlenség érvényes, mert ekkor ing I(z) =
xe

0. Ezért elég azt a két esetet nézni, amikor G € (—oo, E&y) vagy G € (&1, 00).

Mivel az I(-) fiiggvény mind a két félegyenesen monoton fiiggvény, ezért mind a

két esetben teljesiilnek a G C G' = (2/,2") és iné I(x) = iné I(x) relacidk, ahol
T€ zeG’

' = inf{x: © € G} és 2" = sup{x: =z € G}. Ezért a kivant &llitast elég ilyen
G’ nyilt intervallumra belétni (esetleg 0o végpontokkal). Ez viszont kiolvashaté
a nagy eltérés tétel alakjabdl fiiggetlen egyforma eloszldsi valdszinliségi valtozok
Osszegére.

Definialjuk az ellenpéldat a kévetkezd mddon:
pn(0) =27y (12‘”2> =2 =1,2..2m,

és legyen I(0) = 0, és I(x) = oo, ha = # 0. Ekkor I(z) alulrdl félig folytonos
fiiggvény, tehat teljesiil az i.) relacid. A iii.) reldcid is teljesiil, mert egy zért
F halmazra vagy 0 € F, amely esetben lim sup—%log pn(F) = 0 vagy F nem

n—oo

tartalmazza a 0 egy kis kornyezetét, és ekkor p,(F) = 0 elég nagy n-re. A ii)
reldcié teljestil tetszéleges (nem feltétleniil nyilt) G halmazra, mert vagy 0 € G,

amely esetben pu,(G) > % minden n-re vagy 0 ¢ G, és ekkor ing I(z) = co. Végiil
A

a ii.) reldciéban nem lehet azonossdgot frni, mert a nyilt G = R' — {0} halmazra
tin(G) = %, tehét liminf —+ log 11, (G) = 0.
n—oo

Mivel log(1 4+ v) < v, 0 < v <1 esetben, és egyenlség csak v = 0 esetén van,
du dlp—v
1) = = [1og L vt > — [ =D ) vt

:/@@—/@@:a

ha v abszolut folytonos a p mértékre nézve, és egyenloség csak v = u esetben all
fenn. Ha v nem abszolut folytonos, akkor ez az allitas nyilvanvalo.

Ha az R(t) = [e'™ dF(u) integral véges, akkor definidljuk az Fi(du) = ewgé?u)

val6szintiségi mértéket. Ekkor [wdG(u) = x esetén

Iauwvzz/ﬁq;??ggdamo4-/ﬁq;jgzgckxu):tx-JogR@)+1«ﬂuaL

ahonnan I(G||F) > tx — log R(t), és egyenl6ség csak G = F esetén all fenn. In-
nen kovetkezik, hogy a bizonyitandé (a) azonossag baloldala mindig nagyobb vagy
egyenld mint a jobboldal. Tovdbb4, mivel [udF;(u) = [log R(t)]" a [log R(t)]' =z
megoldhatdsaga esetén mind a bal mind a jobboldal felveszi a szélsoértéket a fel-
adatban leirt esetben és a két kifejezés egyenlo.
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10.) Be kell latni az (a) azonossdg még hidanyzo felét, azaz az inf I(G||F) <
G: fudG(u)Z:c

sup(tz —log R(t)) + ¢ egyenlStlenséget minden £ > 0 szdmra abban az esetben, ha
>0

a [log R(t)]" = = egyenlet nem oldhaté meg. Az R(t) momentumgenerdls fiiggvény
vizsgalatdban, (a Nagy eltérések elmélete; Figgetlen, valds értéki valdsziniiségi
vdltozok feladatsor (8., 12., 14. és 15. feladatainak) eredményeib6l kovetkezik, hogy
a kovetkezO eseteket kell vizsgdlni: a.) Az R(f) momentumgeneralé fiiggvény egy
véges jobbrol zart [0, T'] intervallumban van definidlva, és [log R(T)]" = mp < z, b.)
Az R(t) fiiggvény értelmezve van az egész [0, oo] félegyenesen, de tliglo [log R(t)]" =

m < z. c¢.) Minden ¢ > 0 esetén R(t) = oo.

Az a.) esetben az (a) azonossdg jobboldala t = T pontban veszi fel a szuprémumét.
Elég belatni, hogy ha x > myp, akkor tetszéleges € > 0-ra létezik olyan G eloszlas,
amelyre = + ¢ > [udG(u) > =z, és I(G||Fr) < e, ahol mr = [udFr(u). Ekkor
ugyanis I(G||F) = T [udG(u) —log R(T) + I(G||Fr) < T(z +¢) — log R(T) +
e. Teljesiil tovabbd az [ e™dFr(u) = oo feltétel minden ¢ > 0 esetén, és a G
eloszlasfiiggvény konstrukcidjaban az Frp eloszlasnak ezt a tulajdonsagat fogjuk
hasznélni. Ezért az a.) és c.) esetet, ahol ugyanezt az egyenldtlenséget kell bi-
zonyitani T' = 0 vélasztassal, egyszerre vizsgalhatjuk. Feltehetjiik, hogy a szigori
egyenlbtlenség x > mrp, illetve z > m teljesil, (my = [wdFr(u), m = [udF(u),)
mert x = myp, illetve x = m esetén G = Fr és G = F kielégiti a kivant egyen-
16tlenséget. A konstrukcié megadasa érdekében az x > mp és x > m esetben
vegyiilk észre, hogy az a.) esetben minden elég kis ¢/ > 0 szamra léteznek olyan
Ki > 0 és Ko > 0 szamok, amelyekre p; = p([— Ky, Ks]) = Fp(Ks2) — Fr(—K1) >
1-—¢, f_K[a udFr(u) < mp < xp1, és hasonlé allitas érvényes a c.) esetben
is. Valéban, K; > 0-t és Ky > 0-t elég nagynak vélasztva teljesithetjik az
els6 feltételt, és mivel 1 — Fp(K3) > 0, a K3 > 0 konstansot még nagyobbra
vélasztva, ha sziikséges az [ udFr(u) = mrp < x feltétel miatt a mdsodik feltételt
is teljesiteni tudjuk. Tovabba, mivel az Fr eloszlashoz tartozé6 Rp(t) momen-
tumgeneralo fliggvény végtelen tetszoleges t > 0 esetén, tetszbleges 0 > 0 szamhoz
végtelen sok pozitiv p egész szam van, amelyekre, o = ,ugp ) = Fr(2PtY) — Fp(2P) >
e~92". Hasonlé allitas érvényes a c.) esetben is.

Definialjuk a fi; és jio valésziniiségi mértékeket, mint

1
m(A) =+ / dFr(u),
H1 JAN[—K,,K>)
_ _ 1
fiz(A) = i (A) = dFr(u),

a Mgp) AN[2p 27+1]

(»)

ahol 1, K1, Ko psy ' az el6z6 megjegyzésben szereplé mennyiségek, és a p para-

métert a ﬂgp ) mérték definiciéjdban alkalmasan valasztjuk. Definidljuk a G = G»)
mértéket, mint az G = ajiq + (1 — a)ﬂép ) linedris kombinéciét, ahol az o szémot
az [uwdG(u) = x feltétel hatdrozza meg. Azt allitjuk, hogy elég kis ¢/ > 0, § =
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11.)

d(e") > 0 és elég nagy p = p(d) > 0 valasztds esetén G valésziniiségi mérték, és
I(G||Fr) < e. Ennek bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy

[(G||Fr) = al(ful|Fr) + (1 - a)I (@] Fr) = —alog i — (1 — a) log i,

és mivel [wudfiy(u) <z, és 2P < fudﬂgp)(u) < 2rt1) elég nagy pre 0 < 1 —a <
const.27P. Innen —alogu; < —logpu; < —log(l —¢&'), és —(1 — ) log,uép) <
d2Pconst. 27P = const. §. Innen kovetkezik, hogy az €', 0 és p alkalmas valasztasdval
I(G||Fr) < € elérhets. Az I(G||F) < € egyenl6tlenség alkalmas konstrukciéval a

c.) esetben hasonléan bizonyithato.

A b.) eset konnyen kovetkezik a Nagy eltérések elmélete; Figgetlen, valds értéki

valosziniiségi vdltozok feladatsor 13. feladatanak eredményébol. Elég azt az esetet

nézni, ha x = lim [log R(¢)]’, mert > lim [log R(t)]" esetén sup(tx — log R(t)) =
t— 00 t—00 +>0

o0o. A vizsgalandé esetben valasszuk a G mértéket, mint az x pontba koncentralt
mértéket. Ekkor I(G||F) = —log ur(x), ahol up jeloli az F' mérték altal indukélt
mértéket, azaz a jobboldalon az x pont purp mértéke van. Az emlitett feladatsor 13.
feladatdnak eredménye alapjan ez megegyezik az (a) formula baloldaldn szerepld
szuprémummal.

A feladat utolsé allitdsat, azt hogy I(G||F) < sup(tz — log R(t)) + ¢ elérhetd
>0

szigoru egyenlotlenséggel, ha az x szdmot kissé névelJTiik, kiolvashaté a konstrukcidk
ellenérzésével. De ez kovetkezik a 4. feladat eredményébdl és az utana kovetkezd
megjegyzésbél is. Ezek szerint ugyanis I(z) < oo a tekintett esetben, és az I(x)
fliggvény folytonossagi tulajdonsdgai alapjan megkapjuk a kivant eredményt, ha
az ebben a feladatban bebizonyitott allitasokat = helyett x + e-ra alkalmazzuk elég
kis € > 0 szammal.

Tegytik fel el6szor, hogy ¢; > 0 minden 1 <[ < k-ra. Rogzitsiink egy zj,,...,z;,
sorozatot, x;, € X, 1 < s <mn, éslegyen m(l) = m(l,z;,,...,x;,) =#{s: 1 <s <
n, zj, = o1}, 1 <1 <k. Ekkor xn(I) = xn(l, 25y, ..., 25,) = =2, és

n k k. m() k
n m(l b, m(l
W (o) = [ = T1er® = T1 % - TLam".
s=1 =1 =1 q =1

Jelolje v(™ a v mérték n-szeres direkt szorzatat énmagéaval az {z1,...,xs}" szor-
zattéren. Ekkor osszegezve az utolsé formuldt az 6sszes olyan x;,, ..., x;, sorozatra,
amelyre n, x (1) = m(l),l = 1,..., k, valamilyen el6irt m(l), l = 1, ..., k, szdmokkal,
azt kapjuk, hogy

1™ (nx, (1) = m(1),...,nxa(k) = m(k) v (00"
v (nxp (1) = m(1), ..., nxn(k) = m(k)) |1 ( ) '

Ezért,

k p?(qm%)

e qln(tn—f)
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1™ (((r—e) <xn(l) < (g1 +e),....(qr — &) < xn(k) < (qr +¢))
N V(n)((Q1 - E) < Xn(l) < (ql + 6)7 ey (qk - 5) < Xn(k) < (Qk + 5))
ko n(q—e)
b
- =1 qzll(q_lﬂ).

Mivel a nagy szamok torvénye alapjan

%Sy(n) ((Q1 _5) <Xn(1) < (Q1+5)7---7(Qk_5) <Xn(k) < (QK—i_E)) <1

elég nagy n-re, az el6z6 becslésbol kovetkezik, hogy

1ﬁ Py ﬁ(pl)
2w\
= ™ (Ixn(1) — qi] < e minden 1 <1 < k indexre)
= 1™ (1 — &) < xn(1) < (g1 +8),---, (g — ) < xn(E) < (i +€))
k _en k nqi
<I1% 11 (%)

=1 W S\

k nqp k
elég nagy n-re. Mivel [] (%) = exp {—n > qilog ;’72}, a fenti egyenlétlenségbdl
=1 =1
kovetkezik a feladatban megfogalmazott (3) formula, ha ¢; > 0 minden [ indexre.

Ha ¢; = 0 valamilyen [-re, akkor a fenti becslés végrehajthaté azzal a médositassal,
hogy csak az | € K, K C {1,...k}, indexeket vessziink figyelembe a fenti szdmo-
lasban, ahol I € K akkor és csak akkor, ha ¢; > 0. A (3) egyenlétlenségsorozat bal
és jobboldala nem véltozik, ha az [ € {1,...,k} helyett [ € K-ra 6sszegeziink. A
kozépen allo kifejezés értéke nd, ha az 1 < [ < k indexek helyett csak az | € K
indexeket tekintjitk. Mésrészt 1™ (|x,(y,1) — | < £ minden 1 <[ < k indexre) <
1™ (|xn(y,1) — q| < e minden [ € K indexre), mert a > q=1é q =0,
le{l,...k}\K

ha | € K relaciékbol kovetkezik, hogy a baloldalon olyan halmaz mértékét vettiik,
amely része a jobboldalon tekintett halmaznak. Innen kovetkezik a (3) relacio.

Rétérek az (1) és (2) relacidk igazoldsdra. Ha F és G két véges sok pontba
koncentralt eloszlds eloszlasfiiggvénye, akkor legyen X = {zi,...,zx} C R! az
a legkisebb halmaz, amelyre mind az F' altal meghatarozott pur mind a G &ltal
meghatdrozott pg mértékre pup(X) = 1, pug(X) = 1. Legyen pur({x;}) = i,
vi{z}) = q, 1 <1 < k. Ha létezik olyan [ index, amelyre p, = 0 (és ¢; > 0),
akkor I(G||F) = oo és elég kis ¢ > 0 szamra P(sup |F,(z) — G(x)| < €) = 0, mert
P(sup |F,(2)—G(x)| <e) < P(Fp(x+0)— F,(z—0)—q > —2¢). Hap; > 0 minden

x
1 <1 < k-ra, akkor vegyiik észre, hogy a feladatban bizonyitott egyenlétlenség bal
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12.)

és jobboldaldn e~ U (GIIFEC() gzerepel. Ezért

e U(GIF)+C(e/R) < p <|Xn(l) —q < %, minden 1 <[ < k—ra)
<p( s R@-Gw)l<<)
—oo<xr<oo

< P(|lxn(l) — qi| < 2e, minden 1 <1 < k-ra)
< e U(GIIF)—C(2€))

elég nagy n-re. Innen kovetkezik a (+1) és (+2) allitas.

A kivant egyenlotlenség bizonyitasahoz elég belatni, hogy minden r = 1,..., k-ra
dv v(C,)
tog 2 (u) du(u) > log 2= (),
/cr 1 1(Cr)
Osszegezve ugyanis ezeket az egyenlStlenségeket k = 1, . .., r-re megkapjuk a kivént

egyenlotlenséget. Viszont az elébb felirt egyenltlenség a valdszinliségi mértékek al-

kalmas vélasztdsaval kovetkezik a 9. feladatban bebizonyitott I(v||u) > 0 egyenlét-
lenségbél. Bevezetve ugyanis a p,.(B) = % ésv,.(B) = % mértékeket, a
bizonyitandé egyenl6tlenséget megkapjuk a 9. feladatban bebizonyitott I(v||x) > 0

dv,.

allitasbol, ha v-t v,.-rel és p-t p,-rel helyettesitjiik. Ugyanis log d = logj—z —

log v(Cr) o C, halmazon, és integralva ezt az azonossiagot a v, mérték szerint azt
w(Cr) ’

v(C,)
w(Cy)

kapjuk, hogy 0 < [log gﬁ dv, = V(%T) [ log Z—Z dv — log , és ez ekvivalens a

bizonyitandé allitassal.
Ha v nem abszolit folytonos a p mértékre nézve, tekintsiik az C = (Cq,Cs), Cy =

{u: fl—’lf(u) = 0}, Cy = Y \ C; particiét. Ekkor ve sem abszolit folytonos a e

mértékre, és I(ve||pue) = oco. Tekintsiik ezutan azt az esetet, amikor I(v|jp) < oo.
Ekkor valamilyen Ko > 1 > K; > 0 és N paraméterek segitségével definialjuk a
kovetkez6 C = {Cy,...,Cni2} particiét:

(KQ—Kl)(l—l) dv (KQ—Kl)l
—_— l=1,...,N
N S st TR ! e

C, = {u: K+

Cny1 = {u: g—l’i(u) > KQ}, Cni2 = {u: Z—Z(u) < Kl}. (Pontosabban fogalmazva,
azokat a C; halmazokat vessziik, amelyekre p(C;) > 0.) Megmutatjuk, hogy alkal-
mas K1, Ko és N vélasztassal [I(v|u) — I(ve|lpc)| < e.

Ha K5 > 1-t elég nagynak, 1 > K; > 0-t elég kicsinek valasztjuk az I(v|u)
végessége miatt elérhetjiik, hogy ‘fCN+i log g—;(u)y( du)‘ < § legyen, i = 1,2. Ve-
gyiik észre, hogy ha a C C Y halmaz olyan, hogy a < Z—Z(u) < b minden u € C
pontban, —co < a < b < oo, akkor a < XE€) < b Valéban, mivel v(C) =

n(C)
Jo g—/’:(u) dp(u), [gadup(u) <v(C) < [5bdu(u), ahonnan kévetkezik ez az éllitas.
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A feladat elején szereplo egyenlétlenség alapjan

tovabba

és mivel 7Eig%)ulogu =0, és log Zgg—fiii < 0, ezért
V(Cn+2) log V(Cn+2)
w(Cny2) ~ w(Cny2)
V(Cn+2)
#(Cny2) ~ w(Cny2)

M—) = u(Cn+2)

> €
— 4
ha K; > 0-t elég kicsinek, és Ko > 0-t elég nagynak vélasztjuk. Ezért a bi-

zonyitas befejezéséhez ebben az esetben elég azt megmutatni, hogy elég nagy N =
N(Kl, Kg) szamra

Ez viszont kovetkezik abbdl a ténybdl, hogy elég nagy N szamra

w(Cr)
& v(Cy)

dp
log == (u) — 1
g — (u) —log

w(Cr)
v(Cy)

€
< —.
dv(u) < 5

dp
log —(u) — 1
g (u) —lo

Végiil tekintsiik azt az esetet, amikor I(v||u) = oo, de a v mérték abszolut folytonos
a p mértékre. Ez az eset hasonléan targyalhaté az el6z6 esethez. Mivel I(v||p) = oo

vélaszthatunk olyan C;, Cs, Cs halmazokat, C; = {u: v (y) <K1}, C, =
{u: K, < g—;(u) < Kz}, C; = {u: g—l’:(u) > Kz} alkalmas K; = K;(¢)-nal, i =
1,2, amelyekre v(Cy) > 3, f02 g—;(u) dv(u) > 2, és log j—l’:(u) > 1, ha u € Cs.

Ekkor fclucg log g—;(u) dv(u) > —log2. Az I(v||u) < oo esetben térgyalt kon-

strukcié érveléséhez hasonlbéan kapjuk, hogy a Cs halmaznak létezik olyan Cy, =
N

|J B, particidja, amelyre

=1

N
I/(Bl) 1
lo v(B;) > - 4+ log2.
; 8 oy (B 2 Tlo

Ezért az C = {C1,C3,B1,...,By} rendszer az (Y, B) tér olyan particidja, amelyre
I (ve|ue) = L. Innen kdvetkezik a feladat dllitdsa ebben az esetben is.
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13.)

14.)

Tekintsiik az Osszes olyan A halmazt, amelyre teljesiil a fenti approximaciés allitas.

oo

Nyilvén az A" = (J A; unié elemei ilyen halmazok. Tovébba A° halmazalgebra.
1=1

Ezért elég azt belatni, hogy az adott tulajdonsagi halmazok o-algebrat alkotnak.

Ezt az allitast kozvetleniil is lehet ellenorizni. Példaul, ha az A;, | = 1,2,.

halmazok mindegyike teljesiti ezt a tulajdonsidgot, akkor az A = U A; unié

is teljesiti azt. Ugyanis, minden ¢ > 0-hoz létezik olyan N = ( ) amelyre
00 N

14 (U AN\NU Al> < £ 4j=1,...,k és minden A;, [ = 1,..., N halmazhoz
1=1 =1

2
létezik olyan B; € A° halmaz, amelyre 11;(A;AB;) < =, j = 1,...,k. Ekkor a

_E_
2N

N

B = | B, € A° halmazra uj(AAB) < £ minden j = 1,...,k-ra. Tovdbba az is
=1

nyilvanvalé, hogy ha egy A halmazra teljesiil az approximéciés tulajdonsag, akkor

az X \ A halmazra is teljestil.

Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor a v mérték abszolit folytonos a p mértékre
nézve. A 12. feladat eredményei alapjan tetszoleges € > 0O-ra létezik olyan B véges
particio, amelyre

I(wllp) = I(wplps) > I(v|p) —e,  ha I(v]lp) < oo

és
1
I(vg||lps) 2, ha I(v[lp) =

Tovabbéd az I(v.a, ||pa,) sorozat monoton nd, és a limesze kisebb vagy egyenld
mint I(v||p). Ezért elég beldtni, hogy elég nagy n-re és egy az Y halmaz egy véges
mérhet6 B = {By,...,B,} particijara

5
Iva,llpa,) = Lvsllps) - 5
Legyen B = {B1,...,B,} az Y halmaz olyan véges mérhetd particija, amelyre

@(B;) > 0 minden 1 < [ < r indexre. A 13. feladat eredménye segitségével be
fogjuk latni, hogy tetszlleges 6 > O-ra és n > n(d)-ra az A, = {Al, o Apmy )
particio elemeit r osztalyba lehet sorolni gy, hogy a j-ik, j =1,...,7, osztélyba

tartozo A(J()l),.. Agj(i)), s = s(n,j), halmazok Ay = A, ;) = U AU (l) unioja

teljesiti a u(A;)AB;) < 6§ és V(A;)AB;) < 6,7 =1,...,r, egyenlotlensegeket.
Elég kis 0 szam valasztasaval e tény segitségével fogjuk bizonyitani a kivant egyen-
16tlenséget.

A 13. feladat eredménye alapjan minden elég nagy n-re és B; € B-re létezik olyan
A(j) € A, halmaz, (A,-val jeldljiik az A, partici6 elemeinek unidjaibdl &6 o-
algebrét is,) amelyre u(A;AB;) < %, v(A,;AB;) < 4%, j=1,...,r. Ezek az A
halmazok nem feltétleniil diszjunktak, és az unidjuk nem mindig adja ki az egész
teret, de mivel a B;, j = 1,...,r, halmazok diszjunktak, és az unidjuk az egész
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15.)

Y tér, ezért pu (U1 A(j)) > 1 - %, v ('U1A(j)> >1-— g, M(A(j)AA(j/)) < %
j= j=

j—1

_ _ _ J _
és V(A(j)AA(j/)) < %, ha j # j'. Definidljuk az Ay = Ay \ ZL_Jl A, Jj =

r—1

L...,r—1,é A, =Y\ |J A; halmazokat. Ezek az A(;) halmazok teljesitik a
=1

kivant feltételeket.

Rogzitsiink egy elég kis 6 > 0 szdmot, és elég nagy n-re vezessiik be a A,, particio
A ={Aq), ., A} = {As 1), Ay (o)} durvitdsas, ahol az A(;) halmazok a
B; halmazok elézéekben definialt approximaciéi. Ekkor I(v4 |1z, ) < I(vallpna),
és mivel az Ay és B(;), j = 1,...,r halmazok p és v mértéke csak d-val térhet
el, ezért [I(vz, llpa,) — I(vsllps)| < §, ha -t elég kicsinek vélasztjuk. Innen
kovetkezik a feladat allitasa abban az esetben, ha a v mérték abszolit folytonos a
1 mértékre.

Az az eset, amikor a v mérték nem abszolit folytonos a p mértékre hasonléan
targyalhat6, de egyszer(ibb. Definidljuk a B = (B, Bs) particiét, ahol

S TR S TS

Ekkor tetszéleges § > 0O-ra és n > n(d)-ra az A, particiénak van olyan A=
{A1,As} durvitdsa, amelyre v(A;) > v(B1) — 0 és u(A;) < 6. Innen kovetke-
zik, hogy I(vallpa) = I(vg,llra,), é

I{w.llng) = log Zegt () + log gt (1 = (A1) >

ha § > 0 elég kicsi. Innen adddik a feladat dllitasa ebben az esetben is.

Rogzitsiink egy d,, — 0 sorozatot. Az R! szdmegyenes olyan egymasba skatulyazott
(nyilt) intervallumokbdl, egyelemii halmazokbdl és két félegyenesbdl 4116 egymésba
skatulyazott véges A,, particioit tekintjiik, amelyekre az A,, particioban tartalma-
zott intervallumoknak és félegyeneseknek a G eloszlas altal meghataroztott mértéke
kisebb mint 9,,.

Lassuk be el6szor, hogy ilyen particiok valoban 1éteznek. Az A,, particié megkonst-
rualdsa érdekében tekintsiink egy (—o0,a), és (b, 00) félegyenest, amelyeknek a G
eloszlas altal indukdlt pg mértéke kisebb mint 6, és legyenek yq,...,yr azok a
pontok amelyekre pg(y;) > 0. Definidljuk a a fig mértéket a fig(A) = pa((A N
[a,b]) \ {v1,---,yr}) képlettel. Ekkor minden z € R' pontnak van olyan (z —
n(z),x + n(x)) kornyezete, amelyre fig ((z —n(z),x +n(x))) < J. Ezek lefedik a
(kompakt) [a, b] intervallumot, ezért kivalaszthaté ezen intervallumok koziil véges
sok, amelyek szintén lefedik az [a,b] intervallumot. Tekintsiik a szamegyenesnek
azt a particiéjat véges szakaszokra, azok végpontjaira (mint egyelemii halmazra)
és két félegyenesre, amelyet ezen intervallumok végpontjai és az y1, ..., yr pontok
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16.)

hatdroznak meg. Az igy definidlt A, particié nem egy pontbdl all6 elemeinek a pi
mértékes kisebb mint §. Legyen A, a Ax, k = 1,...n, particiok k6zos finomitasa.
Ez teljesiti a kivant feltételeket.

A 14. feladat eredménye alapjan tehat tetszoleges € > 0 szamra létezik a szamegye-
nesnek olyan egyelemii halmazokbdl, nyilt intervallumokbdl és két félegyenesbol allo
A particidja, amelyre

(G allFa) = I(G]F)| < 5 ha I(G][F) < oo

| M

2
HGAIFA) > = ha I(G][F) =,

és ug(A) < 5, ha A € A, és A nem egy pontbdl dll. (Emlékeztetdiil, ha A =
{A1,..., Ay}, akkor minden minden A; € A, | = 1,...,k, elemnek kijeloljik
egy x; pontjat, és az F 4 illetve G4 eloszlasfiiggvényt azok az eloszlasok altal
meghatdrozott eloszlasfiiggvények, amelyek az x; értéket p; = pup(A;) illetve ¢ =
pa(Ay) valoszintiséggel veszik fel.) Legyenek &1, &s, .. ., fliggetlen F' eloszlasu valé-

n
szinfiségi valtozok. Ezek meghatdrozzak az F,(z) = 2 3" I(¢; < x) empirikus el-
_ 7=1
oszlastiiggvényt. Definidljuk a &;, j = 1,2, ..., valosziniiségi valtozokat a kovetkezd
moédon: Ha §; € Ay € A, akkor §; = x;. Ekkor &;,8s,... fiiggetlen Fy eloszlasi

valoszintliségi véltozok, és a §; valoszinliségi véaltozok konstrukeidjabdl kovetkezik,
hogy a beldliik elkészitett F,, = F,, 4 empirikus eloszlsfiiggvény teljesiti az F), (z) =

F,(x), F,(x—0) = F,,(x—0) azonossagot minden olyan x pontban, amely az A par-
ticioban szerepl6 intervallumok valamelyikének végpontja. Innen, és a A elemeinek
ne mértékére adott becslésbol kovetkezik, hogy

sup | F,(z) — G(z)| — e < sup |Fy(z) — Ga(w)| < sup|F,(z) — G(z)| +&.
Viszont a 12. feladat eredménye alapjan
1 _
1 (GallFa) — Ce < —log P (Sup |Fo(z) = Galz)] > 6) < —I(GallFa) + Ce,

alkalmas C' szdmmal, ha n > n(e, F,G). Az utolsé két egyenl6tlenséghdl és abbdl
a ténybol, hogy I(G 4|/ F4) jol approximéalja az I(G||F) I-divergenciat, kovetkezik
a feladat allitasa.

Az L = L(e) szdmot elég nagyra valasztva elérhetjiik, hogy az
F(x)=P(& <z |&] < L)

eloszlasfiiggvény teljesitse a sup |F(z) — F(x)| < ¢ és az |[(G||F) — I(G||F)| <

e egyenl6tlenségeket. (Az utébbi egyenlStlenség teljesiiléséhez kell az a feltétel,
hogy a G eloszlas egy véges intervallumba van koncentrélva.) Ezért a 15. feladat
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eredményébdl ezzel a F eloszldsfiiggvény valasztdsival kovetkezik az ebben a fel-
adatban felirt becslés az sup |F,,(x) — G(z)| < n esemény feltételes valdsziniiségére

a{|&k| < L, 1 <k <n} feltétel mellett.

A 10. feladat eredménye alapjan a nagy eltérés tétel felsé becslésének a bizonyi-
tasdhoz elég megmutatni, hogy minden ¢ > O-ra és olyan G eloszlasra, amelyre
a< [udG(u) <a+eés I(G||F) < %gg(ta —log R(t)) + ¢ teljesiil a

Lgp (i € [a, b]) < [(G||F) + 2
n n

egyenlStlenség. Létezik ugyanis olyan G eloszlds, amelyre a < [uwdG(u) < a + ¢,
és I(G||F) < %gg(ta — log R(t) + e. Sét, feltehetjiik, hogy ez a G eloszlas véges
intervallumba van koncentralva, mert egy elég nagy K > 0 szdmot vélasztva és a
G fiiggvényt a G(z) = %, —K <z < K, helyettesitve olyan fiiggvényt
kapunk, amelyik szintén teljesiti a fenti egyenlétlenségeket. (Pontosabban, a 10.
feladatban felhasznélt eredmény nem alkalmazhaté abban a specidlis (elfajult) eset-
ben, amikor az R(t) = Ee! minden t > 0-ra értelmezve van, és tllg)lo [log R(t)]" = a.

De ezt az esetet, amikor P(£; < a) = 1 relacid is teljesiil, a Nagy eltérések elmélete;
Fiiggetlen, valos értéki valosziniiségi valtozok feladatsor 13. feladatanak eredménye
lefrja, és ezzel itt nem foglalkozunk. Feltehetjiik tovabbd, hogy I(G||F) < oo, mert
kiilonben az allitds nyilvanval6.) Alkalmazzuk a feladat els6 allitasat ezt az allitast
kielégitd G és F eloszlassal, ¢ helyett ¢’ = 3 ([ udG(u) — a) paraméter valasztéssal.
Ekkor ¢’ < g, és ha € > 0 elég kicsi, akkor az ¢’ < % (b — fudG(u)) egyenlétlenség
is teljesiil. Azt kapjuk, hogy

P (w: |Fule,w) — G@)] <l [6(@)| < L, 1 < k < n) > e EIR 0,

IIG(|F) — I(G||F)| < ¢'. Ezért a kivant allitds bizonyitdsdhoz elég megmutatni
azt, hogy elég kis n = n(L) > 0 szadmra

{u swpF o) - 6@ <A € o 2 e o).

n

ahol A,, = A, (L) = {w: |&(w)| < L, 1 <k < n}, és L > 0 ugyanaz a szém,
amely az elobb tekintett feltételes valdszintiség feltételében szerepel. Innen ugyanis
kovetkezik, hogy

P (—5”75“’) € [a, bl) > P (|Fp(w,w) = G(@)] < n||& ()] < L, 1 <k <n) P(A,)

> e—nI(G’HF‘)—nC(n,e')P(lgl| < L)n > e—nI(GHF‘)—nC_’(n,s),
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17.)

18.)

19.)

ahol C(¢) — 0, ha ¢ — oo. Parcidlis integréldssal kapjuk, hogy w € A, és

{w: sup |F(z,w) — G(z)| < 77} esetén

‘Sn—(w)—/udG(u)

n

— ‘/uan(u,W) — dG(u)

L
< [ 1Fuww) - Gwldu < Ln.
—L

Viszont elég kis n > O-ra Ln < [udG(u) —a és Ly < b — [wdG(u). Innen
kovetkezik a feladat allitasa.

Mivel p ¢ F, és F zart, azaz X \F nyilt halmaz, ezért 1étezik az u € X pontnak az F
halmaztdl diszjunkt U = {v: |v(B;)—u(B))| < e, 1 <1 < k} nyilt kérnyezete, ahol
B; az (Y, B) tér mérheté részhalmazai. Legyen Definidljuk a G; = {v: |v(B;) —
wBy)| <e/4, 1 <1 <k}és Go=X\{v: [v(B;)) —uB))| <e/2, 1 <1<k} =
{v: |v(Bi) — u(By)| > /2 valamely 1 < < k indexre.} halmazokat. Ezek a Gy,
G nyilt halmazok teljesitik a T3 tulajdonsdgban szerepl6 feltételeket.

A K =K(B,¢) = {v: [v(B) — u(B)| < ¢} halmaz, ahol B az (Y, B) tér mérhetd
részhalmaza, a p pontot tartalmazé zart halmaz. Az Osszes ilyen halmaz metszete
szintén zart, és egyediil a p pontot tartalmazza. Ezért a {u} halmaz zért.
Tekintsiik az Y tér egy véges D = {Dy,...,Dy} véges particiéjat, és adva két u
és v mérték az (X, X) téren, legyen up és vp e mérték vetiilete a D particiéra, és

k
I(vpl|lpp) = > log Zggigy(Dl) ezen vetiiletmértékek I-divergencidja. A I(vp|lup)
=1

fliggvény rogzitett p mértékkel mint a v mérték fiiggvénye alulrdl félig folytonos a
T topoldgia szerint. Ugyanis azon v mértékek halmaza, amelyekre I(vp|lup) = oo
nyilt halmaz, (megegyezik azon v mértékek halmazdval, amelyekre létezik a D
particiénak olyan D, eleme, amelyre u(D;) = 0, és v(D;) > 0),), a komple-
menter zart halmazon pedig folytonos. Viszont a 14. feladat eredménye alapjan
vélaszthatunk D,, particidknak olyan sorozatat, amelyekre nh—>Holo I(vp, ||pup,) =

sup I (vp, ||up, ) = I(vp|lpup). Mivel alulrdl félig folytonos fiiggvények szuprémuma

n
alulrol félig folytonos, innen kovetkezik a feladat els6 allitasa.

A feladat masodik allitasanak bizonyitasa érdekében vegyiik a szamegyenes olyan
intervallumokbdl és félegyenesekbél all6 D, = {D1,n,...,Dy(n)n} novekvo véges
partici6bdl allé sorozatat, n = 1,2,..., amelyre a | JD,, halmazrendszer generilja
a B Borel o-algebrat. Ekkor alkalmazva az els6 rész bizonyitasat az I(vp, ||up, ),
n = 1,2,..., I-divergenciak sorozatara a 14. feladat eredményének segitségével
n — oo hataratmenettel megkapjuk a kivant allitast.

Tekintsiink egy olyan v € G mértéket, amelyre I(v||u) < inér I(x||p) + €, és te-
XE

kintsiik ennek olyan U kornyezetét, amelyre U C G, és U a kovetkezd alaku:
U={x: x€X,|x(B1) —v(B))| <e I =1,2,...,k} alkalmas ¢ > 0 szdmmal
és B = {B4,...,B;} az Y tér alkalmas particidja. Tekintsiik a p és v mértékek
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20.)

vetiiletét ezekre a particidkra. Jeloljiik ezeket pug és vp-vel, és vizsgaljuk ezek I-

u(By)

I(v|jp). Ezért a 11. feladat eredményét felhaszndlva kapjuk,_hogy I(vgllpg) <
inf T(x[lp) + ¢, é pn(G) = pn(U) > e~ wslis)=Ce) alkalmas > 0 szammal, ha
X€

n > n(e). Ezért

P
divergencigjat. A 12. feladat eredménye alapjan I(vg|lus) = > log v(Bu) v(B;) <
=1

fin(G) > inf e U Klr)=e=Ce) = ha p > p(e),
XEG

Innen kovetkezik a feladat allitasa.

A feladat allitdsa kapcsolédik a funkcionalanalizis egyik klasszikus eredményéhez,
amely szerint egy Banach tér dualis terének zart egységgombje a gyenge topologia-
ban kompakt. Természetesebbnek tiinik viszont e tételre valé hivatkozas helyett
a bizonyitas modszerét adaptalni. Ez a Tyihonov tétel alkalmazasa, a topologikus
tér természetes bedgyazasa a [0, 1] intervallum (a szokésos topoldgiaval) nagy sza-
mossagu példanyanak direkt szorzataba. Ez utobbi tér kompakt a Tyihonov tétel
szerint.

Tekintsiink az (Y, B) minden mérheté6 B C B részhalmazara egy (Z,Cs) teret,
amely a [0,1] intervallum a szokdsos topoldgidval. Legyen ezek direkt szorzata

a szorzattopolégiaval (Z,C) = [] (ZB,Cs). A Z tér felfoghaté mint azokbdl a
BeB
fliggvényekbdl 4ll6 halmaz, amelyek az Y tér B mérheté halmazait képezik le a

[0,1] intervallumra. A C topolégia nyilt halmazait pedig ezen a téren a {zp, €
G1,...,2B, € Gy} halmazok generdljdk, ahol k = 1,2,...,, By,..., By az Y hal-
maz mérhet6 halmazai, Gq,..., Gy pedig a [0, 1] intervallum nyilt részhalmazai.
Vegyiik észre, hogy X C Z, és az X téren bevezetett X 7 topoldgia a Z téren
definidlt C topoldgia megszoritasa az X térre. fgy az (X, X) teret bedgyaztuk egy
kompakt topoldégikus térbe. Tudjuk, hogy egy kompakt halmaz zart részhalmazai
szintén kompaktak. Ezenkiviil azt is tudjuk (a 18. feladat eredménye), hogy min-
den p € X-re az I(:||n) I-divergencia alulrdl félig folytonos fiiggvény az (X, X)
téren. Egy alulrdl félig folytonos I(-) figgvény {x: I(z) < R} tipusu nivéhalmazai
zartak. Ezen tények alapjan probaljuk meg bebizonyitani a feladat allitdsat. A
problémét az okozza, hogy az I-divergencia a (Z,C) kompakt térnek csak az X
részhalmazéan van értelmezve, és ennek topoldgiai tulajdonsigairél semmit sem
tudunk. E nehézségen tugy segitiink, hogy az X teret bedgyazzuk a Z tér egy Z zart
részhalmazéba (ez a Zg halmaz valgjdban az X tér lezartja, de erre a tényre nincs
sziikségiink), és az I-divergencia fiiggvényt kiterjesztjiik az X halmazrdl a kompakt
Z, halmazra ugy, hogy a kiterjesztett fiiggvény is alulrdl félig folytonos. Raadéasul
a kiterjesztett fliggvény értéke a Zy \ X halmazon oo. E tények segitségével nem
lesz nehéz bizonyitani a feladat allitasat.

Definidljuk a Zy C Z halmazt mint a kévetkez6 metszetet: Zo = () Zy, ahol az U
u

indexhalmaz jeloli az Y halmaz o6sszes véges particiéjat mérhet6é halmazokra, és az
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21.)

22.)

Y téregy U = {By,...,Bi}, B, € B, =1,...,k véges particidjara legyen

k
Zu:{z:ZGZ,ZzBlzl}.

=1

Ekkor Zg a Z halmaz zart részhalmaza, mivel a zart Z;; halmazok metszete. A Z
halmaz az (Y, B) tér mérheté halmazain értelmezett végesen additiv nem negativ
értékl 1-re normalt halmazfiiggvényeibol all, ezért X C Zj.

Az [I-divergencia kiterjesztésének és tulajdonsdgainak bizonyitasa érdekében je-
gyezzilk meg, hogy ha v és u két valésziniiségi mérték, akkor

L(vllp) = sup I(vullpns) = log
{Bh Bk} ;

Bl) u:{Bh?Bk}

ahol a szuprémum az Y tér U = {Bq,...,B;} véges (mérhetd) particidjara vétetik.
(Ez kovetkezik a 12. feladat eredményébdl.) Definidljuk az I(v||u) fliggvényt
(rogzitett p mértékkel) minden v € Zg-re, azaz akkor is, ha v additiv, de nem
o-additiv halmazfiiggvény az elébb felirt szuprémum segitségével. Ekkor I(-||u)
alulrél félig folytonos, mert alulrdl félig folytonos fiiggvények szuprémuma. Be-
latjuk, hogy az igy kiterjesztett I-divergenciara I(v|ju) = oo, ha v € Zg \ X (és
pu € X). Ugyanis az, hogy a pozitiv értékii, additiv p halmazfiiggvény o-additiv
azzal ekvivalens, hogy tetszoleges B,, € B halmazsorozatra, amelyre B,, D B, 11,
o0
n=12..,66 B, =0 nleréou(Bn) = 0. Mivel p € X, ésv € Zp\ X,

n=1
létezik olyan leszallé B,, € B az tires halmazhoz tarté B,, halmazsorozat, amelyre

lim u(By,) =0 és lim v(B,) = a > 0. Ezért tekintve az U,, = {B,,,Y \ B,,}
n—oo

n—oo

particidkat I(v||pu) > lm I(vy, ||pw,) = oo
n—oo

A fentiek alapjan konnyen bizonyithaté a feladat allitasa. Tudjuk, hogy Zg a (Z,C)
tér zart részhalmaza, és a Zog-ra kiterjesztett I(-||p) halmaz alulrél félig folytonos
a (Zo,Co) téren, ahol Cy a C topologia megszoritidsa a Z; halmazra. Ezért az
A(R) = {v: v € Zoy, I(v||p) < R} halmaz a (Zo,Co) tér zart, kovetkezésképp
kompakt részhalmaza minden 0 < R < oo szdmra. Viszont A(R) C X. Ezért
A(R) = A(R)NX nemcsak a (Zg, Cp) téren, hanem annak megszoritasan, az (X, X)
téren is kompakt.

Mint az el6z6 feladatban lattuk, az (X, X) tér bedgyazhaté egy kompakt Ts térbe.
(A [0,1] tér bnmagdval vett nagy példdnyszamu direkt szorzatdba.) A topoldgia
standard eredményei alapjan egy kompakt T5 tér Ty tér. (Tetsz6leges két diszjunkt
zart halmaznak létezik diszjunkt nyilt kornyezete.) Egy T, tér egyben T, tér, és
annak tetszéleges altere, tehat példaul az (X, X) tér is T, tér.

Rogzitsiink egy L = L(e) > inIf< I(v) — € szamot, ha ez az infimum véges, és
ve

L =1L = %, ha ez az infimum végtelen. Vélasszunk minden v € K mértéknek
egy olyan G(v,¢) nyilt kornyezetét, amelyre liminf — 1 log Q,,(G(v,€)) > L — e.
n—oo
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24.)

Ezen halmazok lefedik a K halmazt. Vegyiik a K halmaznak egy ilyen halmazokbol
allé véges G1 = G(v1,¢), ..., Gy = G(vp, €) fedését. Ekkor elég nagy n indexre

Q.(K) < Z Q,.(G;) < const. sup e ™E7%) < const. sup e " ()72),
P 1<k<m veK

Innen kovetkezik a (iii’) tulajdonsag.

Léssuk be, hogy az I(-|p) fiiggvény és a Q, = pu'™ mértékek, ahol u(™ a u, em-
pirikus mérték eloszlasa, teljesitik a feladat feltételeit. Tekintsiik az Y tér egy
alkalmas véges C = {Cy,...,Cy} particidjat, vegylink egy kis 6 > 0 szédmot,
és definidljuk egy v € X pont alkalmas nyilt kornyezetét a kovetkezé modon:
G(r,e) = {x: x € X,|x(C;) —v(Cj)| <, j=1,...k}, 6 = (). A 12. feladat
eredménye alapjan alkalmas C particié vélasztdsaval elérhetd, hogy az I(vel||puc) >
I(v||p) — 5 ha I(v||p) < oo, és I(vellpe) > %, ha Iv|ju) = oo egyenlétlenségek
teljesiiljenek. Mdsrészt a 11. feladatban bizonyitott (3) egyenlétlenség jobboldala
alapjan Q,(G(v,e)) < e ™Ulellre)=¢/2) "ha a § = §(¢) > 0 szamot elég kicsinek
vélasztjuk, és n > n(J). (Jelen esetben a (3) formuldtdl eltérd jelolést hasznalunk.
A Q. (G(v,¢)) kifejezés jatssza a (3) formuldban szerepld p(™ (-) valészintiség szere-
pét, és ott § = §(e)-t frunk  helyett. Tovabba a (™ () valészintiségre a (3) formul-
ban adott felsé becslés a mostani jelélésben a e~ (VII1)=nC ) Lifejezéssel egyenld.)
Ezért linrr_l)igéf—% log Q. (G(v,e)) > I(v||n) — €, ha I(v||n) < oo, és nagyobb mint

L ha I(v]|n) = oc.
Tetszoleges C € C*-ra, € > O-ra

p (i € F) < p™ (pne € Fe) < p™ (ne € [Fe]) < . e nUlellne)=e),
ve|ke

ha n > n(e,C). Ez példiul kovetkezik a 22. feladat eredményébél, és abbdl a
ténybdl, hogy [F¢] kompakt halmaz az (X¢, Ac) téren. Itt felhasznéltuk, hogy egy
véges halmazon definidlt valészintiségi mértékeknek egy a 7 topoldgia szerint zart
részhalmaza egyben kompakt is ezen topoldgia szerint. (Egyébként ez az egyenl6t-
lenség elemien is levezethetd.) Innen logaritmust véve kapjuk, hogy

n—oo

1
lim inf —— log u™ (u, € F) > inf I (ve|puc).
n ve[F¢]

Szuprémumot véve C € C*-re kapjuk a kivant allitast.

Tekintsiink egy L > sup inf I (ve|jpe) szdmot. A (4) formuldban szerepld
cecx veelFc]
egyenlotlenség bizonyitasahoz azt kell belatni, hogy ez az L szam fels6 becslés az

egyenl6tlenség jobboldaldn szereplo kifejezésre is. Ennek érdekében elGszor lassuk
be azt, hogy létezik olyan v € (X, A) mérték, amelyre ve € [F¢] minden C € C*
véges particiéra, és I(v||u) < L. Viszont nem allitjuk, — legaldbbis egyelére, —
hogy a v € F relacio is teljestiil.
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25.)

ADe={r:veX, vecelFc], I(v|p) < L} halmaz kompakt minden C € C* véges
particiéra, mivel a 20. feladat alapjan egy kompakt és egy zart halmaz metszete. (A
{v: v € X,ve € [Fc]} halmaz zart. Ez kovetkezik abbdl, hogy a v — v¢ leképezés
folytonos.) Tovédbba a D¢ halmaz nem iires, mivel 1étezik olyan ve € [F¢] mérték,
amelyre I(ve|jpe) < L, és arra a v € X mértékre, amelyet a v(D) = 5((3)) ve(xr),
[l =1,...,k, képlet definidl, ha D C C;, ahol C = {Cy,...,Cy}, és z; a Cj-hez
rendelt pont, I(v||u) = I(vellpe) < L. A I(v||p) = I(ve||puc) azonossag azért igaz,

v(C;
1(C;)
,,vetiilete” a C particiéra a fenti ve mérték, amely eleme az [F¢] halmaznak. Azt

akarjuk beldtni, hogy (| D¢ # (. A D¢ halmazok kompaktsiga miatt elég azt

mert g—Z(y) = minden y € C; pontban. Tovédbba az igy definidlt v mérték

cec*
beldtni, hogy véges sok De¢,, ..., D¢, halmaz metszete nem iires. Legyen C olyan
véges partici6, amely finomabb mint a Cy,...,C, particiék mindegyike, és legyen

v € Dg. Azt dllitjuk, hogy ekkor v € D¢, minden [ = 1,...,p-re. Ehhez azt kell
beldtni, hogy mivel C; durvitésa a C particiénak, ha vz € [F¢], akkor v, € [F¢,]. Ez
utébbi &llitas bizonyitdsa érdekében vegyiik észre, hogy ha vz € [F], akkor 1étezik

olyan v(") € X, n=1,2,..., mértéksorozat, amelyre I/é—n) € Fp, azaz Vén) eleme a
F; halmaznak és nemcsak annak lezartjanak, és lim Vé—n) (zm) = vg(xy,) minden
n— oo

m = 1,...,pre, ahol C = {Cy,...,Cp}, és x,, a C,, halmazhoz rendelt pont.
Mivel a C; partici6 elemei ilyen (diszjunkt) C,, halmazok uniéi, innen kévetkezik,
hogy I/g;) € Fe,; és lim Vgl) =v¢,. Ezért ve, € [Fe,].

Legyen v € D¢ minden C € C* particiéra. Ekkor, mivel v¢ € [F¢] minden C € C*
particiéra, és F zart halmaz, ezért v € F. Val6ban, ha v ¢ F lenne, akkor mint
a 17. feladat megolddsdban, az (X,X) tér T5 tulajdonsigdnak bizonyitdsdban
lattuk, létezne olyan C = {Cy,...,Cy} € C* particid, és ¢ > 0 szam, amelyekre
az U = {x: x € X, [x(C;) —v(C;)| < eminden 1 <[ < k-ra} halmaz a v € X
pontnak, a V.= {x: x € X, |[x(C;) — v(C;)| > 2¢ valamely 1 < [ < k-ra} halmaz
az F zdrt halmaznak a nyilt kornyezete, és UNV = (). Ez viszont ellentmond
annak, hogy v¢ € [Fe] a C = {Cq,...,Cy} particiéval.

A bizonyitand6 egyenlotlenség jobboldalan szerepld kifejezés feliilrol becsiilhet6 a

sup I (ve||pc) mennyiséggel, ahol egy olyan alkalmasan valasztott v € F mértéket
cecCr
vesziink, amelyre v € D¢ minden C € C* particiéra. Mivel erre a v mértékre

sup I (vellpe) < I(v||pn) < L minden C € C* particiéra, innen kovetkezik a (4) for-
cec

muléban felirt egyenl6tlenség. Végiil a (4) formuldban felirt azonossag a 12. feladat
kovetkezménye.

A 23. feladat eredményébdl és a 24. feladatban mar bebizonyitott (4) formuldjabdl
kovetkezik a nagy eltérés tétel iii.) tulajdonsdga a Szanov tétel feltételeinek tel-
jestilése esetén.

Mutassuk meg el6szor azt, hogy a feladatban definialt F' halmaz zart, azaz, ha
v ¢ F, akkor létezik a v pontnak olyan U(v) kérnyezete, amelyre U(v) N F =
@. Minden v € X mértékre létezik olyan e > 0 szdm, amelyre v({(0,¢)}) < 3.
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Ezért az F halmaz és a v € X pont Uy(v) = {x: [x({(0,¢)}) —v({(0,e)})] < 3}
kornyezetének a metszete véges. Legyen N = [¢7 1], ahol [] egész részt jelent.
Ekkor k£ > N indexre vy ¢ U;(v). Ha v ¢ F akkor valasszunk minden k <
N indexre olyan ¢; > 0 szdmot, amelyre vagy ‘V ({%}) — Vg ({%})| > g vagy

3 . 3 . . _ . ,
‘V ({4}) Vg ({4})‘ > €. Mivel v # v, ez lehetséges. Legyen e ir%l]r\lfé‘k, és

definialjuk az
Us(v) = {X: |X ({kfl}) —v ({kfl})‘ >e, hak < N}

és

oor={o ()~ (ED]-

halmazokat. Ekkor az U(v) = Uy (v) N Uz(v) N Us(v) halmaz a v mértéknek az F
halmaztél diszjunkt kornyezete. Tehat az F halmaz zart.

Az F¢ halmaz a kovetkezd 7, mértékekbdl &ll: o, ({z1}) = 1 — ¢, me({z2}) = 1.
Ezek a mértékek konvergalnak ahhoz a v mértékhez, amelyre v({z1}) = 1, és ez
nem szerepel a v, mértékek kozott. Innen kovetkezik, hogy az F¢ halmaz nem zart.

Tetszbleges y1,...,yk, y; €Y, j = 1,...,k pontokra, 1 < k < n, és ji,...,Jk,

k
> jp = n, pozitiv egész szamokra definidljuk a
p=1

G(yla"'7yk7j17”'7jk) = G(y17"'>ykaj17"'7jk7n)

~ i wex, |uttny - 2

1}
< —
n

halmazokat. Adva egy B C Y halmaz, definialjuk a

n
G = U G’(ylv-"aykvjlv"'7jl€)
k=1 ((yl7"'7yk)7(j17~-'ajk)): yler 1§l§k
halmazt. FEz a halmaz nyilt, mert minden G(y1,..., Yk, Jj1,-..,jr) halmaz nyilt.
Tovabba a &, ...,&, minta altal meghatarozott u, empirikus mértékre, u, € G

akkor és csak akkor, ha az Osszes §; valoszinliségi valtozé értéke a B halmazban
van. Ugyanis u,({y}) = %, 0 < j < n minden y € Y-ra, és az Osszes &; akkor
és csak akkor esik az A halmazba, ha az altala meghatarozott u, mérték eleme
valamelyik a G definicidjaban szereplé G(yi, ..., Yk, J1,- - -, jr) halmazban.

Legyenek &1, - -+ , &, fiiggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi valészinii-
ségi valtozok. Jelolje u,, azt az empirikus mértéket, amelyet ezek a valdszintiségi
véltozok hatdroznak meg. Legyen B C [0,1] nem mérhetd, 0 bels6 és 1 kiilsé
mértékld halmaz. Ekkor az az esemény, hogy mindegyik §;, 1 < j < n, valdsziniiségi
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valtozé ebbe a halmazba esik nem mérheto, és ennek az eseménynek nincs valo-
szinlisége. Viszont az elébbi érvelésben megmutattuk, hogy létezik olyan nyilt
G halmaz a valdszinliségi mértékek terén, amelyre ez az esemény megegyezik a
{un € G} eseménnyel.

Az egyszerliség miatt tekintsiik elészor csak az I(ug||pr) < oo esetet. Mivel
I(-||pnr) alulrdl félig folytonos fiiggvény a 18. feladat eredménye szerint, ezért

H=H(n) = {pg: I(pallpr) > I(pcllpr) —n}

nyilt halmaz a valdszintiségi mértékek terében minden n > 0 szdmra mind a 7 mind
a 7o topoldgia szerint, és ug € H. (Itt azt a jelolést hasznaltuk, hogy pupy a H
eloszlasfiiggvény altal indukalt Stieltjes mérték a szdmegyenesen.)

Belatjuk, hogy alkalmas gy = eg(n) > 0 kiiszébindexre igaz, hogy minden 0 <
e < gg szamra létezik olyan G. nyilt és F. zart halmaz, amelyekre pugc € Gg,
G. C K. C H(n), és K. C F. C H(n), ahol K. = {H: sup |H(z) — G(x)| < &}.

(A K. halmaz definicidéjaban azonositottam a H és G eloszlasfiiggvényt az dltaluk
meghatarozott py és pg Stieltjes mértékkel.) Innen kovetkezik a feladat éllitasa.

Ennek megmutatasa érdekében vegyiik észre, hogy G. C K. miatt

1 1
lim sup —— log (™ (G.) > limsup —— log (™ (K.),
n

n—oo n n—oo

és I(pc|up) > limsup —1 log 1™ (G,) a nagy eltérés tétel ii.) tulajdonsiga és a
n—oo
pa € Ge relacié miatt. Innen

1
I(ngllpr) > lim sup —— log u™ (K).

n—oo

Hasonléan, K. C F. miatt

1
liminf —— log ,u(”)(K ) > liminf —— log M(n)(F ),

n— oo n—oo
és I(ug|lpr) —n < hm mf —Llog 1™ (F.) a nagy eltérés tétel iii.) tulajdonsiga és
az F. C H(n) relacm mlatt Innen

. 1 "
I(pc | pr) —n < liminf —— log u™ (K.).

Tehat

1
I(ngllpr) > limsup —— log ™ (K.)

n— o0

.. 1 "
> lim inf —~ log ™ (K.) > I(p||r) = n.

n—o00 n
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Mivel F,, € K. egy F,, n-elemii empirikus eloszlasfiiggvényre akkor és csak akkor,
ha sup |F,(z) — G(x)| < €, valéjadban azt lattuk be, hogy
x

1
I(pe||pr) > limsup - log P (sup |F(x) — G(z)| < 5)

n—oo

1
> liminf —— log P (sup |F(z) — G(z)] < €> > I(pcllpr) —n.

n— o0 n

Innen € — 0 majd n — 0 hataratmenetet alkalmazva megkapjuk a kivant allitast.

Be kell még latnunk a felhasznalt tartalmazasi tulajdonsagokat. Elészor azt mu-
tatjuk meg, hogy K. C H(7n), ha ¢ < ¢¢(n). A bizonyitasban azt hasznéljuk fel,
hogy H(n) nyilt halmaz a 7y topoldégidban, és ug € H(n). Innen kévetkezik, hogy

létezik olyan S C H(n), e € S halmaz, amely S = ({pu: |pa(B;) — pa(B;)| <
J
7}, alakban irhatd, ahol egy véges metszetet vettiink, a metszetben szereplé minden

Bj halmaz alkalmas intervallum vagy félegyenes, és 77 > 0 elég kis pozitiv szdm. Itt
azt hasznaltuk ki, hogy milyen bézis segitségével adtuk meg a 9 topoldgiat.

Viszont konnyen 1dthatd, hogy {ug: sup |[H(x) — G(x)| < e} C S, azaz, K. C S C
H(n), hae < I, mert |uy(B;)—pa(Bj)| < 2, hasup |[H(z) —G(z)| < . Sét innen
az is kovetkezik, hogy K. C F. C H(n), ahol K. = {ug: sup|H(z) — G(x)| <

e}. Tovédbba K. zart halmaz a 79 vagy 7 topoldgidban, mert a K. halmaz a
{pm: |H(x) — G(z)| < e} zart halmazok metszete minden —oo < = < oo szdmra.
Be kell még latni, hogy minden € > 0 szadmra létezik olyan G; nyilt halmaz, amelyre
ne € G C K.

Itt hivatkozunk a 15. feladat megoldasanak elején elvégzett konstrukcidra, amely
szerint minden 0 > 0 szamra létezik a szamegyenesnesnek olyan véges particidja
Bj; halmazokra, amelyre minden B; halmaz vagy egy pont vagy egy olyan nyilt
intervallum, esetleg félegyenes, amelyre g (B;) < . Alkalmazzuk ezt az eredményt
a 0 = 5 szamra. Ekkor nem nehéz beldtni, hogy elég kis ) = 7(c) > 0 szdmra a
G. = (W{pu: |pa(B;) — pe(Bj)| < n} halmaz teljesiti a kivant feltételeket.

J

Az I(uc||pr) = oo eset hasonléan targyalhat6, bar az kissé egyszeriibb.
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Felhasznalt topoldgiai ismeretek.

Egy (X,U) topologikus tér egy X halmazbdl és annak U nyilt részhalmazaibdl allé
rendszer. A nyilt halmazok U rendszere teljesiti a kovetkezo tulajdonsagokat:

1.) Az () tires, és az X teljes halmaz nyi{lt halmaz.
2.) Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3.) Nyilt halmazok unidja mindig nyilt halmaz.

Egy nyilt halmaz komplementerét zart halmaznak nevezik.

Egy topolégikus tér definicigjdban a nyilt halmazok U rendszerét gyakran nem
kozvetleniil definidljdk, hanem megadjak annak egy bézisat. Ismertetem ennek defini-
ciojat.

Topolégikus tér bazisanak a definicidja. Egy (X,U) topologikus térnek akkor és
csak akkor bdzisa eqy az X halmaz bizonyos részhalmazaibol dllo B halmazrendszer, ha
B C U, és minden U € U nyilt halmazhoz és x € U ponthoz, létezik egy olyan B € B
halmaz, amelyre x € B, és B C U.

Be lehet latni, hogy egy (X, U) topoldgikus tér B bazisa egyértelmiien meghatarozza
a U topoldgiat, (a B-beli halmazok uniéi a nyilt halmazok). Egy X tér részhalmazaibdl
allé B rendszer akkor és csak akkor lehet egy (X,U) topolégikus tér bézisa valamely
alkalmas U topoldgiaval, ha minden Bi, By € B halmazpéarhoz, és x € B; N By ponthoz
létezik olyan B € B halmaz, amelyre x € B C By N Bs.

Be szokték vezetni az ugynevezett Ty, To, T3, T, és T4 tulajdonsidgu topolégikus
tereket. Ezek a tulajdonsiagok azt fejezik ki, hogy egy U topoldgia mennyire tud szét-
valasztani bizonyos tulajdonsdgui diszjunkt halmazokat.

T, Ty, T3, T,, és T, tulajdonsagu topolégikus terek definicidja. Legyen adva
eqy (X,U) topoldgikus tér. Az ebben szerepld U topoldgia T tulajdonsdgi, ha minden
x € X pontra az {x} halmaz zart. AzU topolégia Ty tulajdonsdgi, ha minden x,y € X,
x # y pontpdrra létezik olyan G és H nyilt halmaz az U topologidban, amelyre x € G,
y € H, ésGNH = 0. (AT, tulajdonsdgi tereket Hausdorff tereknek is nevezik az
irodalomban. )

A tovdbbi definiciokban feltessziik, hogy T1 terekkel foglalkozunk, azaz olyan topo-
logikus terekkel, amelyekben minden egy pontbol dllo halmaz zdrt. Az U topologia T3
tulajdonsdgi, ha minden F zdrt halmazra és x & F pontra létezik olyan G és H nyilt
halmaz, amelyekre F C G, x € H, és GNH = 0. Az U topoldgia T, tulajdonsdgi, ha
minden F zdrt halmazra, és x ¢ F pontra létezik olyan folytonos f(-) fliggvény az (X,U)
téren, amelyre f(u) =0, hau € F, és f(x) = 1. Az U topoldgia T4 tulajdonsdgi, ha
minden olyan Fy és Fy zdrt halmazpdrra, amelyre Fy N Fy = () létezik olyan G és H
nyilt halmaz, amelyekre F1 C G, Fo, C H és GNH = ().

A fenti definiciéban az egymaést kovetd fogalmak a megel6z6 fogalmakndl (szigoru-
an) erésebb megkotést tartalmaznak.
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A topoldgia egyik fontos fogalma a kompakt halmaz. Ennek definicigjat, illetve a
kompakt halmazok legfontosabb tulajdonsigait ismertetem az alabbiakban. Kiilonosen
fontos lesz szamunkra az alabb megfogalmazandé Tyihonov tétel.

Egy (X,U) topolégikus tér A C X halmaza kompakt, ha az A halmaz minden
nyilt halmazokkal torténo fedésébodl kivalaszthaté egy véges fedés, azaz ha Gy, t € T,

valamely T" indexhalmazzal nyilt halmazoknak egy olyan rendszere, amelyre A C |J Gy,
teT
akkor létezik a T' indexhalmaznak olyan {t¢i,...,t,} C T véges részhalmaza, amelyre

AcC U Gy, Egy (X,U) topolégikus tér kompakt, ha az X halmaz kompakt a benne
j=1

szereplo U topoldgia szerint.

Egy T5 topolégikus tér minden kompakt halmaza zart. Kompakt halmaz zart rész-
halmazai kompaktak. Szemléletesen mondva, a kompakt halmazok a kis zart halmazok.

A topoldgia egyik fontos eredménye a Tyihonov tétel, amely szerint kompakt topo-
légikus terek (Descartes) szorzata szintén kompakt topolégikus tér. E tétel megfogal-
mazasa érdekében definidljuk topolégikus terek (Descartes) szorzatét.

Elészor Xi, t € T, halmazok [] X; Descartes szorzatat definidljuk az &altaldnos

teT
esetben, amikor a 7' indexhalmaz nem feltétleniil véges vagy megszamldlhat6. [[ X; az
teT
Osszes olyan z(t), t € T, fuggvénybdl all, amelyekre z(t) € X; minden t € T pontban.
Legyen adva topoldégikus tereknek egy(Xy,U;), t € T, halmaza. Ezek Descartes

szorzata az az (X,U) topolégikus tér, amelyre X = [] Xy, és a nyilt halmazok U
teT
halmazanak egy B bézisat a kovetkezé moédon definidljuk. V' € B akkor és csak akkor,

ha létezik olyan véges S = {t1,...,t,} C T halmaz, és Uy, j € Uy,, az (Xy;,Uy;) térben

nyilt halmazok rendszere, 1 < j < n, amelyekre V.= [] Y;, ahol Y; = Uy, hat € S, és
teT
Y = X3, hat € T\ S. Ezutdn megfogalmazom a Tyihonov tételt.

Tyihonov tétel. Legyen adva kompakt topologikus tereknek eqy (Xi,Uy), t € T, hal-
maza. FEzek Descartes szorzata szintén kompakt topologikus tér.

Még egy eredményre lesz sziikségiink. Ez a kovetkezo allitas. Ha (X,U) kompakt
topologikus tér, és azonkiviil még T tér is, akkor egyben Ty tér is.

Bizonyitasvdzlat. Elészor azt 1latjuk be, hogy (X,U) T3 tér. Legyen F' C X zért, ezért
kompakt halmaz, és z € X \ F. Akkor minden y € F ponthoz lehet taldlni olyan
Gy és H, nyilt halmazokbdl 4ll6 part, amelyre G, N H, =0, y € G, és v € H,. A
Gy halmazok unidja lefedi az F' kompakt halmazt, ezért létezik véges sok Gy, , ..., Gy,

k
halmaz, amelyre G = |J G, nyilt halmaz, és F' C G. Mésrészt H =
Jj=1 J

k

H,, is nyilt
= =1
halmaz, x € H, és G N H = (). Innen kovetkezik a T3 tulajdonséig.

Az (X,U) tér T4 tulajdonsiga hasonléan lathaté be annak T3 tulajdonsiga alap-
jan. Két disgjunkt zart Fi és Fs halmazt kell venni, és az Iy = F' valasztassal és az Fy
halmazzal gy érvelve, mint kordbban az x ponttal kapjuk a kivant allitast.
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