Empirikus eloszlasfiiggvény approximacidja

E feladatsorban normalizalt empirikus eloszlasfiiggvény Brown bridge folyamattal valo
approximaciéjaval foglalkozunk. Részletesebben megfogalmazva a kovetkezo problémat
vizsgaljuk:

Legyen B(t,w), 0 < t < 1, egy Brown bridge egy (2, B, P) valésziniiségi mezén,
azaz legyen B(t) egy Gausss folyamat EB(t) = 0 varhaté értékkel és EB(s)B(t) =
min(s,t) — st, 0 < s,t < 1, kovarianciafiiggvénnyel. Feltessziik tovabbé azt is, hogy
a B(t,w) Brown bridge B(-,w) trajektéridi a [0, 1] intervallumon folytonos fiiggvények
minden w € Q elemi eseményre. A valészinliségszamitas klasszikus eredméyei szerint
valéban létezik a fenti tulajdonsagokat kielégité Brown bridge.

Legyen P,(t), 0 <t <1, egy a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldsti mintahoz
tartozé empirikus eloszlasfiiggvény, azaz legyen (1,...,(, figgetlen, a [0,1] interval-

éu{g <)),

lumban egyenletes eloszlasu valésziniiségi valtozok sorozata, P, (t) =

SRS

0 <t <1, ahol I(A) az A halmaz indikéatorfiiggvényét jeloli. Legyen
Zn(t) =n[P,(t) —t], 0<t<1.

a P,(t) folyamat standardizaltja. Ekkor a Z,(t) és B(t), 0 < t < 1, folyamatok ko-
varianciafiiggvénye megegyezik. Be akarjuk latni, hogy a két folyamat egymashoz kozel
tehet6 alkalmas konstrukciéval. Pontosabban megfogalmazva:

Approximacids tétel. Legyen adva egy B(t) Brown bridge eqy elég gazdag (X2, B, P)

valdszinidségi mezén. (Elég feltételezni azt, hogy ezen a valdsziniiségi mezdn megadhato

e, k = 1,2,..., figgetlen, a [0,1] intervallumban egyenletes eloszldsu valdsziniiségi

vdltozoknak olyan sorozata, amely figgetlen a B(t) Brown bridge-tél.) Ekkor minden

n =2,3,... szdmra konstrudlhato figgetlen, a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldsi

valosziniségi valtozoknak olyan (, . .., (, sorozata, amelyre igaz, hogy a beldle elkészitett
1 n

P,(t) = = > I({¢, < t}) empirikus eloszldsfigguény, illetve annak Z,(t) = /n[Py,(t)—
N k=1

t], 0 <t <1, standardizdltja teljesiti a

P <\/ﬁ sup |Z,(t) — B(t)| > C1logn + m) < Coe™

0<t<1

relaciot minden x > 0 szamra alkalmas (n-tél figgetlen) univerzdlis C; > 0, Cy > 0 és
A > 0 konstansokkal.

A tételt kielégité konstrukcié elkészitésénél kozvetleniil a P, (t) empirikus elosz-
lasfiiggvényt konstrudljuk meg mint egy rogzitett Brown bridge alkalmas transzfor-
maltjat ugy, hogy annak véges dimenzids eloszldsai az eléirtak legyenek, és e folya-
mat Z,(t) standardizaltja kozel legyen ehhez a B(t) Brown bridge-hez. A médszer a
kvantilis transzformécié mdédszerének adaptalasa illetve alkalmas altalanositasa az adott
probléma vizsgalatdban. Az okoz nehézséget, hogy jelen esetben a Brown bridge il-
letve a konstrualt empirikus eloszlasfiiggvény tobbdimenzids eloszlasai is eloirtak, mig a
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kvantilis transzformacio csak el6irt egydimenzids eloszlasu valészintliségi valtozok konst-
rukcidjaval foglalkozik. Ezen a nehézségen a kovetkezd mdédon segithetiink. A Brown
bridge-t rogzitjiik és a (standardizdlt) Z,(t) empirikus folyamat értékeit a [0, 1] inter-
vallum egyre ujabb és tjabb t értékeire definidljuk, mint ennek a Brown bridge-nek
alkalmas transzformaltjit. Az l-edik lépésben a Z,(t) folyamat értékeit a t = j27¢,
j=0,1,...,2! diadikus pontokban definidljuk. Ennek soran arra kell iigyelniink, hogy
az ujonnan konstrualandoé valdszintiiségi valtozok feltételes eloszlasai feltéve a mar meg-
konstrudlt valdszintiségi valtozok értékeit eldirtak. Az adott probléméaban a vizsgalandd
feltételes eloszlasok jol kezelhetoek, és a mddszer alaposabb kidolgozasaval megkapjuk
a kivant eredményt. Ez a konstrukecié azért miikédik jol, mert a Z,(t) folyamat értékeit
atr; = k27!, 1 < k < 2!, pontok mindegyikében mér az l-edik 1épésben megkonstru-
aljuk. Ha a Z,,(t) — B(t) folyamat értékeinek szuprémuma a méar megkonstrualt pon-
tokban mindegyik 1épésben keveset no, akkor ez biztositja, hogy a megkonstrualt stan-
dardizalt empirikus folyamat és a Brown bridge kozel lesznek egymashoz. A becslések
részletes kidolgozasaval azt tudjuk biztositani, hogy durvan szélva ez a kiilonbség min-
den lépésben csak konstanssal néjon. fgy olyan konstrukciét kapunk, amelyben a Z,,(t)
és B(t) folyamatok kiilonbségének a szuprémuma majdnem egy valésziniiséggel kisebb,
mint const. logn. Erdemes megjegyezni, hogy ez az allitds éles, azaz a két folyamat
kiilonbsége tetszoleges konstrukcié esetén majdnem egy valdszinliséggel nagyobb, mint
const. logn alkalmas pozitiv konstanssal. Az utobbi allitdst 1ényegesen konnyebb bi-
zonyitani, mint az ebben a feladatsorban targyalt eredményt, és ezt egy ennek a fel-
adatsornak az eredményéhez kapcsolédé feladatsorban meg is fogjuk tenni.

Ahhoz, hogy a kvantilis transzformacié moédszert jél tudjuk alkalmazni az approxi-
méciés tétel bizonyitasédndl felmeriilé problémékban Z,, (o) — Z,,(t1) alakd valészintiségi
valtozdk (alkalmas feltételek melletti) feltételes eloszlasait leiré hatareloszlastételre van
sziikségiink pontos aszimptotikaval. Sot, ahhoz, hogy jo becslést kapjunk, nem elég egy
szokasos értelemben vett hatareloszas tétel, hanem nagy eltérés tételre van sziikségiink,
azaz olyan eredményre, amely jo becslést ad az eloszlasfiiggvény nem tipikus értékeire is.
Megfogalmazzuk a nagy eltérés elmélet egyik klasszikus eredményét abban a specidlis
esetben, amelyikben sziikségiink lesz ra. Ezutan két olyan feladatot targyalunk ennek
segitségével, melyek alkalmas becslést adnak a szamunkra sziikséges kvantilis transz-
formaciéval elvégzett approximacidk josagara.

Az alabbiakban a koévetkezd jeloléseket hasznaljuk. Legyen ¢(z) = \/%76_33/ 2 a

standard normalis stiriiségfiiggvény, és ®(z) = ffoo () dx a standard normalis elosz-
lasfiiggvény. Sziikségiink lesz a kovetkezd eredményre.

Tétel. Jelolje F,,(z) az n elemi p = % paraméterd B (n, %) binomialis eloszlds stan-
dardizaltjat, azaz legyen F,,(x) = P (2 n \/_77n 2 < :13> , aholny, ..., n, fliggetlen
n

valdszintiségi vdltozdk, és P(n; = 1) = P(n; = 0) = 3, j = 1,...,n. Akkor léteznek
olyan univerzdlis, (n-tél figgetlen) K > 0, A > 0 konstansok, melyekkel az F,,(x)
eloszldsfiigguényre az aldbbi becslések érvényesek az |x| < Ay/n intervallumban:

(1— ®(x)) exp {—%} <1-F,(z) < (1-(x))exp {%}
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_} < Fu(~) < B(~a) exp {%} ,

ha 0 <z < Ay/n.

(A tétel dllitdsa igaz tetszbleges A < L és alkalmas K = K(A) konstansokkal, de erre
az élesebb eredményre nem lesz sziikségunk.)

Megjegyezziik, hogy a fent kimondott tétel egy altalanosabb eredmény specidlis ese-
te. Egy B(n, %) eloszlasu valészintiségi valtozo eloszlasa, mint azt a tétel kimondasaban
megjegyeztiik, felirhaté mint n fiiggetlen egyforma eloszlasu B(1, %) eloszlasu valoszinii-
ségi valtozé Osszegének az eloszlasa. A nagy eltérések altalanos elméletébol kovetkezik,
hogy fiiggetlen egyforma eloszlasu valészinliségi valtozok normalizalt részletosszegére a
tételben kimondott becslés érvényes, feltéve, hogy az 0sszeadanddknak 1étezik momen-
tum-general¢ fiiggvénye, azaz ezek F'(z) eloszlasfiiggvénye teljesiti az [ e F(dx) < oo
feltételt, ha |t| < a alkalmas a > 0 szammal. Ez az eredmény és ennek bizonyitdsa a
Nagy eltérések elmélete I. feladatsor 22. feladataban is megtalalhato.

Feladatok
1.) Léteznek olyan C; > 0 és Cy > 0 szamok, melyekre

C’l(ac+2)<1('_0(—§zm)<02(x+2), ha x > —1
cl(a:+2)<g2:i§ Colz+2), haz>—1.

b.) Léteznek olyan C; > 0 és Cy > 0 szamok, melyekre tetszéleges x > 0 és
|h| < x + 1 szdmokra

o~ Cih(z+2) 1-2(@+h) < e @2 ha x>0, és h >0,
1—®(x)

oC2h(z+2) w < eCh@EE) - ha g > 065 h >0
O(—z ’ - ’

és (kiilon targyalva a h > 0 és h < 0 eseteket)
eCl|h|($+2) < M < ng|h|(m+2), ha z Z 0, és h < 0,
1—®(x)
H(—
e~ C2lhl@+2) o % < e GilhE+2) " ha g > 06és h < 0.
—x

Legyen 7 standard normalis eloszlasi valdsziniiségi valtozd, F(x) tetszbleges elosz-
lasfiiggvény. Ismert, (1asd példaul a Valdsziniségi mértékek és valdsziniiségi vdltozok
kozelségének kapcsolata feladatsor 7. feladatét), hogy a & = F~1(®(n)) valészinfiségi
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valtoz6, ahol F~1(z) = sup{u: F(u) < z}, F(z) eloszldsi. (Ez a kvantilis transz-
formécié.) A kovetkezd feladatban az n és az igy konstudlt £ valdszinliségi valtozdk
tavolsdgara adunk becslést, ha a £ valdszintiségi véltoz6 F(x) = F,(z) eloszlasfiggvé-
nye n eleml p = % binomomiélis eloszlasu valdszintiségi valtozé normalizaltjanak az
eloszlasfiiggvénye, illetve kissé altaldnosabban, ha olyan eloszlasfliggvényt tekintiink,

n Vm
ahol a 5 szoras helyett 5 szammal osztunk a normalizalés alkalmazasakor, ahol m

és n egymashoz kozeli szamok.

92 4
2.) Legyen F,, ,(x) egy olyan &, , = — (Sn — E) valészintiségi valtozo eloszlasa,
) ) \/m 2 B
melynek definiciéjdban egy B(n, %) paraméteri binomialis eloszlasu &, valészini-
ségi valtozo szerepel. Azaz legyenek xp, k=1,...,n, P(xx =0) = (xx = 1) = %,

fiiggetlen, egyforma eloszlast valdszintiségi véltozok, és &, = > xx. Tegyiik fel,
k=1
hogy |[n—m| < Bn valamilyen elég kis B > 0 szdmmal. Legyen n standard normélis

eloszlast val6szintiségi valtozo, és definidljuk az &m n = F, 1, (®(n)) Fn,n eloszlast
valésziniiségi valtozot. Megadhato egy ng = ng(B) kiiszobindex, és 1éteznek olyan
A > 0, K > 0 konstansok, melyekre igaz, hogy minden n > ng szamra

2
1+ 9?4 nonk
[Emm — 1| < K 1 T & az {|n| < Ay/n} halmazon.
n

Megadjuk az Approximacios Tételt kielégito konstrukcié rovid informalis lefrdsat.
Rogzitjik a B(t) Brown bridge-t, és a P, (t) empirikus eloszldsfiiggvényt, illetve annak
Zn(t) = V/n(P,(t) — t), 0 < ¢t < 1, standardizaltjat rekurziv médon konstrudljuk. A

konstrukci6 [-edik lépése utéan a Z, (i)’ k=0,1,...,2" valészintiségi valtozék méar

. . 14 s - 2k+1
meg vannak konstrudlva, és az [ + 1-ik 1épésben megkonstrualjuk a Z,, (W)’ k=
0,1,...,2" — 1, valészintiségi valtozékat. Ezeknek a valészinfiségi valtozéknak a konst-
rukciéjdban figyelembe kell venniink azt, hogy a Z(t), 0 < t < 1, standardizalt empi-
rikus eloszlasfiiggvény meghatérozza ezeknek a valésziniiségi véltozéknak az (egyiittes)

k
feltételes eloszlasat azon feltétel mellett, hogy a mar megkonstrudlt Z, (5), k =
0,1,...,2", valésziniiségi véaltozék értékei elSirtak. Kényelmesebb kozvetleniil nem a

2k +1
Zn (—+) valészintliségi valtozokat, hanem a

2l+1
2k + 1 k kE+1 2k +1
7 () () e 2 (50) -2 ()

kiilonbségeket megkonstrualni. Ennek érdekében meg kell hatarozni ezen kiilonbségek
egylittes feltételes eloszlasat. Ezenkiviil meghatarozzuk a Brown bridge megvaltozasat
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2k+1 k E+1 2k +1
leir6 B (y%) - B <§) vagy B ( ; ) - B <21—L) kiilonbségek egyiittes fel-

k
tételes eloszlasat is, feltéve a folyamat B o ) kE=1,...,2" értékeit. Latni fogjuk,

hogy egyrészt az empirikus folyamat illetve a Brown bridge specialis (Markov) tulaj-
donsdgai miatt a vizsgdlt véletlen vektorok feltételesen fliggetlenek az adott feltételek
mellett. Ezenkiviil az egydimenzids feltételes eloszlasok explicit médon megadhatdak
mind az empirikus folyamat mind a Brown bridge esetében. Meg fogjuk konstrudlni
a standardizalt empirikus eloszlasfiiggvény fent jelzett megvaltozéasait a Brown bridge
megfeleld megvéltozdsainak transzformaltjaként a (feltételes) kvantilis transzformécié
segitségével. (A feltételes jelz6 arra utal, hogy az elbirt feltételes eloszlasokkal fogunk
dolgozni. Ennek a megjegyzésnek a pontosabb értelme a részletek kidolgozésa utan
vildgosabb lesz.)

Létni fogjuk, hogy olyan (feltételes) eloszlasok jelennek meg, melyeknek aszimp-
totikdjat a feladatsor elején kimondott tétel jol leirja. Ezért a 2. feladat eredménye
a tovabbiakban jél hasznalhaté lesz. Megjegyezziik, hogy a kvantilis transzformaciot
kozvetleniil nem az aldbbi kiilonbségekre fogjuk alkalmazni, hanem a kiilonbségekbol
kivonjuk azok alkalmas feltételek szerinti feltételes varhato értékét. Ilyen mdédon a kvan-
tilis transzforméaciot két olyan valdszintiségi valtozé kozott alkalmazzuk, melyeknek a
varhaté értéke megegyezik, de szordasuk kissé eltérhet. A feltételes eloszlasok megjelenése
az oka annak, hogy a masodik feladatban binomidlis eloszlasu valdszintiségi valtozok
nem feltétleniil természetes normalizaltjait is érdemes volt tekinteni. A konstrukciéban
megjeleno feltételes varhaté értékek egyszertiek, ezért jo felsé korlatot tudunk adni a

k1 k1
Zn< + >—B( + > k=0,1,... .2
2l 2l

valtozok abszolut értékének a szuprémumara is, ha a fenti konstrukciét alkalmazzuk.
Az igy kapott korlat 6nmagaban még nem elegendd a szamunkra, de ez olyan kifejezés,
melyet a valészintiségszamitas klasszikus modszerei segitségével jol tudunk vizsgalni.

A fent véazolt program kidolgozasa lesz az approximacios tétel bizonyitasanak a f6
része. Ahhoz, hogy ezt végrehajthassuk érdemes bevezetni néhany jelolést.

Legyen adva egy Z,(t) standardizélt empirikus folyamat vagy egy B(t) Brown
bridge. Definidlunk e folyamatok ¢, 0 < ¢ < 1, paraméterének “szukcessziv felezésével”
és alkalmas normalizdssal bizonyos valészintiségi vektorokat. A kovetkezd 3.) és 4.)
feladatokban megfogalmazzuk ezeknek a véletlen vektoroknak szamunkra legfontosabb
tulajdonsagait. Ezek sugalljék a Z,(t) folyamat természetes definicidjét.

Legyen

-1
Uk7l:2(l+1)/2 {B(E)_B(k ):|7 k:]_,z,.'-72l, l:0,1,2’.“

k k—1
Viea(n) = 2(+H1/2 [Zn (§> —Zn( )] . k=1,2,...,2", 1=0,1,2,...,




azaz a Zy,(t) és B(t) folyamatoknak a diadikus k27! alakd pontok kozotti megvéltoza-
sainak alkalmas normalizaltja. Vezessiik be az

Fi=B{U;, 1<k<2}, 1=12...
és
G =G(n)=B{Viun), 1<k<2}, 1=12,... (2)

o-algebrakat. Definidljuk tovabba az

U ={Ups, k=1,...,2"}, 1=1,2,...
Vl(n) = {Vm(n), k= 1,...,21}, = 1,2,...

és az

ﬁl—i—l = {01,l+17 SRR [72l+1,l—|—1}7 vH—l(n) = {‘71,l+1(n)7 SR ‘_/2l+1,l—|—l(n)}7
U1 = Ukiv1 — E(Uk411F1)s - Vigri(n) = Vi1 (n) — E(Viip1(n)|Gi(n))  (4)
1 S k S 2l+1

valdszintliségi vektorokat, [ =0,1,2,....

A fenti definici6kban szerepls 2(:¥1/2 normélds helyett mést is valaszthattunk
volna. Ez a normdlds azért természetes, mert mint a kovetkezo feladatok mutatjak,
ezzel a normaldssal Uk,l és Vk,l(n) valoszintliségi valtozok feltételes varhato értéke 0 és
feltételes szorasa majdnem 1, feltéve a szamunkra érdekes feltételeket.

3.) Hasznéljuk az el6z6 jeloléseket. Vegyiik el6szor észre azt, hogy az Gj(n) o-algebra
a kovetkezd B(myq, ..., mq) atomokbdl all.

o(l+1)/2

vn

B(mi,...,mq) = {w: Viei(n)(w) = [my, —n27Y), k= 1,...,2l} :

2[

ahol my, 1 < k < 2!, nem negativ egész szamok, és > my = n. (Az my, szdm meg-
k=1
egyezik a Z,(t) standardizalt empirikus eloszlasfliiggvényt meghatarozé (i, ..., ¢,

minta [(k — 1)27!, k27!] intervallumba es6 pontjainak szdmaval.) Az

{(EVigai(n)|Gi(n), k=1,...,2" = {Viisi(n), k=1,...,2H1

- ~ 1
relacié érvényes, ahol Var_1141(n) = Vagp1(n) = —=Viu(n), k =1,...,2". Ezért
1

V2

Vak—1141(n) = —Vapp1(n) = Vag_1,441(n) — _2Vk:,l(n)



A (4) formuldban definidlt Vi, (n) valszintiségi vektor feltételes eloszlasa a G;(n)
o-algebra szerint a o-algebra B(my, ..., my) atomjan megegyezik egy

X ={Xy, k=1,....2"} = {Xp(mq,...,mx), k=1,...,271}

valoszintiségi vektor eloszlasaval, ahol Xop_1 = —Xoi, k= 1,2,...,2", ésaz Xop_1,
E=1,...,2' valésziniiségi valtozok fiiggetlenek. Tovabbd Xoi_1 eloszldsa meg-

2l+2 1/2 B B
egyezik egy (—) (Xog—1 — EXo—1) valésziniiségi valtozé eloszlasaval, ahol
n

Xop_1 B(my, %) paraméter(i binomialis eloszlast valdszintiségi valtozd, azaz
> . mi _ .
P(XQk—lzj):(j)Q mk? j:O717'--7mk-

4.) Az el6z6 jeloléseket hasznalva
{EUkis1|F), k=1,...,2"} = {Upp1, k=1,...,2!71},

1

V2

= T _ _ ! fok T 7 _
ahol Usp—1,141 = Uski41 = Ui, B =1,...,2". Ezért Ugg—1,141 = Ui, i41 =

Usk—1,041 — %Uk,z-

A (4) formuldban definialt U;,; valésziniiségi vektor fiiggetlen az F; o-algebratol.
Eloszlédsa megegyezik egy Y1, Ya, ..., Yoir1 véletlen vektor eloszlasaval, ahol Yo, 1 =
—Yor, k=1,...,2", és Yor_1, k= 1,...,2, fiiggetlen, standard normalis eloszldsi

valészintiségi valtozok.

Erdemes megjegyezni, hogy a (4) formuldban definidlt Uk 1+1 valdszintiségi valtozok
eloszldsa (és specidlisan szérdsa) nem fiigg a F; o-algebratol. Ez azzal fligg 6ssze, hogy
a 4.) feladatban Gauss eloszlasi valdszintiségi vektorokat tekintettiink, és ilyen eset-
ben bizonyos koordinataknak a feltételes eloszlasa, feltéve a tobbi valdszintiségi valtozo
értékeit normélis eloszlds, amelyiknek kovariancia matrixa nem fiigg a feltételben sze-
repl6 valdszintiségi valtozok értékeitol. A 3. feladatban tekintett valdszintiségi valtozdk
feltételes eloszldsa és szorasa fligg a feltételben szerepld valtozdk értékeitdl, de ez a
fiiggés gyenge. A fenti megjegyzést kozvetleniil nem fogjuk hasznalni a tovabbiakban,
de taldn jobban megvilagitja bizonyos Osszefiiggések hatterét.

Megadjuk a Z(t), 0 < t < 1, standardizalt empirikus eloszldsfliggvény konst-
rukciéjdnak pontos lefrasat. Legyen Z,(0) = Z,(1) = 0, és definidljuk [ szerinti

k
rekurziéval a Z, (i)’ kE = 0,1,...,2" valésziniiségi valtozékat. Ha a konstrukcié
l-edik 1épését mar megtettiik, azaz a 2, 5 ) k=0,1,...,2! valésziniiségi valtozokat
. fAnidltuk. akk lintsiik k k—1 n
mér definidltuk, akkor tekintsiik az my = my(l) = /n | Z, o)~ Zn 5 +§’
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k=1,...,2! véletlen szamokat. Az m; mennyiség azt adja meg, hogy a a Z,(t) stan-
dardizalt empirikus eloszlanyfiiggvényt definidlo (1, ..., ¢, fiiggetlen a [0, 1) intervallum-
ban egyenletes eloszldst valészintiségi valtozdk koziil hany esik a [(k—1)27, k27!] inter-
vallumba. Azt fogjuk felhasznélni, hogy eldirt my = my (1), 1 < k < 2!, szdmok esetén
a [(2k — 2)27171, (2k — 1)2771] intervallumba esé pontok széma binomidlis B(my, 3)
eloszlasu valdszintiségi valtozd my és % paraméterekkel, tovabba, ezek a valdszintliségi
valtozok kiilonbozé k indexekre feltételesen fiiggetlenek, feltéve az my, 1 < k < 2V,
értékeket. A konstrukcidoban ezeket a valdszintiségi valtozdkat, illetve jobb kezelhetség
érdekében ezek linearis alkalmas transzformaltjait definidljuk olyan normalis eloszlasu
val6szintiségi valtozok kvantilis transzforméciéja segitségével, amelyeket az adott B(t)
Brown bridge felhasznélasaval definidlunk természetes médon. Ezeknek a valtozdknak
2k — 1
S
és 1gy végre tudjuk hajtani a rekurzié [ + 1-ik 1épését.

a segitségével ki tudjuk fejezni a 7, .k =1,...,1, valészintiiségi valtozdkat,

Konkrétabban, képletekkel lefrva, a kivetkezd konstrukciot csinaljuk: Jelolje Fi, (x)
egy binomialis B(m, %) eloszlasu valdszintliségi valtozo eloszlasfliiggvényét m és % para-
, , — Vnx mg .,
méterekkel, és legyen F,, () = Fp,, in(x) = i, (W + - )@ fent definialt
my = my(l) szdmmal, azaz F,, ;(z) a Fy,, (z) eloszlds “majdnem standardizaltja”. Az
Fo, 1(z) eloszlasfiiggvény ugyanis egy B(mg, %) eloszlasu valdsziniiségi valtozo olyan
transzformaltjanak az eloszlasfiiggvénye, amelyikben a valtozobdl kivontuk a varhaté

értékét, de a valddi %w/mk szoréas helyett a 22% szammal osztottunk. Legyen

Vor—141(n) = F L (@(Uzk-1041)), k=1,...,2,, (5a)

ahol F~1(z) = sup{u: F(u) < x}. Ez azt jelenti, hogy a Var_1,41(n) valésziniiségi
valtoz6 a standard normalis eloszldsu UQk_lJ_’_l valoszinliségi valtozo kvantilis transz-
forméltja. Az ebben a kvantilis transzformacidban szerepld F,, i(z) eloszlasfiiggvényt
tigy definidltuk, ahogy azt az (1)—(4) formuldban definialt Vor_1,11(n) valésziniiségi
valtozénak a 3. feladatban leirt (feltételes) eloszldsa sugallja. Megjegyezziik, hogy a
Var—1,1+1(n) valészinliségi véltozé definicijdval kozvetett médon azt adtuk meg, hogy
ha a majdan megkonstrudlandé (;, 1 < j < n, fiiggetlen a [0, 1] intervallumban egyen-
letes eloszlasti valészinfiségi valtozdk kozill my veszi fel értékét a [(k — 1)271 k27
intervallumban, akkor hdny ¢; esik a [(k — 1)27!, (2k — 1)27'7!] intervallumba.

Legyen tovabba

_ Vie—1.1(n)
Vor_ n) = Vor_ n) 4+ ———~= 5b
2k—1,1+1(n) 2k—1,141(n) /2 (5b)

(= Var—1.111(n) + E (Var—1141(n)|Gi(n))) ,  k=1,...,2,,

és
2k —1 2k — 2 -
Z, (W) = Zn <W) +2 B ), k=120 (50)
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Ezeknek a valdszintiségi valtozéknak a definicidjaban igyekeztiink azt is elérni, hogy
az (1)—(4) formula ezekre a valészintliségi valtozdkra érvényesek legyenek. Ez az elv
sugallja Vag 141(n) és Vo 141(n) valdszintiségi valtozok definidjat is. Nevezetesen, legyen

Varat1(n) = V2Vii(n) — Vag_1.141(n) (5d)

Vakir1(n) = —Vor_1141(n), (5e)

mert az (1)—(4) formuldk és a 3. feladat eredménye ezt sugalljak. A kovetkezé 5a és 5b
feladatokban befejezziik a konstrukcié leirasat, és belatjuk, hogy ilyen médon valéban
egy standardizalt empirikus eloszlasfiiggvényt konstrualtunk.

5a.) Rogzitsiink egy L > 0 szdmot, és konstrudljuk meg a 7, (k27!), Vi.i(n) és Vi i(n)
valészintiségi valtozokat, 1 < k < 2!, a fent lefrt médon minden [ = 1,2,...,L
szamra. Az {gy definialt Z, (k27 L), 1 < k < 2L, valdszintiségi vektor eloszldsa
megegyezik egy normalizalt empirikus eloszlasfiiggvény koordinatainak az egyiittes
eloszldsaval a t = k27L k = 1,...,2F pontokban. A megkonstrudlt Viei(n) és
Vii(n) véletlen vektorok és Z,(t) folyamat (pontosabban annak megszoritdsa a
k2~L alakd pontokba) teljesitik az (1)—(4) relacidkat, pontosabban teljesitik az
(1b) formulat | < L és a (4) formula V' véltozokra vonatkozo részét az | < L — 1
indexekre. Tovabba teljesiil a G;(n) C F; a relacié is minden | < L szédmra.

5b.) Tekintsiik az elébb konstrualt Z,(k27%), 0 < k < 2L, valészinfiségi valtozokat,
(Zn(0) = 0), éslegyen my, = \/n (Z,(k275) — Z,((k — 1)275))+n27 5,1 < k < 2%
Konstrudljunk minden k = 1,...,20 szdmra egy fiiggetlen, a [(k — 1)27F k27L]
intervallumban egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtozokbol allo ka), ceey T(rlf,z mi
elemi sorozatot, amelyek kiilonb6zo k-ra fiiggetlenek. Tekintsiik ezeknek a véletlen
sorozatoknak az egyesitését, és az igy kapott n elemli véletlen sorozat elemeit
rakjuk nagysag szerinti sorrendbe. Az igy kapott 0 < (§ < (5 < --- < (F egy
fiiggetlen és a [0, 1] intervallumban fliggetlen eloszldsi egyenletes eloszldsi valdszi-
niliségi valtozokbdl elkészitett rendezett minta eloszldsa. Azaz ha az {1,...,n}
halmaz (7(1),...,7(n)) permutéiciéi koziil kivalasztjuk az egyiket véletleniil és
a0 < (<G < - < ¢ osorozattdl fiiggetleniil L valészintiséggel, akkor a

n!
(€15 Gn) = (Crays - -+ G (ny) vektor koordindtdi fiiggetlen a [0, 1] intervallumban
egyenletes eloszlasu valészinlségi valtozok. A (i,...,(, valdsziniiségi valtozdkbol
elkészitett normalizalt empirikus eloszldsfiiggvény a t = k271 0 < k < 2L,
pontokban megegyezik a konstrukciéjukban felhasznalt Z, (k27 %), 1 < k < 2%,

valoszintliségi valtozdkkal.

Be akarjuk latni, hogy a kiindulé B(t) Brown bridge és az 5a—>5b feladatban kon-
strualt fiiggetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszldsu (q,...,(, valdszintiségi
valtozokbol készitett Z,(t), 0 < t < 1, standardizalt empirikus eloszlasfiiggvény tel-
jesiti az approximaciés tétel allitasat, ha a konstrukcidoban elvégett felezések szamat,
az L = L(n) szamot elég nagynak valasztjuk. Példdul L(n) = n alkalmas véalasztas.
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Feltessziik tovabbda, hogy n > ng valamely elég nagy fix ng szamra. A tétel bi-
zonyitasdnak érdekében becsiilni fogjuk minden x > Cylogn, alkalmas Cy > 0, [ = ()
és minden 1 < k < 2! szdmra a

P ( sup v/n|Z, (k274 — B(k27Y)| > f) (6a)

1<k<2l 2

Zn(t) — Zn (k;)’ > %) (6b)

P <\/ﬁ sup

(k—1)2-1<t<k2-!

és

k—1
Plyvn  sup ’B(t) ~B ( : )‘ > 2 (6¢)
(k—1)2-1<t<k2~ 2 4

valésziniiségeket. A legnehezebb és legfontosabb az (6a) kifejezés jo becslése. Megje-
gyezziik, hogy csak ez fligg a konstrukciétol. Az (6a) kifejezés becslésének érdekében
bizonyitsunk be el0szor egy allitast, amely a 2. feladat eredményének és a konstrukcio
szerkezetének a kovetkezménye.

6.) Legyenek az Uy, Vii(n) Uk, és Vii(n) az (1)—(4) formuldk 4ltal definidlt valé-
szintiségi valtozdk. Tegyiik fel, hogy [ < L, ahol L a Z,,(t) normalizalt empirikus
folyamat konstrukciéjaban szereplo paraméter, “a felezések szama”. Mutassuk meg,
hogy léteznek olyan K > 0 és A > 0 konstansok, hogy tetszéleges 1 < k < 2l-re
teljesiilnek az

9—(+2)/2 | = 9—(1+2)/2

\Usk—1.041 — Var—1141(n) \Uak1+1 — Vagig1(n)]

K
(Uzzk—1,z+1 + ng,l(n) +1)

< n (7a)
K - 2
= %(U%:,H—l + Vi (n) + 1),
és
max (27””)/2 Uak— 1041 — Vag—1a01(n)|, 27D/ Uy g — VQk,l+1(n)|>
K _ 9—(l+1)/2
< W(ngfl,l+1 +Vii(n) +1) + 5 Uk = Viea(n)] (7b)
K _ 9—(+1)/2
= W(ng,l—i-l + sz,z(”) +1) + 5 Uk — Vi (n)|

egyenlétlenségek, ha |Usy_1 41| < A/n27Y2 és Viea(n)] < A/n2742,

A 6. feladat eredménye j6 becslést ad a konstrukciéban hasznalt kvantilis transzfor-
macio josagara. Jegyezziik meg, hogy a becslés jobb oldalan szereplo (U22k 141 —l—Vﬁ [(n)+
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1) kifejezés eloszlasa jol becsiilhetd, és a végtelenben exponencidlisan lecsengé korlatot
lehet adni annak a valdszintiségére, hogy ez a kifejezés nagyobb mint valamilyen x > 0
szam. A 6. feladatban megfogalmazott egyenlétlenségek hasznosabbak szamunkra, mint
egy éles becslés a benne baloldalon szerepld kifejezések eloszlasfliiggvényeire. A minket
érdekls Z,, (k27" — B(k27) alaki kiilonbségekre ugyanis olyan kifejezések linedris kom-
binaciéjanak a segitségével tudunk joé felsé korlatot adni, mint amilyenek a 6. feladat
becsléseinek jobb oldalan szerepelnek. Egy ilyen linearis kombinaciéra, és ezaltal az
approximacios tételben vizsgalt kifejezésre is jobb becslést kapunk, ha az egyes tagok
eloszlasara ismert korlatokon kiviil kihasznéljuk a linearis kombinacioban szereplo tagok
statisztikai tulajdonsagaibdl adédé kiejtéseket is.

A tovéabbi vizsgalatok érdekében bevezetjik egy diadikus tort rangjanak a defini-
ciéjat. Azt mondjuk, hogy a t = k27%, 0 <t < 1, szdm diadikus rangja [, ha k péaratlan
szam. Tekintsiink egy t = k27! szdmot, amelynek a diadikus rangja [. Ekkor létezik I s
0 < j < intervallumoknak olyan sorozata, amelyre Iy = [0,1], Io D Iy D --- D I} 5 t,
és I; = [uj,v;] = [u;(t),v;(t)] = [k; ()27, (kj(t) + 1)277], ahol k;(t) egész szdm, azaz
I; 277 hosszisagu intervallum, és ezek végpontjai olyan diadikus racionélis szdmok,
amelyek diadikus rangja nem nagyobb, mint j. Valéban, legyen Iy = [0,1], I; a [0, 1] és
[%, 1] intervallumok koziil az, amelyik tartalmazza a t pontot, és ha I; = [u;,u; + 277]
mér definidlva van j < l-re, akkor legyen I, 1 az [u;,u;+27771] és [u;+279 71 u;+277]
intervallumok koziil az, amelyik tartalmazza a t pontot. Ez a definiciéo 7 + 1 < [-re
egyértelmi, j+ 1 = [-re mind a két intervallumot tekinthetnénk. Kényelmi szempontok
miatt az I; intervallumot az I; = [t,t + 27!] képlettel definidljuk. El6szér azt mutatjuk
meg, hogy a Z,(t) és B(t) valészintiségi valtozok kifejezhetéek a fent konstrudlt I;
intervallumokhoz tartozé Vi ;(n) illetve Uy ; valdszintiségi véaltozok alkalmas linedris
kombinécidjaval.

7.) Legyent = k27! olyan diadikus raciondlis szam, amelynek diadikus rangja [. Legye-
nek I; = I;(t) = [uj,v;], 0 < j <[, a fent definidlt intervallumok, és definidljuk az
e(j) =¢€(4,t), 1 < j <, mennyiségeket az (j) = 0, ha uj_1 = uj, és (j) =1, ha
u; > uj—1, 1 < j <, formuldval. Vezessiik be a k; = u;27, 0 < j < [, jelélést.
Legyenek tovabbd Uy ;, Vii(n) és Ugy, Vii(n) az (1)—(4) formuldkban definidlt
valoszinliségi valtozdk. Ekkor

I
MN

Zn(t) = Zn (k271) e(j)2~Uth/2 (\/§ij71+1,j—1(n) - ij+1,j(n)>

1

<.
I

(8a)

MN

B(t)= B (k27") = e(g)2 /2 <\/§U’€j71+17j—1 — Ukj+1,j) :

1

<.
I

Tovabba,

2=\ 1 i(n) — U115

= (8b)
< ﬁ (ZQ (Ulgjfs+l,j—s + Vk'2j—371+17j_3_1(n) T 1)) ’
s=0
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és
Vil Za(t) = B(t)| = Vn | Z,(k27") — B(k(27")|
l —
<4K (Ulgj—l-l,j + Vki,1+1,j—1(n) + 1)
-1

J

B = B(t) = B(k27))

- (j ({or Wty nsll < 7 f o 1 s smm) < 57 )

halmazon, ahol K > 0 és A > 0 megegyezik a 6. feladatban szerepl6 K és A
konstansokkal.

A (6a) formuldban szereplé kifejezésre a kovetkez6 becslést fogjuk bizonyitani.

p ( sup vn|Z, (k27') — B (k27")| > f) <e P?
1<k<2n 2

(9)

alkalmas D > 0 szammal, ha Cylogn < x < Cnés 27t > C’xn_l,

ahol Cy > 0 és C' > 0 elég nagy pozitiv szamok, n > ng, és ny = ng(Co, C) alkalmas
kiiszobindex.

A (9) becslésben szereplé x > Cjlogn megszoritds nem okoz problémat az App-
roximacios Tétel bizonyitasaban, mert az ott bizonyitandd egyenlGtlenség csak x >
const. logn esetében tartalmaz bizonyitandé allitdst. Az z < C~'n feltétel sem je-
lent komoly megszoritdst, mert z > C~'n esetében, mint azt latni fogjuk, az App-
roximdcids Tételben szerepld egyenlStlenség konnyen bizonyithaté. Az | = [(x) szdmra
eléirt 27 < Can~! egyenlétlenség azt biztositja, hogy a (9) formuldban szerepld becslés
elég egy elég stirti t, = k27!, 1 < k < 2!, halmazon érvényes. Ezt az [ = I(z) szdmot
igyekeztiink minél jobban megvélasztani. A (9) formuldban megadott becslés és a (6b)
és (6¢) formuldban definidlt események j6 becslése szolgéltatjak az Approximacids Tétel
bizonyitasat.

A (9) formulat a (8c) képlet és a kovetkezo 8.-12. feladatok eredményei segitségével
fogjuk belatni. Ezeknek a feladatokonak a feltételei kozott megjelennek az x és [
szdmokra a (9) formuldban el6irt feltételek.

8.) A (8c) egyenl8tlenségben szerepld Usy, 41, 1 < j <1, ésa U, 1 <j <1,
illetve a Vi, 41-1(n), 1 <j <1, ésVi;1(n), 1 < Jj <[, valészinfiségi valtozdk
sorozatdnak az eloszlasa megegyezik. Tovabba az Uy j;, 1 < j < [, valdszinliségi
valtozok fliggetlenek és standard normélis eloszlasuak.

Legyen Cologn < o < C~'n és 27! > ct valamilyen elég nagy Cy > 0 és C' >

n
0 szammal. Ekkor a 7. feladatban szereplo B halmaz valdszintisége teljesiti az
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1 — P(B) < e D1 egyenlbtlenséget alkalmas D1 = D1(C) > 0 szdmmal. Ha az
elobb tekintett C' > 0 szam elég nagy, és n > ng, ahol ng alkalmas kiiszobindex,
akkor

l
P 18KZ _f’j >z | <e P
j=1

alkalmas Dy > 0 szdmmal. (Itt K ugyanaz a konstans, mint amelyik 6. és 7.
feladatban szerepel.)

Megjegyezziik, hogy a utolso becslés a benne szerepl6 konstansoktél eltekintve éles.
Ugyanis akar az 6sszeg egyetlen tagja is, 1évén standard normalis eloszlasi valdszintiségi
valtozé négyzete, tobb mint e~ % valdszintiséggel vesz fel x-nél nagyobb értéket. Ez
azt jelenti, hogy a kitevOben szereplé konstansttdl eltekintve ugyanolyan jo becslést
tudunk adni annak valdszintiségére, hogy a vizsgalt [ tagu 0sszeg nagyobb, mint x, mint
annak a valészinliségére, hogy az Osszeg egyetlen tagja nagyobb ennél a korlatnal. Ez
olyan tagszamu Osszegekre igaz, amelyek varhato értéke kisebb, mint ax valamilyen
0 < a <1 szammal.

A (9) formula bizonyitdsanak érdekében meg fogjuk mutatni, hogy

l l
P 18KZ ij_1+1,j_1(n)2 >z | =P ISKZ V17j_1(n)2 >

J=1 J=1

l 2
, 1
=P 18K227Zn <2j_1) >z | <e Do

j=1

alkalmas D3 > 0 szdmmal, ha Cylogn < z < C~'n és 27! > Can~"! alkalmas Cy > 0
és C' > 0 konstansokkal. (A (10) formuldban szerepl6 elsé két azonossdg egyrészt a
8. feladat eredményébdl masrészt a Vi ; véltozok definicidjabdl kovetkezik.) ElGszor
tekintsiik a kovetkez6 feladatot.

9.) Bizonyitsuk be a 7.) és 8.) feladat eredménye valamint a (10) becslés segitségével
a (9) formulat.

Megjegyezziik, hogy a (10) képlet hasonlé a 8. feladat utolsé becsléséhez. Tovabbd,
a Zp(t) standardizalt empirikus folyamat hasonléan viselkedik, mint a B(t) Brown
bridge, és nem nehéz a (10) formula olyan analogonjit bebizonyitani, amelyikben a
Vi;_1+1,j—1(n) valészintiségi valtozdkat az Uy, , 41,1 valtozékkal helyettesitjiik. Ezért
természetes azt varni, hogy a (10) becslés érvényes. A becslés bizonyitdsdban az a tech-
nikai nehézség meriil fel, hogy a Z,(t) normalizalt empirikus folyamat nem fiiggetlen
novekményti, és a valdszinliségszamitas klasszikus modszerei elsésorban fliggetlen fo-
lyamatok becslésére alkalmasak. Ezt a nehézséget egy szintén klasszikus maddszerrel, a
Poisson approximéaciéval gyozhetjiik le.
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Elészor megmutatjuk, hogyan lehet egyszertisiteni a (10) formula bizonyitdsét Pois-
son approximacié segitségével. Legyen (,, n = 1,2,..., fiiggetlen, a [0, 1] interval-
lumban egyenletes eloszlast valdszintliségi valtozok sorozata, és k, n paraméteri Pois-
son eloszlasu valdsziniiségi valtozo, amely fluggetlen a (,, n = 1,2,..., sorozattol.
Definialjuk a

Zn(t

<ZI {Cn < t}) — nt> (11a)
<ZI {Cn < t}) — nt> (11b)

3\

Xn(t

3\

Ya(t) = % i]({gk <t), 0<t<l, (11c)
k=n

sztochasztikus folyamatokat, ahol I(A) az A halmaz indikatorfiiggvényét jeldli, és x,, <
n

K
n esetén az Y, (t) Osszegben szerepld sszeg ugy értendd, hogy > = — > . Ekkor
k=n k=kn

Zn(t),0 <t <1, egy standardizalt empirikus eloszlasfiggvény, és Z,(t) = X, (t)— Y, (¢).
Ezért nem nehéz belatni, hogy

l 2 l 2
. 1 . 1
P 18Ky 277, (Qj_1> >a| <P|72K) 27X, (2j_1> >

J=1 J=1

l 2
: 1
i=1

(12)

A (12) egyenlétlenség bizonyitdsa része lesz a 10. és 11. feladatoknak. A (12) egyen-
16tlenség jobb oldalanak mésodik tagjat azért lesz egyszerii becsiilni, mert az Y, (¢)
folyamatot definidlé 6sszeg viszonylag kevés |k, — n| taghdl all, ezért durva becsléseket
is alkalmazhatunk. Ezt a kifejezést az alabb megfogalmazandé 10. és 11. feladatok
eredményeinek a segitségével fogjuk megbecsiilni. Az els6 tag becslését az konnyiti meg,
hogy az X, (t) folyamat standardizalt Poisson folyamat n paraméterrel, azaz tetszéleges
0 <ty <ty <---<tp<1szdmokra az X, (t;) — Xpn(t;—1), 1 < j < k, valdsziniiségi
valtozdk fiiggetlenek, és a /n (X, (t;) — X, (tj—1)) + n(t; — tj_1) valdsziniiségi valtozé
Poisson eloszlasi n(t; — t;—1) paraméterrel. Az, hogy a fenti médon konstrudlt X, (t)
folyamat n paraméterii Poisson folyamat a valdszinliségszamitas egyik jél ismert ered-
ménye. Egyébként ennek az allitasnak a bizonyitasa megtaldlhaté a Poisson folyamatok
feladatsor 2. feladatdnak megoldasaban is.

10.) Bizonyitsuk be a (12) formuldt. Tovdbba mutassuk meg, hogy ha k,, n paraméterti
Poisson eloszlast valdszintiségi valtozd, y < Biy/n valamilyen B; > 0 szammal,
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akkor létezik olyan By = Bs(Bp) > 0 szam, amelyre P(|k, —n| > y) < e=Bav*/n,
Rogzitsiink valamilyen x > 0 valds és [ pozitiv egész szamokat. Legyen (i, k =
1,2,..., figgetlen, a [0, 1] intervallumban egyeneletes eloszlasi valészin{iségi vélto-
z0k egy sorozata, és definidjuk az

d I <t}), m=0,1,2,...

k=1
z
_ _ /2 _
§k—§k,l—zlzﬂ I( 23_1>, k=1,2,...,
j:

valoszinliségi valtozdkat. Ekkor tetszoleges B > 0 szamra

§\H

és

! 2
' 1
P | 2K E 27Y,, (23’—1> >z | <P (|kn —n| > Bynz)
i=1

271

l
+P \/72K22j/217n’3\/%( ) >z (13)
j=1

B\/n:r

ka

72K

= P (|kn — n| > By/nz) + P

A& =8, k=1,2,..., valészinliségi valtozok fiiggetlenek és egyforma eloszlasu-
ak.

A végtelenben exponencialisan cstkkend becslést akarunk kapni a (12) formula jobb-
oldalanak maéasodik tagjara. Ehhez elég a 10. feladat becslésének jobboldalan szereplo
valoszintliségre jo felsé korlatot adni. Itt azt kell becsiilni, hogy fliggetlen valdszintiségi
valtozok Osszege nagyobb mint egy adott korlat. A valdszintiségszamitasnak egyszert,
standard modszerei vannak ilyen problémak vizsgélatara, és ezek jelen esetben is alkal-
mazhatdak.

Ha azt akarjuk belatni, hogy annak valdészintisége, hogy egy S valdszintiségi véaltozo
valamilyen A értéknél nagyobb szdmot vesz fel kisebb, mint e~ ¢°"* % gyakran hasznos a
kovetkezd érvelés. P(S > A) = P (%5 > z) < e *Eexp{%5}. Ha meg tudjuk mutatni,
hogy Eexp{ %S} < e** valamilyen o < 1 szdmmal, akkor kivant alali becslést kapunk.
A kovetkezo feladatban azt akarjuk belatni, hogy ez a mdédszer a minket érdekld kifejezés
becslésében is j6 eredményt ad.

11.) Hasznaljuk az eléz6 feladatban bevezett fogalmakat és jeloléseket. Tegyiik fel, hogy
az ott tekintett z > 0 valds és [ szamok teljesitik a Cologn < z < C~'n és a
270 > Can~! egyenlStlenségeket valamilyen C' > 0 és C; > 0 szdmokkal. Léssuk
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be, hogy ebben az esetben létezik olyan K = K(C) > 0 konstans, hogy minden

elég nagy n-re ~
NS Kz

Eexp{ﬁﬁk} <1+

Lassuk be ennek az egyenlotlenségnek és a 10. feladat eredményének felhasznala-

saval (a B > 0 konstanst elég kicsinek valasztva), hogy a fenti feltételeket kielégit&
x és L szamokra teljesiil a

l 2
: 1
P 72K> 2Y, (2j_1) > | <e P (14)
Jj=1

egyenlotlenség alkalmas D4 > 0 konstanssal minden elég nagy n-re.

Jo6 becslést akarunk adni a (12) formula jobboldalan szerepld elsé Gsszeg eloszlaséara
is. Bér az X,,(t) standardizélt Poisson folyamat fliggetlen névekményfi, a kifejezésben
szereplé X, (2_j _1)2 valdszintiségi valtozék nem fiiggetlenek, mert e tagok az X, (t)
folyamat [0,27771] nem diszjunkt intervallumokba esé megvaltozdsainak a fiiggvényei.
Ezen a kényelmetlenségen azonban konnyen segithetiink, ha az X, (2*]' *1)2 valészini-
ségi valtozét felirjuk, mint az X,,(¢) folyamatnak alkalmas intervallumokon vett meg-
valtozasainak az Osszegét, alkalmazzuk a Cauchy—-Schwarz egyenl6tlenséget, és az igy
kapott egyenl6tlenségeket 0sszegezziik. Felirhatjuk, hogy

2 l
. 1 . . . 1 1
- ) = E: —(k=3)/4  9(k—j)/4 _ —
22X, <2j1) _23( 2 3)/4 . glk=j {Xn (2k1> X, <2k>}
k=3

2
Lo/ gU-D/ay (l)) (15)

9l

l 2
> > 1 1 > ].
k—3)/2 1—3)/2 y2
< 27B E o(k=3j)/ |:Xn (Qk 1) - X, <_k>] _|_2( Nr2x (_l)

k=j

l
minden j = 1,...,l-te B = B; = > 27(*79)/24.2-(=3)/2 < 5 konstanssal. A kovetkezd
=
feladat egyik allitasa az, hogy ezekezc az egyenlotlenségeket 0sszegezve a minket érdeklo
valészintiiséget feliilrél tudjuk becsiilni egy olyan tipusi esemény valdszintiségével, hogy
fiiggetlen standardizalt Poisson eloszlasu valészintiségi valtozok négyzeteinek alkalmas
linearis kombinaciéja nagyobb, mint valamilyen z szam. Ez a feladat nagyon hasonlé a
8. feladat utols6 becsléséhez, és hasonléan bizonyithaté. Egy technikai probléma mertil
fel a most vizsgaland6 becslés bizonyitdsaban. Az a nehézség jelenik meg, hogy (stan-
dardizélt) Poisson eloszldsu valészintiségi valtozdk négyzetének, — szemben normélis
eloszlasu valoszinliségi valtozok négyzetével — nincs exponencialis momentumuk. Ezt a
nehézséget a vizsgalando Osszeg tagjainak természetes csonkitasaval gyézhetjiik le. A tul
nagy értékeket felvevé Osszeadanddknak ugyanis elhanyagolhaté a hozadéka a vizsgalt
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Osszegben, a csonkitott valészintiségi valtozéknak pedig van jol becsiilheté exponencialis
momentumuk. Megjegyezziik, hogy ez a mddszer azért miikodik jol, mert egy nagy
paraméterii Poisson eloszldst valdszinliségi valtozd, — lévén fiiggetlen valdszintiségi
valtozok 6sszege, — kozel normalis eloszlasi. Abban a tartoményban, ahol a csonkitott
valészintiiségi valtozok eloszlasat tekintjiik a normalis kozelités elég jo. Ez teszi lehetévé,
hogy a 8. feladat becsléséhez hasonldan, jé becslést kapunk ebben az esetben is.

12.) Mutassuk meg, hogy

l 2
- 1
j=1

(16)
Lok , 2 )
< P | 1500K — —F — - F >
< ]; o (7 Me)” + n(771+1 M+1) T,
ahol ng, £ = 1,...,1 4+ 1, fiiggetlen valészinliségi valtozdk sorozata, tovabba ny

Poisson eloszlasd A\, = Ap,, = n2~% paraméterrel, ha 1 < k < [, és 1,4, Poisson
eloszlasti \j41 = Ai41,n = A; paraméterrel.
Definidljuk az ng, 1 < k <[+ 1 valdszintiségi valtozok 7, = 7 (n) csonkitottjait a
kovetkez6 médon:

o = {Uk — Ene ha |ny — Enj| <n27F

— 1+,
0 ha |n — Eng| > n27"

2
Ervényesek a kovetkez6 egyenlStlenségek: P(|ny — Eng| > u) < 2exp {_8 uzi p },
n
n

ha u < n27% specidlisan P(jny — Eng| > n27%) < Qexp{—m}. Tovabba
k—4

Eexp ni} < B alkalmas (n-tél és k-tdl fliggetlen) B > 0 konstanssal minden

n
1<k<Il+ 1-re.
Tekintsiink egy = > 0 valds és | egész szamot, amelyek teljesitik a Cylogn < x <
C~'nés a2l > Cxn~! egyenlétlenségeket alkalmas C > 0 és Cy > 0 szamokkal,
és legyen n > ng, ahol ng = ng(C,Cp) alkalmas kiiszobindex. Lassuk be, hogy
ebben az esetben

l 2

j 1 —Dsx

P|72K> 92X, (23—_1> >z | <eDs (17)
j=1

alkalmas D5 > 0 szammal. Mutassuk meg, hogy az eddig bizonyitott egyenl6tlen-

ségekbdl kovetkeznek a (10) és (9) formulak.

Az approximéaciés tétel bizonyitdsdnak befejezése érdekében jo felsé korlatot aka-
runk adni olyan kifejezések valdsziniiségére, mint amilyenek az (6b) és (6¢) kifejezések-
ben szerepelnek. Az alabbi Allitds-ban megfogalmazzuk azokat az egyenl6tlenségeket,
melyekre sziikségiink van a tovabbiakban.
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Allitas: Legyen B(t), 0 <t <1, egy Brown bridge, Z,(t), 0 < t < 1, pedig egy n
elemd mintabol (n figgetlen, a [0,1] intervallumban egyenletes eloszldsi valdsziniségi
valtozobol) készitett standardizdlt empirikus eloszldsfiigguény. Rogzitsink eqy 0 <y <n
valds szamot. Ekkor tetszdleges L > 0 wvalds szamra megadhaté egy olyan o = a(L) > 0
valds szdm és ng = ng(L) kiiszobindez, amelyre a B(t) illetve Z,(t) folyamatok teljesitik
a kovetkezd egyenlotlenségeket:

P| sup Vn|B(t)|>y| <2, (18a)
o<t<L¥

P sup Vn|Z,(t)] >y | <27, (18b)
0§t<L%

ha n > ng. FEzekben az egyenldtlenségekben az o > 0 konstans és az ng kiszobindex
megadhatoak az L szdm fligguényében, azaz az ng kiszébindex nem fiigg az y szamtol,
az o > 0 kitevd pedig nem fiigg sem az y szamtol sem az ng kiszobindextdl.

Nem torekedtiink meghatdrozni az optimalis konstansokat a (18a) és (18b) for-
muldkban, mert erre nincs sziikségiink. Ennek meghatdrozasa a (18a) formuldban
lényegesen konnyebb, mert a Brown bridge Gauss folyamat, és az ilyen folyamatok
vizsgalata lényegesen egyszeriibb. A (18b) becslés szemléletes tartalma az, hogy mivel
a Zp(t) nagy n-re hasonléan viselkedik egy Brown bridge-hez, ezért hasonlé becslések
érvényesek ra. Az allitdas bizonyitasaban hasznos az aldbb kimondott lemma, amely
lehet6vé teszi azt, hogy fiiggetlen novekményti folyamatok maximuménak eloszlaséra jo
becslést adjunk. Ennek a lemménak a bizonyitasat meg fogjuk adni egy Kiegészités-ben.

Lemma. Legyenek &1, ..., &, figgetlen valdsziniségi valtozok, amelyekre E&, > 0,
Eess = eBr) walamilyen régzitett s > 0 és By(s), k = 1,...,n szdmokkal. Legyen

k
Sp=>.¢&,k=1,...,n. Ekkor
§=0

P( sup Sk >:17) Sexp{—sx-l—zn:Bk(s)}

1<k<n 1

minden x > 0 szamra.

Legyen X(t), a < t < b, fiiggetlen novekményi sztochasztikus folyamat valami-
lyen [a,b] intervallumban, azaz tegyik fel, hogy az X(t1) — X (a), X(t2) — X(t1), ...,
X(b) — X(tr) valdsziniiségi valtozdk fiiggetlenek tetszéleges a < t1 <ty < -+ <ty <
b szdmokra. Tegyiik fel azt is, hogy az X(t) folyamat trajektoridi folytonosak, vagy
daltaldnosabban ugynevezett cadlag (continue a droite, limite a gauche), azaz jobbrol
folytonos fiigguények, amelyeknek minden a < t < b pontban van baloldali limesze.
Legyen tovdbbd az m(t) = EX(t), a <t <b, figguény monoton novekvd. Ekkor a

P ( sup X(t) — X (a) > x) < e Pes(X(0)=X(a))

a<t<b
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egyenldtlenség teljesiil tetszéleges s > 0 szamra. (Ez 1gy értendd, hogy az egyenldtlenség
jobboldala végtelen, ha az Ee*X®)=X(@) wirhats érték nem létezik.)

Megjegyzés: Az E&, > 0 feltétel és az m(t) fiiggvény monotonitdsanak megkovetelése
azért kell, mert ez biztositja azt, hogy az Sk, k =1,2,...,n, illetve az X (t), a <t <,
folyamatnak pozitiv a trendje.

A valdszinliségszamitdsnak szamos olyan eredménye van, amely azt mondja ki,
hogy fiiggetlen nem negativ varhaté értéki valdsziniiségi valtozok részletosszegeinek a
maximuma nem sokkal nagyobb, mint az Osszes valdszinliségi valtozo Osszege. A fent
megfogalmazott Lemma is ilyen tipust eredmény. Ez ugyanis azt mondja ki, hogy egy az
Osszes valdszintliségi valtozd Osszegének eloszlasara adott természetes felso korlat egyben
felso korlat az Osszes részletosszeg maximumara is.

Az el6bbi lemmat nem alkalmazhatjuk kozvetlentil az Allitds bizonyitasara, mert
sem a Brown bridge sem a standardizalt empirikus folyamat nem fiiggetlen névekményt
folyamat. Viszont megkaphatjuk a (18a) becslés bizonyitdsat alkalmazva azt az észre-
vételt, hogy ha W (t), 0 <t < 1, Wiener folyamat, azaz olyan Gauss folyamat, amelyre
EW(t) =0, EW(s)W(t) = min(s, t) minden 0 < s,t < 1 szamra, akkor W (t) fiiggetlen
novekményii (és feltehetjiik, hogy folytonos trajektériaju) és a B(t) = W(t) — tW (t)
sztochasztikus folyamat Brown bridge. A (18b) becslés bizonyitaséat pedig megkaphatjuk
a (11a)—(11c) képletekben definidlt Poisson approximécié segitségével.

13.) Bizonyitsuk be a (18a) egyenlGtlenségnek azt a moddositasdat, amelyben a B(t)
Brown bridge-t egy W (t) Wiener folyamattal helyettesitjiikk. Bizonyitsuk be to-
védbba a (18b) egyenlétlenségnek azt a moédositdasat, amelyben a Z,(t) folyamatot
egy n paraméterti X,,(¢) standardizalt Poisson folyamattal helyettesitjiik. (A (11b)
képletben definidltunk egy n paraméterti X, (¢) standardizélt Poisson folyamatot.)

14.) Bizonyitsuk be az el6z6 feladat eredménye és egy Brown bridge B(t) = W(t) —
tW (1) alaki eléallitdsa segitségével, ahol W (t) Wiener folyamat, az Allitds-ban
szerepld (18a) egyenlétlenséget.

Tekintiik a (11c) képletben definidlt Y, (t), 0 < ¢ < 1, folyamatot. Lassuk be, hogy
ez a folyamat tetszoleges L > O-ra és minden n > ng indexre teljesiti a

P(vn sup |Yu(t)[>y]| <2e”
o<t<L¥

egyenl6tlenséget alkalmas ng kiiszobindex és o = (L) > 0 szadm valasztdsaval.
Lassuk be a fenti egyenlotlenség és az eloz6 feladat eredménye segitségével az
Allitds-ban szerepl6 (18b) egyenlGtlenséget.

A fenti eredmények segitségével mar nem nehéz belatni az Approximacios Tételt.
Adva egy olyan z, Cylogn < x < 2C~'n szam alkalmas C' > 1 konstanssal vélasszunk

egy | = [(z) konstanst ugy, hogy C z <27t <2C 2 Ekkor a fenti eredmények lehetdvé
n n
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teszik mind azt, hogy a P( sup /n|Z, (k27! — B(k27Y)| > g valészintiségre jo
1<k<2!

fels6 korlatot adjunk, mind azt, hogy a /nB(t) és /nZ,(t) folyamatok fluktudcidjat

megbecsiiljiik a (k — 1)27! <t < k27!, 1 < k < 2!, intervallumokban, ha a C' >

0 konstanst (n-tél fiiggetleniil) elég nagyra védlasztjuk. Az z > C~ln esetében az

Approximéciés Tétel Allitasa egyszerlibb, és az a konstrukciétdl fliiggetleniil a durva

V| Zn(t) — B(t)] < /n(|Zn(t)| + |B(t)|) becslés segitségével is bebizonyithatd.

15.) Bizonyitsuk be a fenti eredmények segitségével az Approximécios Tételt.
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Néhany megjegyzés a targyalt problémaval kapcsolatban

A feladatsorban targyalt eredményt Komlés Janos, Major Péter és Tusnady Géabor An
approximation of partial sums of independent RV’s and the sample DF. I. dolgozata
tartalmazza, amely a Zeitschrift fiir Wahrscheinlichkeitstheorie und verwandte Gebi-
ete 32 (1975), folydiratban jelent meg a 111-131. oldalakon. Az emlitett cikk ennek
az eredménynek a bizonyitasat csak vazlatosan tartalmazza. Ez a cikk tartalmaz egy
analog eredményt fiiggetlen valdszinliségi valtozok approximacidjarol Wiener folyamat
segitségével. Mivel a két approximaciéo ugyanazon a konstrukcién alapul, az emlitett
cikk csak a fliggetlen valdszintiiségi valtozok részletosszegeinek approximaciojat targyalja
részletesen.

A lényeges kiilonbség az emlitett cikk és az itt leirt targyalasmod kozott az, hogy
ebben a feladatsorban kidolgoztuk azon becslések részleteit, amelyeket természetes el-
varni fiiggetlen valdszintiségi valtozok részletosszegeinek viselkedése miatt, de a preciz
bizonyitas kissé kényelmetlen. Ugyanis a becslésekben szerepl6 valdszintiségi valtozdk
csak “majdnem”, de nem teljesen fliggetlenek. Tovabba, gy gondoltam, hogy oOn-
magdban is érdekes és tanulsdgos lehet azon standard és tobbé-kevésbé klasszikus
valésziniiségi mddszerek, technikdk ismertetése és részletesebb targyaldsa, amelyek le-
hetové teszik a bizonyitas soran felmeriilé technikai problémak megoldéasat. FEnnek
érdekében azt a kényelmetlenséget is véllaltam, hogy a feladatsor hosszabb lett.

E feladatsor folytatasaban targyalni fogom a fiiggetlen valdszintiségi valtozok rész-
letosszegeinek approximacidjaval kapcsolatos problémakort. Ebben a folytatasban vi-
szont nem fogom minden &llitas részletes bizonyitasat kidolgozni. Ehelyett inkabb arra
fogok torekedni, hogy értheté mdédon elmagyarazzam, melyek az alapveté megoldando
probléméak ebben a problémakorben. Tovabba megprébalok néhany példaval ravilagi-
tani arra, hogy mely részletekre kell kiillonosképpen odafigyelni.

Az Approximacids Tétel bizonyitasat késobbi dolgozatok is tartalmazzik. Az ér-
dekl6dok Tusnaddy Gabor, Jean Bretagnolle, és Pierre Massart dolgozatait tanulmanyoz-
hatjak. Ezek a dolgozatok tobbek kozott azt is vizsgaljak, hogy az Approximéaciés Tétel
milyen viszonylag kis konstansokkal érvényes. Mi ezzel a kérdéssel itt nem foglalkoztunk.

Erdemes megjegyezni, hogy bizonyos dolgozatok Haar-fiiggvények szerinti sorfejtés-
re alapitjak az Aproximacios Tételt kielégito konstrukciot, illetve annak bizonyitasat,
hogy ez a konstrukcio teljesiti az Approximacids Tételt. Bar az itteni targyaldsban a
Haar fliggvények nem jelentek meg, a két targyalasmdd lényegegesen nem kiilonbozik,
csak mas nyelven magyarazza el ugyanazt a konstrukciét. Leirom roviden a Haar
fliggvények szerinti sorfejtésen alapulé maddszer gondolatmenetét.

Legyen ¢1(t), @2(t), ..., tetszOleges teljes ortonormalt rendszer az Ls([0, 1], A)
térben, ahol A\ jeloli a Lebesgue mértéket, és legyen n7,79,..., fliggetlen, standard
normalis eloszlasi valdszintiségi valtozok sorozata. Ekkor a valészintiségszamitas egyik
nem nehezen bizonyithaté eredménye alapjan a



folyamat Wiener folyamat. Valéban a felirt folyamat Gauss folyamat, (a felirt 6sszegek
egy val6szintliséggel konvergdlnak minden 0 < ¢ < 1 szamra), EW (t) = 0, és a folyamat
kovarianciafiiggvénye

0 s t
EW (s)W(t) = Z/ w1 (u) du/ ¢i1(u) du = min(s,t) minden 0 < s,¢ < 1 szdmra.
0

Az utolsé azonossag ebben a képletben a Parseval formula kévetkezménye, amely sze-

rint min(s,t) = fol Iio s 1jo,4(u) du = Zalbl, ahol I, y(-) az [a,b] intervallum in-

dikatorfiiggvénye, és a; = fo (0,5] )du by = fol I, (w)pi(u) du. Egy teljes bi-
zonyitasban azt is be kellene latnl hogy az igy definialt folyamat folytonos trajektoriaju
egy valosziniiséggel, de a tovabbiakban egy Wiener folyamat fent leirt reprezentaciojat
csak egy specidlis esetben fogjuk alkalmazni, és arra az allitasra, hogy a definialt folya-
mat folytonos trajektéridji nem lesz sziikségiink. (Egyébként a trajektoridk folytonos-
saganak bizonyitdsa az aldbb targyalt specidlis esetben nem nehéz.)

Definidljuk a kévetkezd xxi(u), 0 < 1 < oo, 1 < k < 2!, fiiggvényeket a [0, 1]
intervallumon. xo.1(u) = 1, xpi(u) = 22 ha (k- 1)27" <u < (2k — 1)274, xpa(u) =
—21/2 ha (2k —1)27! < u < k27! és xp(u) = 0 egyébként, 0 < [ < 00, 1 < k < 2F.
Ezeket a x,; fliggvényeket hivjdk az irodalomban Haar fiiggvényeknek, és nem nehéz
beldtni, hogy a Haar fiigvények teljes ortonormélt rendszert alkotnak az Lo([0, 1], A)
térben. Ezért az elobbiek alapjan

oo 2!
:ZZ /txkl )dS, OStSl,
=0 k=

ahol az n;; valdsziniiségi véltozék fiiggetlenek és standard normélis eloszlasuak. To-
vabba, B(t) = Wt) —tW(1)) = fo X[0,1](w) du W (1) Brown bridge, és W (1) =
M,0, mert a W(1) valészintiségi valtozo fentl reprezentéciéjéban az Osszes tObbi 7y
egylitthatdja 0, és az 11,9 valtozo egyiitthatdja pedig 1. Ezért a

ZZHM/XH s)ds, 0<t<1,

=1 k=1

sztochasztikus folyamat Brown bridge. Vegyiik észre, hogy a Haar fliggvények specidlis
alakja miatt

Ml = /Xk,l(S)B(S) ds
=22 ([B(k27") — B((2k — 1)27'71)] = [B(2k — 1)27'71) — B((k — 1)271)]) ,

és ez megegyezik a feladatsor fent lefrt konstrukciéjdban definidlt Uy, valdsziniiségi
valtozoval.
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Mésrészt, nem nehéz [ szerinti teljes indukciéval belatni, hogy definidlva egy Z,,(t)
standardizalt empirikus eloszldsfiiggvény segitségével a Vj, ;(n) valdszintiségi valtozdkat
z (1b) illetve (4) képlet segitségével (felhasznélva a 3. feladat eredményét is, amely
lehet6vé teszi a (4) képletben szerepl6 feltételes varhaté érték egyszerii kiszamoldsat)
kapjuk, hogy a

:ZZVM /thl( Yds, 0<t<1,

sztochasztikus folyamatra, Z,(k27!) = Z,(k27!) minden | = 1,2,..., 1 < k < 2!
szamra. BEzért Z,(t) = Z,(t) minden 0 < ¢t < 1 paraméterre. Ha sikeriil a B(t) Brown
bridge illetve a Z,,(t) standardizélt empirikus eloszlasfiiggvény fenti konstrukciéjat ugy
megadni, hogy a benne szereplé Uy, illetve V. ;(n) Fourier egyiitthaték kozel van-
nak egymashoz, akkor egy az Approximaciés Tételt kielégité konstrukciét kapunk. A
bizonyitas részleteinek kidolgozasa hasonld a feladatsorban részletesen targyalt gondo-
latmenethez.
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2. Megoldasok

1.) A kovetkezd egyenl6tlenség jol ismert a valdszinliségszamitasban, és egyszertien
bizonyithaté parcidlis integralassal. (Egyébként ez az &llitds szerepel a Normdlis
eloszlasu valdsziniiségi valtozok feladatsor 7. feladatdban.)

1 1 1
(E - F) o) <1—-9(z) < Ego(x), minden z > 0 — ra.
Innen kovetkezik, hogy C (z+2) < 1L£2) < Co(x+2) hax > 2 alkalmas C; > 0
— P(x

és Cy > 0 konstansokkal. Tovabba, mivel a ¢(x) és 1 — ®(z) fliggvények szepardlva
vannak mind nullatél mind végtelentdl, ha x egy véges tartoméanyban van, ezért
a fenti egyenl6tlenség érvényes minden x > —1 esetén is. A p(—x) = p(x) és
®(—x) = 1 — ®(z) azonossigok alapjan a mésodik egyenl6tlenség ekvivalens az
elsovel.

b.)

1-®@+h) , d B o(u)
1——<I>(.r) =h . log (1 — ®(x)) = _hl——q)(u)’

T=U

log

ahol u alkalmas szém az [z, x + h] intervallumban. Ezért, a |h| < |z|+1 feltétel
teljestilése esetén

o(u)

Cl(x+2) < 1——q)(U)

< Co(x+2), hazx>-1

a feladat mar bizonyitott része alapjan. Ezt behelyettesitve a fenti azonossagba
megkapjuk a feladat els6 azonossagét h > 0 (és © > —1) esetén. A mdasodik
azonossag innen kovetkezik a ®(—u) = 1 — ®(u) azonossag alapjan. A h < 0
eset hasonldéan targyalhato vagy visszavezetheté a h > 0 esetre.

2. El6szor bebizonyitjuk az F,, ,(x) fiiggvény kévetkezé approximaciéjat a normalis
eloszlasfiiggvény segitségével.

:1;3+L\/7T‘(332—|—a:)+1

vn
:1:34—"1;\/?'(3:2—1—@—1—1
Vn

ha 0 <z < Ay/n és |[n — m| < Bn alkalmas A > 0 és B > 0 szdmokkal. Az O(-)
egyenletes a fenti formuldban.

1 —Fpn(z)=(1—-(z))expg O

Fonn(—2) = B(—) exp

Val6ban, a feladatsor elején kimondott (nagy eltérés) tétel és az els6 feladat ered-
ménye alapjan

= (-5l (5
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= (1— q)(w))exp{O (’\/%_ 1

2?32 4 ) 41
=(1—®(x))exp] O v \/(ﬁ

(22 + 22) + xi/%l)}

[n —m|

ha 0 < x < Ay/nz, mert (2% + 22) < const. (22 + 22) a feladat

L
m

feltételeinek teljestilése esetén. A masik egyenldtlenség hasonléan bizonyithatd.

Az alabbi egyenlotlenség segitségével megmutatjuk, hogy létezik olyan K > 0 kons-
tans, amelyre

1= Fyn(+h(z)) <1=®(x) < 1= Fypp(z — h(z)),
2 4+ 2 (2] +1) +1 (1)

ahol h(z) = hyn(z) = K NG ,

ha 0 < x < Ay/n alkalmas A > 0-val. Valéban, ekkor
1—F,n 1—F,,n 1-®

n(+ h(x)) ~ log (@ +h(x)) 4 log (z + h(z))
1—®(x) 1 —®(x+ h(x)) 1—®(z)

< T (G n + P2 (@ n@) 4 o ni) +1) - i) +2)
alkalmas K; > 0 és a C7; > 0 konstansokkal feltéve, hogy teljesiilnek az |z +
h(z)| < Ay/n és |h(z)| < x + 1 egyenlStlenségek, mert ezek a feltételek biztositjak,
hogy az 1. feladat eredménye, illetve a 2. feladatban bebizonyitott egyenlétlenség
felhasznalhat6. E formuldban a K7 konstans a feladat elején mar bebizonyitott
becslés O(+) konstansa, a Cy konstans pedig az els6 feladat b) részében jelent meg.
Azt allitjuk, hogy megvalaszthatéak alkalmas A > 0, B > 0 és K > 0 konstansok
Ugy, hogy ha az z < Ay\/n, |n — m| < Bn, n > ng feltételek teljesiilnek, ahol ng
alkalmas kiiszobindex, akkor érvényesek az alabbi egyenl6tlenségek : |z+hy, » ()] <
Ayn, |h(x)| >z +1, és

log

K, |n —m)|
- h s 2 A
NG ((m + h(z))° + NG
Ezekbol az egyenlotlenségekbdl, illetve az el6zo formulakbdl kovetkezik az 1 —
Fon(x+ h(z)) <1—&(x) egyenlétlenség, azaz a (2.1) formula bal oldala.

100K,

Cy _
kicsinek vélasztjuk, akkor teljesiilnek az |z + hy,,(2)] < Ay/n és |h(x)] < x+1
egyenl6tlenségek. Ekkor

((z + h(z))* + 2 + h(z)) + 1) — Crh(z)(z+2) <0.

Legyen K = Ha az A > 0 és B > 0 szamokat (K-tdl fiiggben) elég

LS} <(:c + h(z))? + L\/ﬁm’ ((z + h(2))? + 2+ h(z)) + 1)

Jn
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ﬁ T 3 In—m| " 2 .
S\/ﬁ(@ +1)° + (2z4+1)° +2 +1)+1>

NG

< 10\32(1 (1‘3 + |n\;ﬁm‘<x2 + 1) + 1)
100K, 2 |n - m| . _ 100K, - T
< 7 (x—|—2)<x —1——\/5 ( +1)+1) I7a (z + 2)h(x)

< Ci(z + 2)h(x).

Innen kovetkezik a (2.1) egyenl6tlenség baloldala. A jobboldal hasonléan bizonyit-
haté. A (2.1) formuldbdl kovetkezik, hogy

Frn(z—h(z)) < ®(z) < Fpn(z+h(z)), ha0<z<Ayn, és|n—m|< Bn.

Ez az egyenl6tlenség érvényes és hasonldéan bizonyithaté abban az esetben, ha a
0 <z < Ay/n feltételt a 0 > = > —Ay/n feltétellel helyettesitjiik. Ebbél az
egyenlotlenségbdl kovetkezik, hogy

T — () < Fn_}n(Q(a:)) <z + hmn(z), halz| < Aynés|n—m| < Bn.
és

R (o ) R R =10 i
<K n ,
Jn = Jn

alkalmas K > 0 szammal, ha |n| < Ay/n és [n —m| < Bn. (Az utolsé becslésben

— 1 —m)?
felhasznaltuk azt, hogy [n = m| (In|+1) < = (n=m)” +n?+1|.) Ezzel a feladat
NZD 2 n

L (@((0) = 0| < hinn(n) = K

allitasat belattuk.

Megjegyzés: Valdjaban a kovetkezd, a masodik feladat allitdsdanal némileg élesebb
becslést lattuk be:

n? + 2l (] + 1) + 1
K
NG

A feladatban megfogalmazott allitas viszont a kés6bbiekben jobban hasznalhaté.

57
S
=
)
|
=3
A

A Via(n), k= 1,...,2! valészinliségi valtozdk ugyanazt a o-algebrét generaljék,

n n
Z(H%Vk,z(n) + o0
valésziniiségi valtozd értéke megegyezik a Z,(t), 0 < ¢t < 1, standardizalt em-
pirikus folyamatot definidlé (q,...,(, fiiggetlen a [0, 1] intervallumban egyenletes
eloszlasu valdszintiségi valtozok koziil azon (; valoszinliségi valtozdk szdmaval, ame-
lyek értéke a [(k — 1)27!, k27!] intervallumba esik. Ugyanis my = n[P,(k27!) —
P, ((k—1)27Y)], ahol P,(t) a feladatsor elején definidlt empirikus eloszlasfiiggvény.

mint az my = kE=1,...,2" valészintiségi valtozok. Az my
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Rogzitsiik az my, 1 < k < 2! valészintiségi valtozdk értékeit, azaz a Gy(n) o-algebra
B(my,...,mqu) atomjat, és jelolje Y3, k = 1,...,2" a [(k —1)27! (2k — 1)27171]
intervallumba esd (; pontok szamat. Ekkor az Y}, valoszinliségi valtozok feltételesen
fiiggetlenek feltéve a G;(n) o-algebrat, és Y}, feltételes eloszlasa a B(myq,..., mqy)
atomon a B(my, 5) binomidlis eloszlds my, és 1 paraméterekkel. Innen kapjuk,

hogy
o(1+2)/2 Jn
Vok—1,141(n) = NG Yi — 02
o(1+2)/2 Vi 22

E (Vag—1,141(n)|Gi(n)) = 7 E(Yx|Gi(n)) — 2T s T an
1

—V
NG k,l

(n)

o(1+2)/2 o(1+2)/2 my,

- _ v
Vok—1,141(n) N NG

a Gi(n) o-algebra B(myq,...,my) atomjan. Tovabba

Vor—1.1+1(n) + Varir1(n) = Vii(n) — E(Vii(n)|Gi(n)) = Vii(n) — Via(n) =0,
E (Var,41(n)|Gi(n)) = V2E (Viei(n)|Gi(n)) — E (Var—1,41(n)|Gi(n))

1 1
=(v2- —) Vii(n) = —=Vi1(n).
( 7 i (1) 7 ki (1)
A fenti relaciékbdl kovetkezik a feladat allitdsa (Yy = Xop_1 szereposztassal).

Mivel a tekintett valoszintiségi valtozok egyiittesen normalis eloszlasuak, a kivant
allitasokat bebizonyithatjuk egyszertien a kovarinciafiiggvény vizsgalataval. Ezt a
szamitast egyszertsithetjiik, ha a B(t) Brown bridge B(t) = W (t) — tW (1) repre-
zentécidjat hasznéljuk, ahol W(t), 0 <t <1, EW(t) = 0, EW (s)W(t) = min(s, t)
Wiener folyamat. Egyszerti szamolassal kapjuk, hogy

1 1
E (Uzk—1,l+1 - EUk,l) Ujg,=FE <U2k,l+1 - EUk,l) U;i1 = 0.

Innen, illetve a tekintett valészintliségi valtozdk egyiittes Gauss eloszlasabdl kovetke-
1 1

zik, hogy az {U2k1,1+1 - —2U1€7l, Uski+1 — EUM, k=1,... ,2’} véletlen vek-

tor fiiggetlen az F; o-algebratol, és koordinatai nulla varhaté értékii valdszintiségi

valtozok.
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5a.)

1 1

Ezért E <U2k—1l+1 — —=Ui|Fi) =0, és E(Usg—1,411F1) = —=E(Ur|F1) =
) \/§ ) ; \/5 )

1

. 1 A
ﬁU}CJ. Has;)nloan E(UQk,l+1|]:l) = Ell]k,l, 1 S k S 2l. Ezert, U2szl,l+1 =
Usk—1,141 — EUk;,z, Uski+1 = Usg i1 — ﬁUk,l, k=1,...,2".

Egyszerli szdmolas mutatja, hogy Usg—1,141 = \%(Uzk—l,lﬂ —Uspi+1) = —Uspit1,
és EUQJ'_L[_,_lUQk_LH_l = 5]'7].3, 1 S k S 21, ahol 5]"]€ = 0, haj 75 k, és 5]"]€ = 1, ha
j = k. Ez azt jelenti, hogy az F; o-algebratdl fiiggetlen Uy 1541, k = 1,...,2,
valészintiségi valtozok fiiggetlenek és standard normélis eloszldsiak. Tovabba tel-
jestl az ng_l,H_l = —U2k71+1 azonossag. A 4. feladat allitasait belattuk.

A feladat allitasat belathatjuk [ szerinti teljes indukciéval. Tegyiik fel, hogy az

n n

et Vi) + g e =
1,...,2" valészintiségi valtozékat. Megjegyezziik, hogy az Mj szamok azt adjik
meg, hogy azon (kés6bb még megkonstrudlandd) fiiggetlen a [0,1] intervallum-
ban egyenletes eloszlasu (q,...,(, valdsziniliségi valtozdk koziil, amelyek a Z,(t)
standardizalt empirikus eloszlasfiiggvényt definidljak hany (; valtozé esik a [(k —
1271 k271, 1 < k < 2!, intervallumba. Az (5a) formuldban definidlt Vag_1,11(n)
valoszinliségi valtozok a standard normalis eloszlasu ng_l’l+1 valoszinliségi val-
tozok fiiggvényei, amelyek a 4. feladat eredménye alapjan fliggetlenek egymaéstol,
tovabba fliggetlenek a Gj(n) o-algebratdl is, mert az F; O Gi(n) o-algebratdl is
fiiggetlenek. Innen kovetkezik, hogy a Vay_1,+1 valdszintiségi valtozdk feltételesen
fiiggetlenek, feltéve az My, 1 < k < 2!, valészinfiségi valtozdkat, amelyek a G;(n) o-
algebrat generaljak. Feltételes eloszlasaik pedig az My = my, 1 < k < 2, feltételek
mellett megegyeznek az (5a) formula el6tt definialt F,,,, ;(x) eloszlasfiiggvényekkel.

allitast mar bebizonyitotuk [-re. Definidljuk az My =

A 3. feladat eredménye alapjan az (1)—(4) formuldban egy Z,(t) standardizalt
empirikus eloszldsfiiggvény segitségével definidlt Vor_1141(n), 1 < k < 2!, véletlen
vektor feltételes eloszlasa feltéve a kiindulé Z,(t) standardizélt empirikus elosz-
lasfiiggvény segitségével definidlt Gj(n) o-algebréat megadhaté a kovetkezé médon.
Definidljuk az M} valdszinliségi valtozdkat azzal a formulaval, amelyet e feladat
megoldasanak elején felirtunk, azzal a kiilénbséggel, hogy most a Z,(t) folyamat
4ltal definialt Vj ;(n) valtozdkat helyettesitjiik be ebbe a formuldba. A Vay_1,11(n),
1 < k < 2!, véletlen vektor feltételes eloszlasa az My, = my, 1 < k < 2!, feltételek
mellett, azaz a G;(n) o-algebra B(my, ..., my ) atomjan megegyezik az el6bb tekin-
tett Var_1,(n) véltozdk feltételes eloszlasdval az My = my, 1 < k < 2!, feltételek
mellett az eredeti M} valdszintiségi valtozdkkal. Tovabba, mivel a most tekintett
esetben E(Vag_1,41(n)|Gi(n)) = %kal(n) a 3. feladat eredménye alapjan, ezért
osszehasonlitva az (1)—(4) formuldkat az (5b) és (5¢) formuldkkal, kapjuk, hogy
az altalunk konstrudlt Z,((2k — 1)270FD) 1 < k < 2!, véletlen vektor feltételes
eloszlasa feltéve a mar megkonstrualt Z, (k27!), 1 < k < 2!, valészintiségi valtozok
értékeit, megegyezik az analdg feltételes eloszlassal, ha a Z,((2k — 1)2- (D) és
Z, (K271, 1 < k < 2!, valészintiségi valtozokat egy Z,(t), 0 <t < 1, standardizalt
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empirikus eloszlasfiiggvény megfelel6 pontokban felvett értékeivel helyettesitjiik.

A Z,(k2=HD) 1 < k < 21 valdszintiségi véltozdk egyiittes eloszldsat egyértel-
miien meghatérozza a a Z,(k27!), 1 < k < 2!, valdszinfiségi valtozdk egyiittes
eloszldsa és a Z,((2k — 1)2=0+1) 1 < k < 2!, valdszinfiségi vektor feltételes
eloszlasa, feltéve a Z,(k271), 1 < k < 2!, véltozdk értékeit. Ezért a Z,((2k —
1)2_(l+1)), 1 < k < 2! véletlen vektor feltételes eloszlasairél kapott eredménybdl
és az indukciés feltevésbél kovetkezik, hogy a Z, (k2- (1), 1 < k < 21 véletlen
vektor eloszldsa megegyezik egy Z,(t) standardizalt empirikus eloszlasfiiggvény
értékeinek az egyiittes eloszlasdval t = k2~ (+1D 1 < k < 21!, pontokban.
Belatjuk, hogy a most definidlt Zn(kQ_(l“)), Vias1(n) és Viiy1(n) valdszintiségi
véltozok teljesitik az (1)—(4) formuldkat. Az (5a) képletben definidlt Vag_1,(n)
val6szintiségi valtozok teljesitik az FE(Var_1,(n)|Gi(n)) = 0 azonosségot, mert a
Var—1,(n) valészinfiségi valtozé feltételes eloszlasa feltéve a G(n) o-algebrat az
Fp,. 1(x) eloszlasfiiggvény a G;(n) o-algebra azon atomjan, amelyen

N4D n

= "7 - I
k= 2(l+1)/2Vk,l(”) + ol k=1,...,2°,

m

és egy Fin,.1(x) eloszlast valdszintiségi valtozé varhaté értéke nulla. Ezért az (5b)
formula alapjan E(Vag—_1,1+1(n)|Gi(n)) = \%Vk,l(n), és

Var—1,141(n) = Vag—1,141(n) — E(Vag_1,141(n)|Gi(n)).

Az (5¢) formula alapjan

2k — 1 2k — 2
Vaj—1,141(n) = 20272 (Zn (W) o (W)) '

A fenti azonossdgok tartalmazzak az (1)—(4) formuldnak az indukcié [ + 1-ik
lépésben bizonyitandé allitasait paratlan k szamokra. A megfelelé azonossdgok
bizonyitasa érdekében paros k szamokra vegyiik el6szor észre, hogy az utolsé egyen-
16ségbdl, az (5d) formuldbol, valamint az (1b) képlet [ — 1 indexre mar bizonyitott
alakjabdl kovetkezik, hogy

k k-1
Vapi41(n) = 2042/ <Z" <§) o ( o ))
2% — 1 2% — 2
1+2)/2
— 2+ (Zn (W) —Zn <QzT))

2% 2% — 1

_ 1+2)/2

= 202 <Zn <W> —Zn (W)) :

Ismét haszndlva az (5d) formuldt, illetve a Vag_1 41(n) valtozéra bizonyitott for-
muldkat kapjuk, hogy E(Vayi+1(n)|Gi(n)) = \/§Vk,l(n) — \%Vk,l(n) = \%Vk,l(n),
tovabba

_ 1 1 _
Varir1(n) = V2Vii(n) — Var_1041(n) — Evk,l(n) = EVk,z(n) — Vag—1,41(n).
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5b.)

E formuldkbdl, illetve az (5e) képletbél kovetkezik, hogy teljesiil a Vay 1 1(n) =
Vaki+1(n) — E(Vag,i+1(n)|Gi(n)) azonossag is. Ezzel az (1)—(4) formuldkat az [+ 1-
ik 1épésben is belattuk.

Végiil vegyiik észre, hogy a G;11(n) C Fiy1 relacid is teljesiil, mert a G;11(n)
o-algebrat generald Vi ;+1(n) valdészintiségi valtozok a Fjy1 mérhetd Uy ;41 valészi-
niiségi valtozok mérheto fiiggvényei.

A ¢, 1 < j <n, valészintiségi valtozdk 5b.) feladatban megadott konstrukcidjabol
azonnal kovetkezik, hogy a beloliik készitett standardizalt empirikus eloszlasfiigg-
vény értékei a t = k2% pontokban megegyeznek a 7, (k2~F) valészintiségi valto-
zokkal minden 1 < k < 2% szdmra. Be kell még latnunk, hogy ezek fiiggetlen, a
[0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasu valészin{iségi valtozok.

Ennek érdekében be fogjuk latni a kovetkezd allitast. Ha ¢y, ..., ¢, fiiggetlen, a [0, 1]
intervallumban egyeneletes eloszlasu valoszintiségi véltozok sorozata, (7 < --- < (
az ebbdl a sorozatbdl készitett rendezett minta, és My jeloli a (7, 1 < j < n

sorozatnak a [(k — 1)27%, k27] intervallumba es6é pontjainak szamat, 1 < k < 2%,

n!
akkor P(My = mq,...,Myr = mgr) = —————27" ha m; > 0 minden
ma!--mor!

2k _ _
1 < k < 2% indexre, és > my = n. Tovédbba a (§ < --- < (¢ véletlen sorozat

k=1
feltételes eloszlasa feltéve az {M; = mq,..., Mo = mor} eseményt megegyezik
olyan €m0—|—-~—|—mk71+175m0—|—~--—|—mk71—|—27-"7€'mo—|—~--—|—mk7 1 S k S 2L, (mo = 0),
egymastdl fiiggetlen, véletlen sorozatok egyesitésének az eloszldsaval, amelyekre a
Emottmu_141> Emot-tmp_1421 - -+ Emo+-+m,, Véletlen sorozat my szdmu fiigget-

len, a [(k—1)27!, k27 L] intervallumban egyenletes eloszlast valészintiségi valtozébél
készitett rendezett minta. Valéban, konnyen ellenérizhet6 a
n!
P(M1 =MmMi,..., M2L = mzL) = ﬁ2—[4n

mq!- - mor!
azonossag. Masrészt, ha mindegyik gtj, 1 < j < n, valésziniiségi valtozo esetén
eléirjuk, hogy melyik [m(5)27L, (m(j) + 1)27] intervallumba esik, és ezt ugy
tessziik, hogy az [(k — 1)17L, k27L] intervallumba my, (; valtozé esik, 1 < k < 2L,
akkor a (j, 1 < j < n, valészinfiségi véltozok feltételesen fiiggetlenek ezen feltételek
mellett, és (; egyenletes eloszldsi a [m(5)27%, (m(j) + 1)27] intervallumban. In-
nen kovetkezik, hogy a (; < --- < {* rendezett minta feltételes eloszldsa egy ilyen

feltétel mellett, és ezért ezen feltételek unidjara, azaz az My = mq, ..., Myr = mor
feltételek mellett is az el6bb leirt feltételes eloszlas.
Tekintsiik az 5b.) feladatban konstrudlt ¢ < --- < () véletlen sorozatot, és

definidljuk az M valdszinfiségi valtozékat gy, hogy M; egyenld a (7, 1 < j <mn,
sorozatnak a [(k — 1)27L k27L] intervallumba esé pontjainak szdméaval. Ekkor

n! )
P(M; = mla"'7MéL = mgyr) = — 277 ha mi > 0 minden 1 <
mll---mgL!
2L
E < 2L indexre, és > my = n. Tovdbba a (§ < --- < (& véletlen sorozat
k=1
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és

feltételes eloszldsa feltéve az {M] = my,..., M), = mor} eseményt megegyezik

Olyan €m0+~~~—|—mk,1+17"Smo—|—~-~—|—mk,1—|—27 Ce 7£m0—|—--~—|—mk7 1 S k S 2L, (m() = 0),
egymastodl fliggetlen, véletlen sorozatok egyesitésének az eloszlasaval, ahol a

§m0+~~-+mk,1—|—17 SmO+"'+mk71+2a s 7€m0+"'+mk

sorozat my, szamu fiiggetlen, a [(k—1)27!, k27 L] intervallumban egyenletes eloszlast
valdszintiségi valtozobdl készitett rendezett minta. Mivel az M7, ..., M, eloszlasa,
illetve a ¢§ < --- < (¢ véletlen sorozat feltételes eloszldsa feltéve az {M| =
my,..., M), = mor} eseményt meghatarozza a (f < --- < () véletlen sorozat
eloszlasét, a fenti allitdsokbdl kovetkezik, hogy a ¢(f < -+ < (Fés (F < - < (F vé-
letlen sorozatok eloszldsa megegyezik, azaz (§ < --- < (' egy ﬁiggetlen, és a [0,1]
intervallumban egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozékbodl készitett rendezett
minta.

Végiil tegyiik a kovetkezd észrevételt. Ha (i,...,(, fiiggetlen, a [0,1] interval-
lumban egyeneletes eloszlasi valdszintiségi valtozdk sorozata, akkor definidlva az
{1,...,n}, halmaznak azt a véletlen permutédciéjat, amelyre C] = CW(J), j =1,

., ahol (§ < --- < (Fa Cl, ..., sorozatbdl készitett rendezett minta, akkor
a (7?(1), e ,w(n)), és (Cf,..., (") vektorok fiiggetlenek, és a (w(1),... ,W(n)) vek-
tor egyenletes eloszldst az {1,...,n} halmaz permutécidéin. Ebb6l a ténybél, il-
letve abbdl, hogy ¢ < --- < (' egy fiiggetlen, és a [0, 1] intervallumban egyen-
letes eloszlasu valdszintiségi valtozokbol készitett rendezett minta, kovetkezik, hogy
az bb.) feladatban definiélt (i, ..., (, sorozat fliggetlen és a [0, 1] intervallumban
egyenletes eloszlasi valészintiségi valtozdkbol all.

A 6.) feladat f6 allitasa a 2. feladat eredményének kovetkezménye. Annak érdeké-
ben, hogy elkeriiljiik kiilonboz6 mennyiségeknek ugyanazzal a betiivel valé jelolését,
alkalmazzuk a masodik feladat eredményét m és n jeloléssel az m és n betiik helyett.

n vn n

o V=M = 2(l+1)/2Vkl() ol

Vi Vi

és m = Usk_1 141 szereposztdssal. Ekkor |n —1m| = CSE Viea(n)| = E|Vkl(n)|

Alkalmazzuk a masodik feladat eredményét m =

Egyszerti szdmolds adja, hogy a 2. Lemma |n| < Av/fi és | —m| < Bn feltételei tel-
jesiilnek, ha az A > 0 konstanst a 6. feladat végén megfogalmazott feltételben elég

(7_7, —7771)2 _ kal(n)2

kicsinek valasztjuk. Méasrészt , ezért a 2. feladat eredménye

n

megadja (7a) reldcio els6 felét. A (7a) reldcié mdsodik fele nyilvanvalé, mert

Usk—14+1 = —Uszk—1141- A (7b) egyenlétlenség a (7a) formula egyszeri kovet-

kezménye, mert

Ukt = Viea(n)|
V2o

Uak—1.041 — Var—1,401(n)] < |Usk—1141 — Vag—1.141(n)| +

Uk, — Via(n)|
\/§ )

Uk 141 — Vars1(n)| < |Uak—1141 — Vag—1421(n)] +
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~ Uk, o
, Usg—1,1 = Usg—1,, + —= a harmadik és ne-

Vk7l(n)
V2 V2
VkJ(n)

gyedik feladatban bizonyitott E(Vag_1,:(n)|Gi(n)) = 5 és E(Uzk—1,1(n)|F1) =
kil azonossagok alapjan. Ezenkiviil hasonlé relacié érvényes a Voy (n) és Usp

V2

valoszinliségi valtozdkra is.

mivel ng_1,l(n) = %k—l,l(n) +

A V. valészintiségi valtozdk, az €(j) illetve k(j) szdmok definiciéja alapjén az

e(j)2- Ut/ <\/§ij_1+1,3‘—1(”) = Vij+1,5 (n)>

= () (Zn(k;27) = Zu(k;12707D)

azonossag érvényes minden 1 < j < [ szdmra. Ugyanis vagy €(j) = 0, amikor ez
az &llitas nyilvanvalé vagy €(j) = 1, amikor k; = 2k;_1 + 1, és a Vj; valdszintiségi
valtozdék definicigjabdl kovetkezik az éallitas. FEzeket az azonossagokat Gsszegezve
és felhasznalva a Z,(k27") = Z,(t) és Z,(ko) = Z,(0) = 0 relacidkat kapjuk
(8a) formula elsé sorat a Z,(t) valésziniiségi valtozé reprezentdcidjarél. A B(t)
kifejezésre felirt formula hasonléan bizonyithato.

A (8b) képlet bizonyitdsdban alkalmazzuk a (7b) formuldt [ = j — s — 1 és k =
kj—s—l + 1 vélasztassal. Ha Uj—s—1 = kj_5_12_j_s_1 = Uj_s = kj_52_j_s,
akkor kj_s +1 = 2(kj_s—1 + 1) — 1, és tekintsitk az egyenl6tlenség baloldalan
szerepléo maximum elsé tagjat, és az egyenl6tlenség jobboldaldn az els6 kifejezést.
Ha Uj_s—1 = k‘j78712_]’_s—1 < Uj_g = k?j,SQ_j_s, akkor kjfs +1= 2(]{23',3,1 + 1),
és ekkor tekintsiik az egyenlétlenség baloldalan szerepléo maximum maéasodik tagjat,
és az egyenlotlenség jobboldalan a méasodik kifejezést. E valasztassal kapjuk, hogy

275 2*(j78+1)/2|Uk

. K -
<277 _(Ulfj_sﬂ,j—s + Vki_s_1+1,j—s—1(”) +1)

Vn
(s41) 9—(G—(s+1)+1)/2
+2 2 2 |U"¢jf(s+1)+17j—(s+1) - ij7(5+1)+1,j_(3+1)(n)|

et li—s = Vig_.11,5-s(n)]

minden 1 < 7 < [és 0 < s < j — 1 szamparra. Ezeket az egyenlotlenségeket
osszeadva minden 0 < s < j—1 szamokra, és 0sszehasonlitva a két oldalt megkapjuk
a (8b) egyenlétlenséget. Azt kell észrevenni, hogy minden 1 < j—s < j—1 indexre
az |Ug,_ . 41,j—s — Vi,_.+1,j—s(n)| kifejezések ugyanazzal az egyiitthatéval szerepel-
nek az Osszegzés utan kapott egyenlétlenség mindkét oldalan. Tovabba jegyezziik
meg, hogy ha w € B, ahol B a 7. feladatban definialt halmaz, akkor az el6bbi
egyenlGtlenségek érvényesek, azaz a Ukj_s+1,j_s(w) és Vij—st1,j—s(w) teljesitik a 6.
feladat feltételeit.

A Z,(k27") — B(k27") a (8a) formula segitségével kifejezhetd mint a Vi, 41,j(n) —
Uk, +1,; kifejezések linedris kombindcidja. Ezen tagok mindegyikére becslést ad a
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(8b) formula. Behelyettesitve ezeket a becsléseket ebbe a kifejezésbe, kapjuk a
kovetkezd becslést:

l
Za(h2™) = B2 <2302 TRV () — Uk

j=1

1 oj-1
T Z Z (Ulgjfs‘f'lvj—s + Vk2j7371+1,j—s—1(”) + 1)

\ >

\/_ZZQ Y (Uk t1s Vi 4,1 (0 )+1)

j=1s=1

_ 2K : .
Z(Uk s Ve e )+1>22_(J_5)-
Jj=s

Innen kovetkezik a (8c) formula.

8.) A negyedik feladat eredménye alapjan a Uy j, 1 < j <1, 1 < k < 27, fiiggetlen,
standard normélis eloszlasu valosziniiségi valtozok, innen kovetkezik az allitds az
Uk;41,5, 1 < j <1, egylittes eloszldsardl. Az analég éllitds a Vi, y1,5-1(n), 1 <
7 <1, sorozat eloszlasara j szerinti teljes indukciéval kovetkezik az alabbi allitasbol.
Az Vi, 41,5-1(n), illetve ami ezzel ekvivalens, az M;_; = 2\[/2 Vi, 1+1 57=1 valo-
szintliségi valtozok feltételes eloszlasa feltéve az My = 2(s+%v;€ ls— g5 = Mg, 1 <
s < j—2, feltételeket megegyezik az Vi j_1(n), illetve az Mj_l 2\(/2 Vij-1— 5550
valészintiségi valtozé feltételes eloszldsival feltéve az M, = w%vl,s — 55 = My,

1 <s < j—2, feltételeket, ahol my, ..., ms_o, tetszOleges nem negativ egész szamok.

Ez az allitds igaz, mert mind az M;_; mind a M;_; feltételes eloszldsa az adott

feltételek mellett a B(m;_o, %) binomidlis eloszlas m;_o és % paraméterrel.

Az 1— P(B) < e~ P1% egyenlStlenséget a kovetkezd becslések segitségével mutatjuk
meg. Tetszoleges 1 < j <[ szamra

Ay/n 21/2

n

> k= Exx)| >

k=1

Aﬁ)

27/2

ahol xx, 1 < k < n, fliiggetlen val6szintiségi valtozdk, és P(xx = 1) =1 — P(xx =
: 1 t i—1
0) = 2=U=1. Innen kapjuk, hogy Fet(xx—FExx) — (1 S )e‘t/QJ ,

2i—1 ~ 2i-1

-1t 102
ahonnan [t| < 1 esetén Ee!(xk—Fxx) < eXp{ezj_1 - 2j_1} < exp{—.}. Az
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utébbi becslésekben azt hasznaltuk ki, hogy t+1 < ef, és e —1—t < 5t2, ha |t| < 1.

n
Az el6z8 becslések alapjén F (exp {t > (xk — Exk) } < 0 ha |t <1, és
k=1

A\/ﬁ B = Ant/27
P (ij_lﬂ,jl(n) > W) =F (eXp {t;m - EXk)} - e (2.2a)

< en2’j(10t2—At) < e—Dzl*jx

minden 1 < 5 <[ szamra.

alkalmas D > 0 szdmmal, ha j < [. Az utols6 egyenlétlenségben azt hasznaltuk ki,
hogy egyrészt 10t> — At < —D’ alkalmas D’ > 0 szdmmal, ha a t > 0 szdmot elég
kicsire valasztjuk, mésrészt —n277 = —2l=397lp < —Cya2t-7.

Mivel U, k;_1+1,j—1 standard normalis eloszldsu valoszintliségi valtozo, ezért egyszerti
szamolas adja, hogy

A\/ﬁ _A2p0i—1 —D"2l=d
PliU.. - < < n < v
(! kyo1+1,j—1(w)] 2i/2 ) =€ =¢ (2.2b)

minden 1 < 5 <[ szamra.

A (2.2a) becslés akkor is érvényes marad, ha benne a Vi, 41 ;-1(n) valtozét
~Vi,_141,j-1(n) a véltozdéval helyettesitjilk. Ha a (2.2a) egyenlStlenségeket, azok
el6bb emlitett analogonjait valamint a (2.2b) egyenl6tlenségeket dsszegezziik min-
den 1 < j < n szémra, akkor megkapjuk a 1 — P(B) < e~ P17 egyenl6tlenséget.

A 8. feladat utolsé becslésének bizonyitasa érdekében tekintsiik egy normalis
eloszlasu valdszintiségi valtozo négyzetét, és szamitsuk ki e valdszinliségi valtozéd
standardizaltjanak a momentumgeneral6 fiiggvényét. Ha n standard normalis el-
oszlasu valdszinliségi valtozd, akkor

Bt —En®) _ pet®=1) _ e_/ wia?jpg. ¢ oL
e e o e x NS at< 5

Innen log Ee!(""~F1°) = —t — Llog(1 —2t) < ¢, ha 0 <t < 1. (Egy ilyen tipust
becslés érvényességének mélyebb oka az, hogy egy 0 varhatd értékli valdszintliségi
valtozo momentumgenerald fiiggvénye tgy viselkedik, mint econst.t* 5y origd koze-
lében.) Ezért

l

l
_ 1 B 3 -
P 18K23U127j71 >z | =P |exp ZZ<U12J*1 _ EU12’j71> S ot/T2K -1

amint azt a feladatban éllitottuk, feltéve, hogy | < 5oz, Ez az egyenlStlenség
azért teljesiil, mert | = logC' + logn — logx < 2logn < é—mo < =t a 8. feladat

288K
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feltéteteleinek teljesiilése esetén, ha ezekben a feltételekben a Cy konstanst elég
nagyra valasztjuk, és n > ng, ahol ngy alkalmas kiiszobindex.
2l
9.) A (8c) egyenlétlenség érvényes minden t = k27! k=1,...,2", aBy = () B(k27})
k=1

halmazon. A 8. feladat becslése alapjan 1 — P(Bg) < 2le=P1® < Cie_Dl"” <
x

ne D1 < e/Co—Drw < o=D12/2 hg 5 9. feladat feltételeiben szerepls z > Cylogn

egyenlotlenségben a Cy konstanst és az ng kiiszobindexet elég nagyra valasztjuk.

Ezért a (8c) egyenl6tlenségbdl, illetve 8. feladat els6 felének az eredményébdl
kovetkezik, hogy

P( sup V| Z,(k(271) — B(k27Y)| > f)

1<k<2n 2

N8

l
comn ot (4SS (02, VA ) £ 1) 5
7j=1

z !
< e Diw/2 4 olp 18KZ U, >z | +2'P 18KZV12,3‘—1 >

J=1 Jj=1

l
Az utolsé egyenlétlenségben kihasznédltuk hogy 4K > 1 = 4K < 133_8’ mert [ <
j=1
< < i, ha a Cy > 0 konstanst és az ng kiiszObindexet, amelyre
Co 2K
n > ng a (9) relacié feltételében elég nagyra valasztjuk. Ezért a (10) formula
eredménye, a 8. feladat utolsé egyenlétlensége és az el6z6 egyenlotlenség alapjan a
(9) kifejezés baloldala feliilr8] becsiilhetd a eP1%/2 42! (e~ P2® 4 ¢~ Ds) kifejezéssel.
Mivel 28 < n < emin(P2.D5)2/2 ha a4 Cy > 0 és ngy kiiszobindexet alkalmasan
vélasztjuk a (9) formuldban, innen kovetkezik a 9. feladat éllitasa.

10.) Mivel Z,(t) = X,,(t) — Y, (t), Zn(t)? < 2X,(t)% + 2V, (), és

l
. 1
P18y 2272 (2j_1> >

J=1

l
. 1 1
J 2 2
<P 3622 (Xn <_2j—1> + Y (2j—1>) >
J:

l 2 l 2
. 1 - 1

j=1 j=1

Ez a (12) formula.
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Ha k, n paraméteri Poisson eloszldsi valdszintiségi valtozé, akkor k, — n mo-

0 pk
mentumgeneralé fiiggvénye Eetlin—m) = ¢—tn ﬁe_n‘“k = en(e'=1=0)  Innen
k=0 K
kapjuk, hogy mivel n(e! —t — 1) < ¢2, ha [t| < 1, Eet("n=m) < et ha |¢| < 1.
Ezért P(k, —n > y) < et < ey /An ¢ — o vélasztassal, ha y < 2n.

Hasonléan, P(k, —n < —y) < eV /A g, — n closzlsardl a feladatban
kissé altaldnosabban megfogalmazott egyenl6tlenség is érvényes. Ugyanis, ha az
ly| < 2n feltételt helyettesitjik a |y| < Bin feltétellel, akkor az el6z6 egyenlStlenség
érvényben marad amennyiben a —y? /4n kitevét a —Bay? /n kitev6vel helyettesitjiik
alkalmas By > 0 konstanssal.

A (13) formula bizonyitésa érdekében jegyezziik meg, hogy mivel a (11¢) formuldban
definialt Y, (t) valésziniiségi véltozok nem negativak, ezért

2

l 2 l
. 1 : 1
/2
P 72K§ 123Yn(2j_1) >z | <P \/72K§12J Yn( ) >,
J= J=

20—1

és véve a Kk, —n = m, —oo < m < oo feltételeket, és felhaszndlva a (13) képlet
el6tt definidlt Y, ,,, valdszintiségi valtozok definicidjat, kapjuk, hogy

l
P | V72K Z 27/2
j=1

()]

00 l
2 1
= > PV2K) 27V, (2j_1) >z | P(k, —n=m)
j=1

m=—oo

(2.3)

27-1

l
oo 1
<P|VR2K) 2P, 5 s ( ) > Vz | P(|kn — n| < By/nz)
j=1

+ P(|kn, — n| > By/nx).

A (2.3) képlet utolsé relacigjat annak észrevételével lathatjuk be, hogy a (2.3)
formula méasodik sordban szerepl6 szorzatban az els6 valdszintliség az |m| = |k, —
n| paraméter monoton fiiggvénye. Ha rogzitjik az M = By/nx szdmot, és az
el6bb tekintett valészintiségre tigy adunk felsé becslést, hogy |m| < M esetén az m
paramétert az M szammal helyettesitjiik, |m| > M esetén pedig a trividlis 1 felsé
becslést adjuk, akkor megkapjuk a (2.3) reldcié utolsé egyenl6tlenségét. A (13)
képletben felirt elsé reldcié a a (2.3) formula és az azt megeléz6 reldcié egyszeri
kovetkezménye. Végiil a (13) formula végén felirt azonossag egyszerii szdmoldssal
adédik, ha a (13) formuldba beirjuk az Yn’ Bz valoszinfiségi véltozd definici6jit,
az igy kapott kettGs 0sszegben az Osszegezést felcseréljiik, és ebben a kifejezésben a
Ck, 1 < k < By/nz, véltozdtdl fliggd tagok Osszegét egy & valdsziniliségi valtozoban
egyesitjik.
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A &, = &, valdszinliségi véaltozok a fliggetlen ¢, valdszintiségi valtozok fiiggvényei.
Innen, illetve a & valdszintliségi valtozok definiciojabol kovetkezik, hogy ezek fiig-
getlenek és egyforma eloszlasuak.

(I+1)/2
V2 <

| A\

11.) A feladat feltételeinek teljesiilése esetén 24/2 1/

/7 Y Y \/_ \/_ \/\éﬁ V2—-1 "~
T n 2 2 /T

% E \/5 1 = (\/5_ 1)\/5 EZGI’t exp {T } 1 + C%&k alkalmas
C = C(C) > 0 szammal, és E exp {%{k} C_’% <1+ K% alkalmas

K = K(C) szdmmal, amint ezt allitottuk, mert E&, = Z 279/271 < 2+ 1.
~
Innen kapjuk, hogy

Bnz BYnT
P ”?KZ&QW — P [ exp \ﬂzgk > exp {

< (1 + R%)Bmexp {—

Vilasszunk a fenti egyenlétlenségben B =

)

£ } < er{m—ac/ V72K ‘
V2K )
ﬁ szamot. Ekkor az itt szereplo
valdszintiségrél beldttuk, hogy kisebb, mint et Masrészt, a 10. feladat elsd
allitasa alapjan a P(|k, — Fky| > By/nz) < e ™" egyenlStlenség is érvényes.
Ezekbdl a becslésekbél és a (13) formulabdl kovetkezik a (14) formula.

12.) Osszegezve a (15) formuldban felirt egyenlStlenségeket (B = 5 egyiitthatéval) kap-
juk, hogy

l 2
. 1
2Ky 29X, (2]._1)

j=1
= 360Kzl:2j (Zl: o(k=3)/2 {X ( ! ) —X (i)r 1 oU=4)/2 x2 (l))
< 25\ & n | Qk—1 n | ok o 5
_ 360Ki2’“ [X (L) _x (i)FiW—k)/z
k=1 G A2 j=1

1
(I+37)/2 2
+360KJ§ 1j2 NIrx? (21>

<o (332 - (51) - (3)] 2 (3)

k=1
A2k X, (zk 1) - X, ( ) 1<k<lésa2X, (il) valészintiségi valtozok fiigget-
lenek, és egyiittes eloszldsuk megegyezik a (16) képletben szerepld fiiggetlen, ott

37



megadott paramétert ng, 1 < k < [, Poisson eloszldsi valészintliségi valtozékbol

En

definialt W_Tk, < k <[+ 1, kifejezések egyiittes eloszlasaval. Ezért az utolso
n

egyenl6tlenségbdl kovetkezik a (16) formula.
2

u
8n2—k
ben mar bebizonyitottuk a 10. feladatban. Az ott bizonyitott becslés egy k.,
n paraméterti Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvényérol ugyan-
is tetszOleges valdés n > 0 szdmra is érvényes. (Ebben az egyenlétlenségben nem
torekedtiink éles becslést adni. Tovabba ezt az egyenlétlenséget ugy fogalmaztuk
meg, hogy a k = [ + 1 esetet ne kelljen kiilon tekinteni.) Specidlisan, u = n2=*

% } becslést.

Az Fexp {n2_(k+4)ﬁ,%} < B egyenlotlenség bizonyitasa érdekében vezessiik be az
Fr(y) = For(y) = P(Ink| < y), 1 < k <1+ 1, eloszlasfiiggvényeket, és jegyezziik

egyenl6tlenséget u < n27F eset-

A Pl — En| > w) < 2exp2{—

vélasztdssal megkapjuk a P(|g, — Eng| > n27%) < 2exp{—

meg, hogy az eddig bizonyitottak alapjén 1 — Fj,(y) < 2e~2"%"/8n Ezért parcidlis
integralassal kapjuk, hogy

2= knp
2k—4 9 2ky2/16n
EeXp " T]k — e Fk(dy)
0
27 Fkp
k, 2 k2 27k
= / (1 _Fk(y)) d€2 y~/16n (1 —Fk(y))eQ y“/16n )
0
Q_kn
2Fy k2 B s
B /<1—Fk<y>>8—362 VI6n gy 41— (1= Fu(2 Fn))e? /10
0
Z_kn
k
<2 / 28—:;/@2k92/16n dy +1— G*Q_kn/16
0

2—k/2n1/2/4
=2 / Zye_y2 dy+1— e=2 "n/16 < B,
0

amint azt allitottuk.

A (17) formula bizonyitdsaban felhasznéljuk a (16) formulat, az nx — Eny, valdszint-
ségi valtozok el6bb bevezetett csonkitasat, a 7y valésziniiségi valtozé definicidjat és
az N, — By, valoszinliségi valtozokrol bebizonyitott egyenlotlenségeket. Igy kapjuk,
hogy

l 2 I 5k l
. 1 ok , 2t
P mKE:%Xﬁ(WA) >z gP(B%K(E Emﬁ+gﬁﬂ>>x>

j=1 k=1
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I+1
+ Y P (Ine — Ene| > 27%n)

k=1
l
2(k—4) 2(l—4) T
<P 72 n2 {—}
= (eXp{; P R A YT 4
1+1

_no—(k+3) _ _po—(+4)
+92 E e n2 < €Bl x/24000K + const. e n2 )
k=1

T < x
24000K — 30%00}{

és n2~(+4) > const. x, mert ezen feltételek mellett Bl < Blogn + const. < —x +
0

ha a Cy konstans elég nagy, és mivel n2~! > Cz, ezért n2~(+4) >

Ha z > Cplogn elég nagy Cy > 0 konstanssal, akkor Bl —

x
t. <

O = 190000

const. z. E reldcidkbdl és az utolsd egyenl6tlenségbdl kovetkezik a (17) formula.

A (10) egyenltlenség egyszerii kovetkezménye a (12), (14) és (17) formuldknak, a

(9) reldcié pedig a 9. feladat eredménye alapjan kovetkezik a (10) egyenl6tlenségbdl

és a 7. és 8. feladat eredményeibdl.

Mind egy W (t) Wiener folyamat mind egy X, (¢) standardizalt Poisson folyamat
fiiggetlen névekményii folyamat, és teljesiilnek az EFW(t) = 0 és EX,(t) = 0
azonossagok minden 0 < ¢ < 1 szamra. Tovabbd a Wiener folyamat trajektoriai
folytonos a standardizalt Poisson folyamat trajektéridi pedig cadlag (jobbrdl foly-
tonos baloldali hatarértékkel rendelkezd) fiiggvények. Ezért a feladatsorban meg-
fogalmazott Lemma alkalmazhaté mind a £B(t) mind a +X,,(t) folyamatokra.

Mivel W (t) nulla varhaté értéki t szérasnégyzetli normalis eloszldsi valdszintiségi

+sW (t) ts?/2

valtozok, ezért Fe =e , és a Lemma utols6 egyenl6tlensége alapjan

P sup =v/nW(t) >y | <exp {nsQLi - sy}

o<t<LZ 2n

tetszoleges s > 0 szammal. Ebbdl az egyenlotlenségbdl s = %
juk a (18a) egyenlétlenség analogonjat a Wiener folyamatra o =

véalasztassal megkap-
ﬁ paraméterrel.
A (18b) egyenlStlenség analogonjanak a bizonyitdsa hasonld. Az X, (t) valészintisé-
gi véltozd egy /nt paraméterii Poisson eloszlasi valésziniiségi valtozé minusz annak
a varhato értéke. Ezért, mint azt példaul a 10. feladat megoldasaban megmutattuk

etsXn(t) < ¢5*Vnt ha 0 < s < 1. Ezért a Lemma alkalmazésaval kapjuk, hogy

Pl sup £/nX,(t)>y]| < s Lv=sy — o~v/AL
0§t<L%

s = ﬁ valasztassal, ha L < %, ésigy s < 1. Ha L < % akkor, felhasznélva azt,
hogy a (18b) képlet baloldalan levé valészintiség az L paraméter monoton névekvé
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fiiggvénye kapjuk, hogy a (18b) becslés ebben az esetben is érvényes ugyanazzal
az « egyiitthatéval mint L = % esetben. (Val6jaban, ebben az esetben a becslést
javitani lehet, de erre nem lesz sziikségiink.)

A (18a) formula bizonyitasiat megkapjuk a Brown bridge-nek a feladatban megfo-
galmazott reprezentacioja és a 13. feladat eredménye alapjan a kovetkez6é modon:

Pl sw ValBOI>y| <P | sw ValWw@)l >

0<t<LZ 0<t<LZ
+P (ﬁLE|W(1)| > %) <927 4 P (|W(1)| > Q—f) < 267 4 2 /8L7,
n

A (18a) formula innen kovetkezik a 0 < y < n feltétel miatt.

A (18b) formula hasonléan bizonyithaté a (11a)—(11c) formuldkban definiélt Pois-
son approximacié és a 13. feladat eredménye alapjan. Ezek alapjan kapjuk, hogy

Pl sup Vn|Z,(t)| >y | <2 Y+ P | sup n|Y,(t)] > % . (2.4)

Y Yy
0<t<L: 0<t<Ly

ahol az Y,, (t) sorozatot a (11c) formula definidlja. A (2.4) egyenl6tlenség jobboldala-
nak masodik tagjat a 11. feladat mdédszeréhez hasonléan becstilhetjiik. Tekintsiik
az Y, (t) folyamat feltételes eloszlasat a k, = m, m = 0,4+1,£2,..., feltételek
mellett. Ekkor a (2.3) formula bizonyitdsédnak érveléséhez hasonléan kapjuk, hogy

Y 3, Y
Pl sup VnlY,(t)| > 5| =P suw VnlYo B g (t)] > B

Y y
0<t<L: 0<t<L:

(2.5)

+ P (|kn — n| > By/ny),

ahol az Y, ,,(t) folyamatot a 10. feladat megfogalmazéasdban a (13) formula el6tt
definidltuk, x, az Y, (t) folyamatnak a (11) formuldban megadott definicigjaban
szereplé n paraméterli Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozo, és B > 0 tetszoleges
pozitiv szam. A (2.5) formula jobboldala jél becsiilheté a kovetkezd atalakitasok
segitségével.

_ — L
P sup VnlY, pmy(t) > % =P (\/ﬁYn,B\/@( y) > Q)

o<t<rY nj) 2
By/ny
= o oxi> % < (Bext)PVT v/,
j=1
ahol x1,x2,..., figgetlen egyforma eloszlasi valészintiségi valtozok, és P(x1 =

1) =1—-P(x1 =0) = LY. Ezért felhasznélva az y < n feltételt kapjuk, hogy
n

Eext =1+ %(e— 1) < exp{(e— 1)%} < exp{L(e— 1) %}
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1
Alkalmazzuk az az el6z6 becsléseket B = 37 valasztassal és a 10. feladat megol-

dasaban adott becslést a k,, — n eloszlasfiiggvényérol. Ezekbdl az eredményekbdl
kovetkezik, hogy

P sup \/ﬁ|}7n,3\/@(t)| S Y < (Eem)\/@/GL e Y2 < ele=Ny/6-y/2 < o—v/6

y 2
0<t<Ly

1
és P (|mn —n| > 6—L‘/yn) < e mst¥ Ezek a becslések fels6 korlatot szolgdl-

tatnak a (2.5) formuldban szerepld kifejezésre B = —— valasztdssal, és innen

6L
kovetkezik, hogy a (2.4) formuldban szerepl§ kifejezés kisebb, mint 2e~*¥ alkalmas

a > 0 konstanssal. A 14. feladat allitasat ezzel belattuk.

Viélasszunk olyan Cy > 0, C' > 0 és D > 0 szamokat és ng kiiszobindexet, amelyekre
minden a Cylogn < x < C7'n és 27! > Can~! feltételeket kielégitsé x > 0 valds és
[ > 0 egész szamra teljesiil a (9) reldci6, ha n > ng. Elészor azt a kissé gyengébb
allitast latjuk be, hogy az Approximacios tétel feltételben megadott becslés teljestil
minden Cylogn <z < C~!n szdmra, ha n > ng és 0 < z > C~'n ezekkel az ng és
C szammal.

Definidljuk azt az | = I(z) pozitiv egész szdmot, amelyre 2Cxn~1 > 27! > Can~!
az el6bb tekintett C' > 0 szdmmal. A 14. feladatban bebizonyitott (18a) és (18b)
relacio segitségével megmutatjuk, hogy

B(t)— B (%2;[”)‘ > z> < e—or,

Zn(t) = Zn ((k; 1))‘ > g) < e

alkalmas a > 0 és az elébb definidlt [ = [(z) szdmokkal, ha = > Cjlogn alkal-
mas Cy > 0 szdmmal. A (2.6) reldcié belatdsa érdekében vegyiik észre, hogy a

P ( sup sup N

1<k<2! (k—1)2-1<t<k2-!

(2.6)

P ( sup sup vn

1<k<2! (k—1)2-!<t<k2-

(18a) és (18b) formula baloldalan szereplé szuprémumban a 0 < t < LY tartomany
n

helyettesitheté egy v < t < u + LY tartomannyal, ha 0 < u < 1 — g, mert az

n n

ezzel a helyettesitéssel kapott kifejezés valdsziniisége megegyezik az eredeti kife-

jezés valoszintiségével. Megmutatjuk, alkalmazva a (18a) és (18b) formuldnak ezt
x

a moédositasat y = T L = ol ésu=(k—1)271 1 < k < 2! vélasztéssal, hogy a

(2.6) kifejezés baloldalan szerepld valészintiségek kisebbek mint 2+1e~%*. Ehhez

elegendd azt ellendrizni, hogy az ottani kifejezésekben szerepld belsé szuprémumot

x
27t < ZC— = L4— hosszt intervallumokban vettiik, és a kiils6 szuprémum 2
n n
2n
tagbol all. Végiil jegyezzilk meg, hogy 2!+! < o <n < e*/2 ha x> Cylogn,
x
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azaz n < e®/C0 elég nagy Cp szdmmal. Innen kovetkezik a (2.6) formula (a/2 > 0
paraméterrel az o > 0 paraméter helyett.)

Az approximécids tétel éllitdsa (ebben a némileg gyengitett formaban) egyszerii
kovetkezménye a (9) és (2.6) formuldknak. Ugyanis adva egy 0 < ¢t < 1 szdm,
tekintsiik azt a k = k(t), 1 < k < 2! szdmot, amelyre (k —1)27! <t < k27!, Ekkor
a (9) és (2.6) formula alapjan x < Cylogn esetén

V| Za(t) = B(t)| < Vn|Z, ((k=1)27") = B ((k - 1)2')]
+vn|B@t) - B((k—127"Y|+vn|Z.,(t) - Z, (k—1)27")| <z

kivéve egy a 0 < t < 1 szamtdl fiiggetlen e~ P + 2e~*% mértékii halmazt, tehét
az approximacios tétel igaz Cylogn < x < C~'n esetén. Az x < Cylogn esetben
az allitas teljesiil, ha az Approximacios tételben szereplé Cp konstanst elég nagyra
valasztjuk.

Az x> C~!n esetben a (18a) és (18b) képletek alapjan felirhatjuk, hogy

P<\/ﬁ sup |Z,(t) — B(t)] >x)

0<t<1

<P (\/H sup |B(t))] > f) + P (\/ﬁ sup |Z,(t))| > f) (2.7)

0<t<1 2 0<t<1 2
< e—C’xQ/n < e—C_’:c

alkalmas C' > 0 és C' > 0 konstansokkal. Megjegyezziik, hogy a (18a) és (18b)
képletekben szerepel a 0 < § <n feltétel. (A C~'n < z < n feltétel miatt ugyanaz

az ott megadott felsé becslés nagysagrendje, ha a kitevében z-t vagy "’”—;—et irunk.
Az itt megadott formula a becslés természetes alakja az dltalanos esetben.) A (2.7)
képlet mésodik sordnak elsé tagja hasonléan becsiilheté minden x > C~'n szamra,
mint a (18a) képletben szereplé kifejezés, amely a Brown bridge szuprémumara ad
becslést. (Ennek a becslésnek a bizonyitdsaban a Brown bridge-nek a Wiener folya-
mattal val6 reprezentaciéjat hasznédltuk, és nem hasznéltuk ki az x < n feltételt.) A
(18b) allitds bizonyitasdban hasznalt Poisson approximdci6 az x >> n esetben nem
ad jo becslést, de az § > n esetben erre az approximdciéra nincsen sziikségink.
Ugyanis a trivialis

P (Vi sup |2,(0)) > ) =0

0<t<1

azonossag érvényes, és ebbben az esetben ez hasznalhaté. Ezért a (2.7) formula
igaz, és az Approximéciés Tétel az x > C'~1n esetben is érvényes.
Bar az n < ng eset kiilon vizsgalatanak nincs jelent6sége, megjegyezziik, hogy az
Approximaciés Tétel ebben az esetben is igaz. Ehhez elég azt észrevenni, hogy
amiatt, hogy n korldtos, a (2.7) egyenl6tlenség mésodik és ezért els6 sora is kisebb,
mint Cie~ 2% minden z > 0 szdmra alkalmas C; > 0 és C5 > 0 konstansokkal.
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Kiegészités
A Lemma bizonyitasa:

Definidljuk a kovetkez6 7 valészinliségi valtozét (megallasi szabalyt), amely azt

k
szdmolja, hogy az Sy = > &, k = 1,...,n részletosszegek sorozata mely indexre lesz
j=1
el6szor nagyobb, mint a kijelolt x > 0 szam.

min{k: S >z} ha sup Sp>=z
T=7(z,n) = 1sksn
’ n ha sup Sy <=z
1<k<n

Mivel P ( sup Sp > x) = P (S; > z) ezért a Lemma els6 egyenlGtlenségét természetes
1<k<n

és lehetséges 1igy bizonyitani, hogy jé becslést adunk az S, valészintiségi valtozé EeSt
exponencialis momentumara.

A martingalelmélet standard eredményeibdl kivetkezik, hogy Fe®S < Ee*S~ tet-
sz6leges s > 0 szamra. Ehhez célszerti belatni, hogy minden s > 0 szdmra az (%, Fy),
k =1,...,n, sorozat, ahol Fr, = o(&1,...,&k) a &, .., & valosziniiségi véltozok altal
generalt o-algebra szuper-martingal, azaz F (ess’“+1|]-"k) > e*5% egy valdsziniiséggel.
Ezt az egyenl6tlenséget nem nehéz belatni felhasznédlva a feltételes varhato érték tu-
lajdonsdgait valamint azt, hogy es%k+1 = e*Skestk+1 és a €., valdszintiségi valtozé
fiiggetlen az Fj, o-algebratol. Innen kovetkezik, hogy E (essk+1|fk) = 5%k Bestht1 >
e*Sk, mert FesSv+1 > P&kt > 1 a Jensen egyenlétlenség és az F&, 1 > 0 feltétel
alapjéan.

A martingélelmélet egy alapvets (és egyszerli) eredménye alapjan abbdl, hogy az
(es9% Fi), k = 1,...,n, sorozat szupermartingal és a 7 (megalldsi szabaly) teljesiti
a 7 < n egyenlStlenséget egy valdszintiséggel kovetkezik, hogy Ee®St < Ee®S». Eazt
az egyenlGtlenséget nem nehéz belatni, de mivel az itt hasznalt érvelés lényegesen
kiilonbézik a feladatsorban térgyalt médszerektél, ezt elhagyjuk. Erdemes megjegyezni,
hogy ennek az egyenlotlenségnek a szemléletes tartalma az, hogy egy elényos jatékban
minél tovabb jatszunk annal nagyobb a varhaté nyereménytink.

A exponencidlis momentumra adott és (részben) bizonyitott becslésbol kovetkezik,
hogy

P ( sup Sg > a:> =P(S;>z)=P (eSST > esm) < EesS7e s

1<k<n
n
< Ee®Sne™ — exp {—sx + Z Bk(s)} )

k=1

és ez a Lemma elso allitésa.

A feladat masodik allitasanak bizonyitdsa érdekében vezessiikk be minden n =
1,2,... szdmra a ty, =a+ (b—a)k27", 0 < k < 2", szamokat, és a &, = X (tg,n) —
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X(tk—1n), 1 < k < 2™, valésziniiségi véltozdkat. Ekkor rogzitett n szamra a &,
1 < k < 27 valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek, mivel az X(t) folyamat fiiggetlen

k
névekményt, és X(tpn) — X(a) = > &n, 1 < k < n. Tovdbba Ef, > 0 minden
j=1
1 <k < n-re, és mivel az X(t) sztochasztikus folyamat trajektdridi folytonos vagy cad-

lag (jobbrdl folytonos és baloldali hatérértékkel rendelkezd) fiiggvények, ezért tetszoleges
x > (0 szadmra

a<t<b 1<k<2n

{w: sup (X (t,w) — X(a,w)) > :c} - n@l {w: sup (X (tpnsw) — X (a,w)) > a:}

Ezenkiviil az utolsé relacié jobboldaldn az uniéban szereplé halmazok egy az n paramé-
ter szerint novekvé halmazsorozatot alkotnak. Innen és a Lemma mar bizonyitott része
alapjan

P ( sup (X(t) — X(a)) > x) — lim P ( sup (X (thn) — X(a)) > x)

a<t<b n—00 1<k<2n
271
< lim e~ %% H Eesﬁk’" _ e—stes(X(b)—X(a)).
T n—oo paiet

Ezzel a lemma mindkét allitdsat belattuk.
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