Hatareloszlastételek és korlatlanul oszthat6 eloszlasok. III. rész
(Funkciondlis hatdreloszldstétel.)

1. Bevezetés. A problémak megfogalmazasa.

A Hatareloszlastételek és korldatlanul oszthato eloszlasok. téma lefrasanak II. részének
els6 tételében megadtuk annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy az egyenletes ki-
csiség feltételét teljesité szériasorozat egyes soraiban szerepl6 valtozok osszegeibdl egy
alkalmas konstanst levonva olyan valdszintliségi valtozokat kapjunk, amelyeknek létezik
hatareloszlasuk. Kimondjuk ujra e tétel elégséges részét. Utdna megadjuk ennek az
eredménynek egy masik bizonyitasat, illetve targyalni fogjuk annak egy altaldanositasat,
amelyben azt bizonyitjuk be, hogy alkalmas feltételek mellett az 0sszegek sorozatabol
természetes mdédon elkészitett torottvonalfiiggvények teljesitenek egy funkciondlis ha-
tareloszlastételt. Ennek a targyaldsnak egyik célja az, hogy jobban megértsiik az eddig
targyalt eredmények hatterét. A targyalandd eredmény a kovetkezo:

1. Tétel. Legyen &5, k = 1,2,..., 7 = 1,...,ny, az egyenletes kicsiséget teljesité
szériasorozat Fy, j, k=1,2,..., 1 < j < ny, eloszldsfiggvényekkel. Vezessiik be az

Nk
My(dx) = 2*Fp (dz), k=1,2,... (1.1)
j=1

kanonikus mértékeket a szamegyenesen, rogzitsink eqy a > 0 szdmot, és definidaljuk a

r  halz|<a
T(x) =To(x) =< a haz>a (1.2)

—a hazx<-—a

figguényt. Tegyiik fel, hogy a & ; valdszindségi vdltozok teljesitik az ET(& ;) = 0
azonossdagot minden k = 1,2,..., 1 < 5 < nyg indexre, és az My mértékek konvergalnak
egy My kanonikus mértékhez a szamegyenesen.

ng
Ekkor az Sy, = ) &k j Osszegek eloszldsban konvergdlnak egy eloszldshoz, amelynek
j=1
p(t), —o00 < t < o0, karakterisztikus fiigguényét, pontosabban annak (létezd) logarit-
musdt a

ogo(t) = [~ T aan (13)

2
oo u

képlet adja meg, ahol az My kanonikus mérték az My, mértékek hatarértéke, a T figguényt
pedig az (1.2) formuldban definidltuk.

Az eredmény jobb megértése érdekében felidézziik, hogy egy a szadmegyenesen
definialt M mértéket kanonikusnak neveziink, ha
) 1
M([—a,a]) < oo, és { —M(dz) < oo

lz|>a} T
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minden véges a > 0 szamra. Kanonikus mértékek M} sorozata, k = 1,2,..., akkor
konvergél (gyengén) egy My kanonikus mértékhez, ha

<1 <1
~ Y — T — M () —
klifngo M, (z) = klirgo ) EMk(du) = M (x) —/x ﬁMo(du),
klg{)lo M, (z) = kli)r{)lo - ﬁMk(du) =M, () = /_OO EMO(du),

minden olyan x > 0 szdmra, ahol az M (z) illetve M, (z) fiiggvény folytonos, és
lim My{[a,b]} = My{[a,b]}
k—o0

minden olyan — < 0o < a < b < oo szamra, ahol az My mérték folytonos. (Az M
mérték folytonossdga az a és b pontokban azt jelenti, hogy My({a}) = My({b}) = 0).

Az 1. Tétel, illetve a benne szerepld (1.3) formula pontos megfogalmazésa érdekében
definidlni kell az (1.3) formuldban szereplé integrandust az v = 0 pontban is. Ezt
folytonossagi meggondolasok alapjan a kovetkez6é modon tessziik:

itu_l_'t itu_l_'t t2
e it (u) i itT(u) _

2 2 '
U u—o U0 U 2

A fentebb megfogalmazott 1. Tétel a Hatdreloszlastételek és korldtlanul oszthato
eloszlasok. 1I. részének 1. Tételében szereplé eredménynek csak az egyik felét tartal-
mazza, a hatareloszlastétel kimondasat az elégséges feltételek teljesiilése esetén. Sot ezt
az allitast is csak abban az esetben mondja ki, ha teljesiil az E7(§, ;) = 0 feltétel minden
kE=1,2,... és1 <j <ny indexre. Viszont az altalanos eset egyszeriien visszavezetheto
erre a specialis esetre a II. részben szerepld 3.lemma segitségével. A tétel kimondasa
ebben az esetben egyszeriibb, ekkor az M) kanonikus mértékek konvergencidja a kano-
nikus My hatarmértékhez helyettesiti a II. részben szereplé bonyolultabb feltételeket.

A valészinliségszamitas problémaiban gyakran az osszeadandékbol kivonjuk a var-
hato értéket, és csak nulla varhaté értékli valdszintliségi valtozok normalizalt Osszegeit
vizsgaljuk. Az E7(& ;) = 0 feltétel megfogalmazasa ennek az elvnek a médositasa az
altalanos esetben, amikor a valészinliségi véaltozéknak nem feltétleniil 1étezik varhato
értékiik.

Az 1. Tétel bizonyitasat a masodik rész bizonyitasatol lényegesen eltéré modszerrel
latjuk be. Az aldbbi viszonylag egyszerti és a kiegészitésben bebizonyitott eredményt
fogjuk hasznalni.

Tétel A. Legyen Sy és Ty, k = 1,2,..., valdszinilségi vdltozok sorozata, amelyre az
Sy — Ty kiilonbségek sorozata sztochasztikusan tart nulldhoz k — oo esetében. Ha az
Sk wvalosziniiségi vdltozok sorozata eloszldisban konvergdl eqy F eloszldshoz, akkor az Ty,
valosziniségi vdltozok sorozata is konvergdl ugyanahhoz az F eloszldashoz.

Sot igaz ennek az eredménynek a kévetkezd dltaldnositisa is. Legyen adva egy
(X, p) szepardbilis, metrikus tér és (X, p) tér értékii valdsziniségi vdltozoknak két Sy, és
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Tk, k =1,2,..., sorozata, amelyre a p(Sk,T)) tdvolsdg sztochasztikusan tart nulldhoz,
k — oo esetében. Ha az Sy sorozat eloszlasban konvergdl eqy p valdsziniiségi mértékhez
az (X, p) téren, akkor a Ty valésziniiségi vdltozok sorozata is konvergdl ugyanahhoz a p
mértékhez.

Az 1. Tétel bizonyitasaban a Tétel A els6 allitdsara van csak sziikségiink. A Tétel A
méasodik allitdsat azért mondtuk ki és azért fogjuk bebizonyitani, mert az 1. Tételnek
egy funkciondlis hatéareloszlastétel valtozatat is targyalni fogjuk, és annak vizsgalataban
erre az allitasra lesz sziikséglink. Az 1. Tétel bizonyitasa hasonlé lesz a Poisson hatar-
eloszlastételnek az elsé rész kiegészitéséban adott bizonyitasahaz. A Tétel A segitségével
belatjuk, hogy az 1. Tétel bizonyitasa redukalhat6 olyan valdszintiségi valtozdk konver-
gencidjanak a bizonyitasara, amelyek eloszlasai korlatlanul oszthatdak, és az ezeket az
eloszlasokat meghatarozo kanonikus mértékek is konvergalnak. Ez utobbi allitast szintén
a Tétel A segitségével fogjuk belatni.

Ahhoz, hogy a fent vazolt programot végre tudjuk hajtani el6szor célszeri az
1. Tételben szereplé M, kanonikus mértékeket szétvalasztani két részre, amelyek koziil
az egyik biztositja a korladtlanul oszthaté eloszlas normadlis a mésik pedig a Poisson
komponensének a konvergenciajat. Ez a tartalma a kévetkezd 1. Lemmanak.

1. Lemma. Legyen &, k = 1,2,..., 1 < 5 < ny, az egyenletes kicsiség feltételét
teljesitd szériasorozat, Fy ; a & ; valdszindségi vdltozo eloszldsfiggvénye, Gy ;(dzx) =
ng
2?2 Fy, ;j(dx). Tegyik fel, hogy az My = > G kanonikus mértékek (gyengén) kon-

7j=1

vergdlnak egy My kanonikus mértékhez. Irjuk az My mértéket My = M} + MY alak-
ban, ahol M} az My mérték origéba esé része, azaz minden mérhetd A C R' hal-
mazra M{(A) = 0, ha 0 ¢ A, és Mj(A) = My({0}), ha 0 € A, tovibba M} =
My — M{. Ekkor létezik olyan e, > 0, e — 0, ha k — oo, szdmsorozat, amely-
re az M;, M, (A) = Mip(ANI{|z| < ex}) mértékek gyengén konvergdlnak az M)
kanonikus mértékhez, az M;', M]'(A) = Mi(A N I{|z| > er}) mértékek pedig gyengén
konvergdlnak az M kanonikus mértékhez, ahol I(B) a B halmaz indikdtorfiggvénye.
Tovabbd lim sup (1 — Fyj(er)) =0, és lim sup Fy ;j(—ex) =0, s6t teljesil a

k=00 1<j<n, k=00 1<j<ny
Nk
i 3 I0 = Fig(e) + By (=e)l” = 0 (L5)
‘]:

reldcio 1s.

Megadjuk az 1. Lemma segitségével azt a konstrukciot, amely lehet6vé teszi az 1. Tétel
bizonyitasanak redukcidjat korlatlanul oszthaté eloszlasok konvergenciajanak vizsgala-
tara. Kényelmi okokbodl az 1. Tételben szerepl6 &, ; valoszinliségi valtozok helyett veliik
azonos eloszlasu é,w- valoszintiségi valtozokat fogunk tekinteni.

Teljesitse a & 5, k =1,2,..., 1 < j < ny, szériasorozat az 1. Tétel feltételeit. Min-
den (k,j), k=1,2,...,1 < j < ny szamparra tekintsiik a &, ; valésziniiségi véaltozokat,
és deﬁniéljuk az Dk,j(A) = P(fk’j S A’ |£k,j‘ < 5k>; l:/k’J(A) = P(fk’j € A‘ |£k,j > &?k)
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val6szintiségi mértékeket, és py ; = P(|&k ;| > ex) szdmokat, ahol A € R! mérhet6 hal-
maz, és az € szamok olyanok, amelyekkel az 1. Lemma &llitasai teljesiilnek. Legyenek
772:7 =1, figgetlen, 7y, ; eloszlasu valoszinliségi valtozok. Tekintsiink tovabba
fiiggetlen ¢, ; Poisson eloszldst valdszintiségi véltozokat py ; paraméterrel, ahol a py ;
szdm az 1 — e"Pki = py i egyenlet megolddsa, amelyek fliggetlenek az 7727 ; valtozoktol
is. Legyenek i1, 1 < j < ng, 1 =1,2,..., egymastdl és az osszes eddig konstrualt
valoszinliségi valtozotdl fliggetlen valoszinliségi valtozok, amelyekre v 1, [ = 1,2,. ..,
Uy, ; eloszlast.

Ck,j
A mar definidlt n; ; valésziniiségi véltozdk mellett definidljuk az ny ; = > vk 5.1,

&g = Mol = 0), & = V1 L(Cj = 1)y &k = &y + & o 68 Mg = Moy + My
kE=1,2,...,1<j <ny, valészinliségi valtozokat. Belatjuk, hogy a fent konstrudlt ka,j
és ny,,; valoszintiségi valtozok teljesitik az alabb megfogalmazandé 1. Segédtétel allitasat,
amely lehetové teszi az 1. Tétel bizonyitasit redukdlni az egyszerlibben vizsgalhaté ny, ;
valoszinliségi valtozok Osszegének a vizsgalatara.

Jegyezziik meg, hogy a Yk j1,---,Vk,j,c.; Poisson folyamat py ;v ; szdmlalé mér-
Ck.j
tékkel. Ezért, mint azt az . részben lattuk az ny ; = >y ;1 valdszintiségi véltozd

1=1
korlatlanul oszthaté eloszlasu, és karakterisztikus fliggvényének logaritmusa

_ ) o eitu_l
log @1, (t) = log Be"s = / (€1 — 1)pp ;7 5 ( du) = 252 / ———Ghj(du),
Pkj J{ju|>er}y U
(1.6)

ahol Gy, j(du) = u?F}, ;( du) megegyezik az 1. Lemmdban definidlt G}, ; mértékkel.

1. Segédtétel. Teljesitse a &5, k = 1,2,..., 1 < j < ny, szériasorozat a 1. Tétel
feltételeit. Ekkor a fent megadott az 1. Lemma eredményét felhaszndlo konstrukcio tel-
jesiti a kovetkezd tulajdonsdgokat: A konstrudlt ék,j = 512,;’ + ng valosziniségi vdltozok
eloszldsa megegyezik & ; vdltozok eloszldsdval, 77]{C j €s i  két figgetlen szériasorozat,
azaz rogzitett k indexre az nk , 1 <5 < nyg, és nk , 1 < 5 < ng, véletlen vektorok
fiiggetlenek. Tovdbbd, P(|§k3| < ex) = P(m 41 < z—:k) =1 az 1. Lemmadban bevezetett
ek, k=1,2,..., szdmokkal. Tovdbbd

Nk

Jim Zl & ; — Enj;1 =0 (1.7)
J:

és teljesul az

p
sup Z(gk,j Efllc,j) - (né,j - Enﬁg,j) =0,
(1.8)
p
sup | > (&0 — ET(&;) — (i — Er(ni ;)| = 0
1§p§nk j=1




reldcio, ahol = sztochasztikus konvergencidt jelol. A Z (nk] ET(ny ;) 0sszeg ka-

rakterisztikus fiigguényének logaritmusa kifejezhetd eqy az M /" mértékhez kizellevs M
kanonikus mérték segitségével a kovetkezo modon:

. S " " e —1— itT(u) Vil
log Eexp qit [ » (il ;— Er(ni;)) | p = 5 M/ (du), (1.9)
j=1
ahol M}!(du) = M]!(du)+ Z p’” p’”G ;(du), és G} ; a Gy j mérték megszoritdsa az
R\ [—ek, k] halmazra.
Az nfw. — Enfm-, k=1,2,...,1<j < ng, szériasorozat teljesiti a centralis hatdr-

eloszldastételt nulla varhato értékkel és Mo({0}) szdrdsnégyzettel.

Megfogalmazunk egy eredményt korlatlanul oszthaté eloszlastu valdszintiségi valtozokrol,
amelyik lehet6vé teszi az 1. Tétel bizonyitdasanak befejezését. Emlékeztetoil idézziik
fel, hogy amennyiben M kanonikus mérték a szamegyenesen, &,, n = 1,2,..., Pois-

son folyamat a szdmegyenesen egy olyan pu szamlalémértékkel, amelyet a p(du) =
(

—du) keplet hataroz meg, azaz egy A halmazba esé pontok szama Poisson eloszlasu

f A u2 M (du) paraméterrel, és diszjunkt halmazokba esé pontok szdma fliggetlen va-
16szintiségi véltozok, akkor az n = ny = Z &n — E (Z (Sn)) osszeg, ahol a 7(-)
n=1

fiiggvényt az (1.1) képletben definialtuk, egy Valoszmuseggel konvergens, és np; korlat-
lanul oszthaté valdészintiségi valtozé. Pontosabban, az 1y, valdsziniiségi valtozot az

= lim G| -E[ Y (&)

n: |€n|>27F n: [§n[>27F

formula segitségével definidlhatjuk. Az els6é részben belattuk, hogy a fenti limesz egy
valoszintiséggel létezik. Ezen n = ny, valdszintiségi valtozo karakterisztikus fiiggvényé-
nek a logaritmusat a

— 1 —itr(u )

- M (du) (1.10)

logso(t)zlogcpM(t)z/ e

képlet adja meg. Az elobb definidlt n,; valdszinliségi valtozét a p szamlalémértéki
(1,(s,... Poisson folyamat altal meghatarozott korlatlanul oszthato valdszinliségi val-
tozonak fogjuk nevezni. Megfogalmazzuk az alabbi eredményt.

2. Segédtétel. Legyen My, k = 1,2,..., kanonikus mértékek sorozata, amelyek gyen-
gén konvergdlnak eqy My kanonikus mértékhez. Teljesiiljon tovabbd az My({0}) =0 és
Mi({0}) =0, k = 1,2,..., feltétel. Legyen pr(du) = %, k=0,1,2,.... Ekkor
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definialhatoak olyan py, k = 1,2,... szamldlomértékd i 1,8k2,..., €5 po szamldlo-
mértéki ék,l, §k72, ..., Poisson folyamatok, amelyekre a &i.1,&k,2,... Poisson folyama-
tok dltal meghatdrozott (az (1.9) formula utdn definidlt) ni, és a £x1,&k.2,... Poisson
folyamatok dltal meghatdrozott 1y korldtlanul oszthato eloszldsi valoszinidségi vdltozok
teljesitik az mi, — M, = 0 reldcidt, ahol = sztochasztikus konvergencidt jelél. (Megje-

gyezziik, hogy a My valdszintiségi valtozok eloszldsa nem fiigg a k indextdl).

Megjegyzés: Némi tovabbi munkaval a 2. Segédtétel némileg élesebb valtozata is bi-
zonyithaté. Lehet olyan konstrukciét is adni, amelyben 7, = 7, azaz ez a valészintiségi
valtozo nem fligg a k indextdl. Tovabba elérhet6 az is, hogy az n, — i, — 0 relécid egy
valoszintiséggel teljesiiljon. Viszont az altalunk megfogalmazott gyengébb eredmény
egyszeriibben bizonyithato, és a vizsgalt problémdaban ugynanolyan jol hasznélhato.
Ezért fogalmaztuk meg a 2. Segédtételt ebben az alakban.

Megmutatatjuk, hogy az 1. és 2. Segédtételbdl valamint a Tétel A-bol kovetkezik
az 1. Tétel. Tekintsikk az 1. Tételben konstrudlt my i, my ;, 68 me; = 0y, + My

ng
k=1,2,...,1<j<ny, valésziniliségi valtozdkat valamint a Tj, = > (nx,; — E7(Mk,5)),
=1
nk nk .. J ..
T, = Zl(n;w. — En ;) 6 TY = 'Zl(ngd. — ET(ny ;) Osszegeket. Eldszor azt mu-
j= j=

tatjuk meg, hogy a T} Osszegek eloszlasban konvergdlnak egy olyan eloszldshoz, amely-
nek karakterisztikus fiiggvényének logaritmusat az (1.3) formula adja meg. Valéban,
Ty, =T, +T)], a Ty és T} valészintiségi valtozok fiiggetlenek, a T} valdsziniiségi valtozdk
eloszlasban konvergalnak egy nulla varhat6 értékii Mo({0}) szérdsnényzetii normélis
valdszintiségi valtozéhoz az 1. Segédtétel alapjan. Masrészt a T} val6szintiségi valtozdk
eloszldsban konvergalnak az M kanonikus mérték altal meghatdrozott korldtlanul oszt-
haté eloszlashoz. Ez kovetkezik a 2. Segédtételbdl és abbdl a ténybdl, hogy az (1.9)
formuldban szerepld M, kanonikus mértékek konvergdlnak ahhoz az ahhoz az M{
kanonikus mértékhez, amelyik az My mérték megszoritdsa az R \ {0} halmazra. Az
M| kanonikus mértékek gyenge konvergencidja az M{ kanonikus mértékhez kovetkezik
abbdl a ténybdl, az My, mértékek megszoritésai a R\ [—eg, ex] halmazokra konvergdlnak
n _
az M/} mértékhez az 1. Lemma eredménye szerint, tovdbbd a Zk: Pl Bl Gy i (du)
j=1 7
mértékek konvergdlnak az azonosan nulla mértékhez. Ez utébbi relacié azért igaz, mert

Pri—Pri >0, és lim sup PiPhi (). Valéban, a pi ; mennyiség 1 — e Pki = py
Pk.j k—00 1< j<ny, kg

definiciéjabol kévetkezik, hogy p ; = —log(1 —py j), ahonnan nagy k indexekre, (mivel
ekkor py ; nagyon kicsi minden j indexre) py ; < pr; < pij + pi’ ;- Ezért teljestilnek a
Pk,j €s pr,; mennyiségekre megfogalmazott relaciok.

Végiil az 1. Segédtétel és a Tétel A lehetové teszi az 1. Tétel bizonyitasanak be-
fejezését. FEzen éredmények miatt elég megmutatni azt, hogy az az 1. Segédtételben

~ ~ NEg . Nk ~ ~
definidlt & ; valésziniiségi valtozok S, = > &k = > (fkyj - ET(ka)) Osszegei tel-
j=1 j=1

jesitik az 1. Tételt. Ez viszont igaz, mert az (1.8) formula alapjén Sy — T} = 0, ahol
= sztochasztikus konvergenciat jelol. Ezért a T} sorozatra mar bebizonyitott konver-
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genciabdl és a Tétel A-bol kovetkezik az 1. Tétel.

Egy olyan allitast is bizonyitani fogunk a fenti perturbacids elv segitségével, amely
szerint néhany természetes tovabbi megkotés esetén nemcsak a sordsszegekre vonatkozo
hatareloszlastétel, hanem annak egy élesebb valtozata, az ugynevezett funkcionalis
hatareloszlastétel is érvényes. Azt latjuk be, hogy ha nemcsak az egyes szériasorozatok
Osszes elemének az eloszlasfliiggvényeibol készitett kanonikus mértékek, hanem a széria-
sorozatok részletosszegeihez tartozé természetes médon definidlhaté kanonikus mértékek
is konvergalnak, akkor élesebb allitas is érvényes. Ennek az allitasnak a megfogalmazasa
érdekében el6szor felidézziik annak az irodalomban D([0, 1]) térnek nevezett metrikus
tér fogalmat, ahol az eredményt meg tudjuk fogalmazni.

Azt mondjuk, hogy egy z(t), 0 < t < 1, fiiggvény cadlag fliggvény (continue
a droite, limite & gauche), ha az x(t) fiiggvény minden pontjdban jobbrdl folytonos,
és létezik baloldali hatarértéke. A cadlag fiiggvények alkotjdk a D([0,1]) teret al-
kalmas metrikdval e fiiggvények terén. Az egyik lehetséges metrika ezen a téren a
kovetkezé d(-,-) tavolsdg: Legyen z,y € D([0,1]), két cadlag fliggvény, € > 0 valds
szadm. A d(x,y) < e relaci6 akkor teljesiil, ha létezik olyan szigorian monoton névekvé
folytonos A(t) fiiggvény, amely a [0, 1] intervallumnak 6nmagéra vett homomorfizmusa,

sup |\(t) —t| <e,és sup |y(t) —z(A(t))| <e.
0<t<1 0<t<1

A D([0,1]) tér a fenti metrikdval szeparabilis, de nem teljes metrikus tér. Az, hogy
két x(-) és y(-) cadlag fliggvény kozel van egyméshoz a fenti d(-,-) metrika szerint azt
fejezi ki, hogy bar a szuprémum norma szerint ez a két fiiggvény tavol lehet egymastol,
de az egyik fliggvény paramétertartomanyanak kis transzformaciéjaval a két fiiggvény
kozel vihet6 egymashoz.

Nem ez az egyetlen lehetéség egy metrika bevezetésének a D([0,1]) téren. Defi-
nidlhatjuk példaul a kovetkezd do(-, ) metrikdt a D([0, 1]) téren. Legyen z(-), y(-) két
cadlag fiiggvény. Azt mondjuk, hogy do(z,y) < e, ha létezik a [0,1] intervallumnak
olyen A(+): [0,1] — [0, 1] homomorfizmusa 6nmagara, amelyre

A(t) — A(s)

; <eg, és|x(t) —y(A(t))] < e minden t € [0,1] szamra.
—s

A(0) =0, sup log’
t#s

Be lehet latni, hogy a d(-,-) és do(-,-) metrikdk ugyanazt a topolégidt definidljak a
D(]0,1]) téren. A lényeges kiilonbség az, hogy a D([0,1]) tér a fenti do(-, ) tavolsiaggal
teljes szeparabilis metrikus tér, mig a dy(-, ) tavolsdggal nem az.

Megjegyezziik, hogy a Tétel A eredményének megfogalmazasaban csak azt tettiik
fel, hogy a tekintett (X, p) metrikus tér szepardbilis, de nem koveteltiitk meg, hogy teljes
is legyen. Ez teszi lehetové, hogy a d metrikat hasznalhassuk a tovabbiakban.

A 2. Tétel megfogalmazédsa érdekében bevezetiink néhany jelolést. Adva egy az
egyenletes kicsiséget teljesité & ;, 1 < j < my, szériasorozat, ahol Fy ; jeloli a & ;
valoszintliségi valtozé eloszlasfiiggvényét definidljuk az

!
Sko=0, Ski=> &, 1<1<my (1.11)

Jj=1
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részletosszegeket, illetve rogzitve minden k£ = 1,2,... szdmra egy alkalmas 0 = uyo <
ug1 < ugo < - <Uupp, = 1 szdmsorozatot az

Sk(t) = Sk(t,u;“o, .. .,ukmk) = Sk,l—l: 0<t<1, ha Ug -1 <t < ugy,

1.12

1 Sl Snka Sk(]-) :Sk,nk7 ( )

véletlen cadlag fliggvényeket minden &k = 1,2,... indexre. Definidlunk tovabba bi-

zonyos Nj, mértékeket a szdmegyenes és a [0, 1] intervallum R x [0, 1] direkt szorzatdn

a kovetkez6 modon: Legyen 0 = upo < up1 < upo < --- < Upp, = 1 ugyanaz a
szdmsorozat mint amelyik az (1.12) formuldban szerepelt.

ng
Az Ni(-) mérték az R! x U{uk»l} halmazra van koncentrélva, (1.13)

=1

és az Ni(-) mérték megszoritdsa a {(t,u): t € R, u = uy,} egyenesekre, 1 < [ < ny,
legyen az x?Fy, ;(dz) mérték, azaz

Ni(B x{uk,}) = / 2*Fy (dz), hal<Il<nyg, és BCR' mérheté halmaz. (1.14)
B

Vezessiik be a kanonikus mértékek konvergenciajanak a kovetkezo megfelelojét a
R! x [0,1] sdvban definialt alkalmas tulajdonsigi mértékekre, amelyeket szintén ka-
nonikus mértékeknek fogunk nevezni. Az (1.13), és (1.14) formuldkban definidlt Mj
mértékek szintén kanonikus mértékek.

Kanonikus mértékek definicigja és konvergenciaja a sik bizonyos savjain. Ne-
vezziink egy az R x [0, 1] sdvon definidlt N(-) mértéket kanonikusnak, ha minden s > 0
szamra

N(du, d
N([-s,s| x[0,1]) < 00, és / w < 00.
{(u,v): |u|>s, 0<v<1} v
Legyen adva Ny, k = 0,1,2,..., kanonikus mértékek egy sorozata az R' x [0,1] sdvon.

Azt mondjuk, hogy az Ni kanonikus mértékek sorozata konvergdl az Ny kanonikus

mértékhez a R x [0,1] sdvon k — oo esetén, ha tetszdleges olyan 0 < a < b < 1

szamokra, amelyek az No mérték folytonossagi pontjai, azaz amelyekre lin% No([-R, R] x
e—

_ - . _ _ - . No(du,dv)
la—¢,a+¢]) =0, gl_I%NO([ R,R| x [b—¢,b+¢]) =0, gh_{%f\uDRv lv—a|<e o2 =0,
gi_r>r(l)f|u\>R,|v—b|<a W = 0 minden R > 0 szdmra, az My, 4 (B) = Ni(B X [a,b]),
k = 1,2,..., képlettel a szamegyenesen definidlt My, o (-) kanonikus mértékek kon-

vergdlnak a szdmegyenesen az My op(B) = No(B X [a,b]) képlettel definidlt Mo q.p(-)
kanonikus mértékhez, ha k — oo.

Az aldbb megfogalmazott 2. Tétel azt mondja ki, hogy ha az (1.13), és (1.14)
képletekben az R! x [0,1] sédvon definidlt N, kanonikus mértékek konvergalnak egy
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az R! sdvon deffinidlt Ny kanonikus mértékhez, akkor az (1.12) képletben definidlt
Sk(-) D([0,1]) térbeli valoszintiségi valtozdk gyengén konvergalnak egy D([0,1]) térbeli
valoszintliségi valtozohoz, amelynek véges dimenzids eloszlésait az Ny kanonikus mérték
segitségével explicit modon meg tudjuk adni.

2. Tétel. Legyen & 5, k = 1,2,..., 1 < j < ng, az egyenletes kicsiségnek eleget tevd
szériasorozat, amelynek minden tagja teljesiti az ET(&x ;) = 0 feltételt az (1.2) képletben
definidlt T(x) = 14(x) fliggvénnyel, ahol a > 0 valamilyen régzitett szam. Definidljunk
minden k = 1,2,... szdmra egy olyan 0 = upo < up1 < up2 < -+ < Upp, =1

szamsorozatot, amelyre lim  sup |ug; — ug—1| = 0, €s tekintsik az (1.13) és (1.14)
k—o0 1<I<ng

képletek és az eldébbi 0 = upo < up1 < upo < -+ < ugp, = 1 szdmsorozat segitségével
definidlt Ny kanonikus mértéket az R x [0,1] sdvon. Tegyiik fel, hogy az R' x [0,1]
sdvon definidlt Ny kanonikus mértékek sorozata konvergdl eqy alkalmas No kanonikus
meértékhez. Tegyuk fel tovdabbd, hogy

a.) Az Ny hatdrmérték segitségével definidlt \(t) = No({0} x[0,¢t]), 0 <t < 1, fuggvény
a [0, 1] intervallumban folytonos.

b.) Minden b > 0 szamra az Ny hatarmérték segitségével definidlt

NO(dxa dy)

Vb(t):/ — 0<t<1,
{(z,y) |z|>b, 0<y<t} x

fiiggvény a [0, 1] intervallumban folytonos.

Ekkor az (1.12) képletben definidlt Si(t), 0 < t < 1, sztochasztikus folyamatok
mint D([0,1]) térben értelmezett valdsziniségi vdltozok gyengén konvergdlnak egy olyan
S(t), 0 <t <1, sztochasztikus folyamathoz, amely szintén tekinthetd, mint egy D([0,1])
térbeli valosziniiségi valtozo. Ez az S(t) folyamat fiiggetlen novekményi sztochasztikus
folyamat, amelyet eqy eqy Ny szdmldlomértéki Poisson folyamat definidl természetes
mddon. Tekintsik e sztochasztikus folyamat egyik S(v) — S(u), 0 < u < v <1, alakd
novekményét. E valosziniségi vdltozo eloszldsa olyan korldtlanul oszthato eloszlds, ame-
lyeket az My, »(dz) = No(dz x [0,v]) képlettel definidlt My, kanonikus mértékek
hatdroz meg. Ez azt jelenti, hogy az S(v) — S(u) valdszinidségi vdltozo ¢y, . (t) karak-
terisztikus fliggvényének létezik logaritmusa, amelyet az (1.3) képlet aldbbi vdltozata ad
meg:

* etT — 1 —jtr(x)
2

log ¢u(t) = /

—0

Moy, (dx). (1.15)

T

Megjegyzés: A 2. Tétel a.) feltételében megfogalmazott elsé latasra taldn nem természe-
tes feltétel azt fejezi ki, hogy a hatarfolyamat Gauss része olyan fiiggetlen névekményti
X(t), 0 <t <1, Gauss folyamat, amelyre az s(t) = Var X (t) fiiggvény folytonos a [0, 1]
intervallumban. Hasonléan a b.) feltétel segitségével bizonyos nem folytonossagbdl
szarmazo ellenpéldakat kivanunk kizarni.



Az 1. és 2. Tétel bizonyitasa hasonlé elven alapul. Az 1. Tételben hasznalt 1. Se-
gédtétel konstrukcidja, amely lehetové teszi a szériasorozatokban szerepld valdszintiségi
valtozoknak alkalmas korlatlanul oszthatd valdszintiségi véaltozdkkal valo helyettesitését
alkalmazhaté a 2. Tétel bizonyitdsaban is. Jegyezziikk meg, hogy az 1. Segédtételben
szerepld (1.8) formulat ugy fogalmaztuk meg, hogy az alkalmas legyen a 2. Tétel bi-

zonyitasaban is, és a sup Kkifejezés azért szerepel ebben a formuldban.
1<j<ny

Roviden attekintjiik az 1. Tétel bizonyitasanak gondolatat. A 2. Tétel bizonyitasa
ehhez hasonlé moédon torténhet. Az 1. Lemma és az 1. Segédtétel lehetévé teszi, hogy
a vizsgalando6 osszegek vizsgalatat helyettesiteni tudjuk két mésik osszeg vizsgdlataval,
és ennek a két Osszegnek a vizsgdlatat szepardlni tudjuk. Mind a két esetben egy al-
kalmasan definialt szériasorozat Osszegeinek hatéareloszlasat kell vizsgalnunk. Az els6
osszeg viselkedése adja meg a hatarérték normalis a masik Osszeg pedig annak nem
normalis részét. Az els6 Osszeg viselkedését le tudjuk frni a centralis hatareloszlastétel
segitségével. A mésodik Osszeg vizsgalatat masként végezhetjiik. Ekkor az 1. Lemma,
az 1. Segédtétel és a Tétel A lehetévé teszi, hogy a vizsgalando szériasorozat tagjait
korlatlanul oszthato eloszlasu valészintiségi valtozdkkal helyettesitsiik, és belassuk hogy
ezen korlatlanul oszthatd valdszintliségi valtozok Osszegeinek ugyanaz a hatareloszlasa
mint az eredeti valészintliségi valtozok oOsszegeinek. FEz utobbi korlatlanul oszthaté
valoszinliségi valtozok Osszegeinek vizsgalata mar egyszeriibb, és ezt a vizsgalatot hajt-
juk végre a 2. Lemméban. A fenti gondolatmenet természetes médon adaptalhatd a
2. Tétel bizonyitasaban.

A fentiek alapjan a hatareloszlasok nem normalis komponensének megjelenését in-
formalisan kovetkezOképp magyardzhatjuk. Az egyes Osszeadandok kozel vannak egy
korlatlanul oszthaté valdszinliségi valtozohoz, és ezen korlatlanul oszthatd eloszlasu
valészintiiségi valtozok Osszegeinek hatareloszlasa viszonylag konnyen megadhaté. Ez
azt is jelenti, hogy a nem normadlis hatareloszlassal rendelkez6 hatéareloszlastételekben
az egyes Osszeadandoknak specialisnak alakidaknak kell lenniiik.

Jegyezzilk meg, hogy bar rejtve, de az egyes valdszintiségi valtozok helyettesitése
egy kozeli korlatlanul oszthaté valdszintiségi valtozoval szintén megjelenik a II. részben
alkalmazott a karakterisztikus fiiggvények segitségével megadott bizonyitdasban.

Valoban tekintsiink egy &5, £ = 1,2,..., 1 < j < ng, az egyenletes kicsiség
feltételét teljesité szériasorozat. Jeldlje ¢y ;(t) a & ; valdszinlségi véltozd karakte-
ny
risztikus fiiggvényét. Ekkor a & ; valdszintliségi véltozok Sy = ) & ; Osszegeinek
j=1
karakterisztikus fiiggvényei teljesitik a
ng
li (1) =¥t
kggoj]lsok,g( ) = ()

relaciét alkalmas v (t) karakterisztikus fliggvénnyel. Belattuk azt a (nem triviélis) tényt,
hogy a fenti relaciéban lehet logaritmust venni, azaz ez ekvivalens a

Nk
Jim Zl log pxj (t) = log ¥(t)
j:
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reldciéval. A bizonyitds masik fontos lépése az volt, hogy mivel a & ; véltozok egyen-
letes kicsik, ezért a log ¢y ;(t) tag a fenti Gsszegben helyettesitheté az —(1 — ¢y ;(t))
kifejezéssel, azaz a fenti formula ekvivalens azzal, hogy

Jim — ;(1 — ¢1,j(t)) = log ¥ (t).

Vegyiik észre, hogy mint azt az I. részben belattuk, az —(1 — ¢y, ;(t)) fiiggvény annak
a korlatlanul oszthaté valdszintiségi valtozd karakterisztikus fliggvényének a logarit-
musa, amelyet az a Poisson folyamat hatdroz meg, amelynek szamlalé mértéke a & ;
valoszintiségi valtozo Fj, ; eloszlasfiiggvénye. Igy alog ©r,;(t) fliggvénynek a fenti helyet-
tesitése felel meg az egyes valdszintliségi valtozdk helyettesitésének egy korlatlanul oszt-
hato valészintiségi valtozoval.

2. Az 1. Tétel bizonyitasa.

Ebben a részben belatjuk az 1. Tétel bizonyitasaban felhasznélt eredményeket, azaz az
1. Lemmat, az 1. Segédtételt és a 2. Segédtételt.

Az 1. Lemma bizonyitdsa: Viélasszunk egy olyan monoton csokkend n,, p = 1,2,...,
sorozatot, amelyre lim 7, = 0, és £n, az My mérték folytonossigi pontja. Ekkor tel-
p-)OO

jesill a lim My ((—np,np)) = Mo({0}) reldcié. Ezenkiviil minden p = 1,2,... szdmhoz
p—00

létezik olyan k(p) kiiszobindex, amelyre |My((—np,np)) — Mo(—=np,1p))| < %, ha k >
k(p). Tovabbé, ha az origd az My mérték folytonossdgi pontja, azaz M ({0}) = 0, akkor
| M ((0,m,)) — Mo(0,mp))| < L. Feltehetjiik azt is, hogy [Mg(n,) — M ()] < L, ha

k > k(p), ahol az M () és ME(-) fiiggvényeket az (1.4) formuldban definidltuk. Az
egyenletes kicsiség feltételének teljestilése miatt biztosithaté az is, hogy

1
sup (1 — Fyj(mp)) + sup Fpj(—np) < — :
1<j<ny, P Giem, T T (M () + My () + 2

ha k > k(p) és a k(p) kiiszobindexet elég nagynak valasztjuk. Feltehetjiik azt is, hogy
a kiisz6bindexek k(p) sorozata szigortian monoton névekvé. Legyen € = 1y, ha k(p) <
k < k(p+1). Ezzel a valasztédssal teljesiilnek a Lemma &allitasai. Ugyanis,

tim M (fa, b)) = Tim Mi([=meg.m00]) = Mo({03) = M ([a, ),

k— o0

ha az [a,b] intervallum a belsejében tartalmazza az origét, és klim Mj ([a,b]) =0 =
—00

M{([a,b]), ha az [a, b] intervallum nem tartalmazza belsejében az origdt, és az a és b pon-
tok az My mérték folytonossdgi pontjai (tehat akkor is, ha 0 az My mérték folytonossagi
pontja, és a = 0 vagy b = 0). E tényekbdl, illetve abbdl, hogy az M;, k = 1,2,...,
és M| mérték egy véges [—A, A] intervallumba van koncentrilva, kovetkezik, hogy az
M] mértékek (gyengén) konvergdlnak az M mértékhez. Mivel az M) mértéksorozat
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(gyengén) konvergdl az M, mértékhez, az M; mértéksorozat pedig az M) mértékhez az
M = M, — M], mértéksorozat is (gyengén) konvergal az M{ = My — M{ mértékhez.
Tovabba

Z[(l — Fy,j(ek)) + Frj(—er))?
< sup [(1 = Fy j(ex)) + Fj(—er)] Zk[(l — Fy j(ex)) + Fi,j(—ex)]
= Sw (1= Frj(ex)) + Frj(—ex)] (M (ex) + My (ex))
1 (e —e)+2) <2
= DT ) + My (1)) +2 <M0 (E) + Mo (ex) + p) <y

ha k > k(p). Innen k£ — oo hatardtmenettel kapjuk az 1. Lemma még nem bizonyitott
allitasat.
Az 1. Segédtétel bizonyitdsa: Mivel ékyj = M ;L (Crj = 0) + Yk,j1L(Cry > 1), s (i

fiiggetlen a tobbi valdszintiségi valtozétdl, ezért tetszéleges A C R! mérhetd halmazra

P& € A) = P(&j € AlCrj = 0)P(Crj = 0) + P(Epj € Al > 1)P(Cry > 1)
Me; € A)P(Crj = 0) + P(yk,j1 € A)P(Cky > 1)

(
= P(
=V (A)pr; + V" (A)(1 — pr ;)
=P(&; € An{z: |z| <ep}) + P&k, € An{z: |z| > ex})
= P(&,; € A),

azaz fk j és & ;5 azonos eloszldsiak. A konstrukciébdl azonnal lathaté, hogy rogzitett k-
raay, 1 <j < ny, valésziniiségi valtozok fliggetlenek. Ugyancsak konnyen kovetkezik
ebbdl a konstrukciébdl, hogy rogzitett k-ra a n i, ny 5, 1 < j < ng, valészintiségi
ng
véltozdk fiiggetlenek, és P(|§; ;| < ex) = P(Im ;| < ex) = 1. A kli_)r{)lojgl\Efl/s,j _

Eny. ;| = 0 reléci6 bizonyftdsa érdekében vegyiik észre, hogy

‘o, L 1=P(Gy=0),
|E¢;, ; — En, ;1 = (1= PGy = 0))| By, 4| = P(Cli,jkj: 0 ) B¢,
P(|&k 5] > ¢ . )

- W‘ET@RJ)’ < 2P(|&k, ] > Ek)’ET(gk,j)‘a

ha k > ko a_lkalmas ko konstanssal, mert 0 = ET(E;W-) = E{',’C’j + ET({;C/J), és P((kj >
1) =1—e"P%i =pp ; = P(|&k,;] > €k), ahol pi ; a p; = 1 —e P+ egyenlet megoldasa,
Dk,j = P(|§k7j| > er), 6s Dk,j < %, ha k > kg. Mivel |ET(§ZJ)‘ < aP(|§/{7j| > &) innen

kapjuk, hogy |E€, ; — Enj, ;| < 2aP(|ék ] < ex)? = 2a[(1— Fyj(er)) + Frj(—er)]”.
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Ezeket az egyenlGtlenséget Osszegezve a j = 1,...,ny szdmokra és felhasznélva az (1.5)
formulat megkapjuk a bizonyitandé (1.7) relaciét.

Az (1.8) formula elsé relacidjat a Kolmogorov egyenlétlenség segitségével bizonyit-
hatjuk. Valoban, tetszoleges € > 0 szamra

n

=

. Var (f}lg,j - 77;@,3')

P
P swp |> (&, E&,;)— (h, —Eni,)|>e] <?

1<p<ni | e?
N
Zl(l — P(Ck,; = 0))*Varn, ; . -
Jj= 2 ;2
= < — su 1-P =0 En,. .
"~ <5 1§jgpnk( (Cry =0)) ; M
1
= o Mi(l=en,er]) sup P(| ] = er)> =0

1<j<ng

ha k — oo, mert az 1. Lemméban megadott konstrukciéban limsup My ([—eg,ex]) <
k— o0

My({0}) < o0, és sup (P(|¢;] > ex)? — 0 ha k — oc.
1<j<ny
Az (1.8) formula masodik allitdsanak bizonyitdsa érdekében belatjuk elészor azt,
hogy

Er(yy ) = 2d 7(u) Fy;(du) = P2 Bl ). (2.1)
’ Pk.j J{|u|>ex} Dk,j ’

ahol, pr; = P(|&k,j1 > ekx) = [(1 — Fy (k) + Fr j(—¢€k)], és prj az 1 — e Pri = py
egyenlet megoldasa. Valéban, felhasznalva, hogy ha ny,7,..., fiiggetlen, egyforma
eloszlasu valdszintiségi valtozok, és 7 nem negativ egész értékli valdszintiségi valtozo,
amely fiiggetlen az n); valészintiségi valtozoktol, akkor E(n;+- - -+n,) = ETEn;, tovabba
E(y,; = pr,; kapjuk, hogy

Ch,j EC
-
B Y vl <) | =22 [ (u) Fe 5 (du)
=1 DPk,j  J{er<|u|<a}
— Zﬂ/ 7(u) Fy; ( du),
DPk,j J{ep<|u|<a}
és hasonldéan
Co.s
E | I(wjil = a) | = vk j((—o0, —a] Ufa, 50)) B¢y
=1

= P8 11— Fja) + F(—aiy)].
pk,]
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Mivel

Ch.j Ch,j
Er(ni ;) = E D> sl (vejal <a) | +aB | Y (vl >a) |,

a fenti két azonossagbdl kévetkezik a (2.1) formula.

Az (1.8) relacié masodik formuldjénak bizonyitdsa érdekében vegyiik észre, hogy

Ck,j Ck,j
Wi =& =Y kg = TGk > 2) ) Yk

mert a konstrukcid szerint a (. ; = 0 halmazon & ; = ny ; = 0, és a (i,; = 1 halmazon
ki =Mk ; = Vk,j1- Ezt felhaszndlva kapjuk, hogy

ng
Erj— Zn,’é’j # 0 valamilyen 1 < p < ny szdmra | < ZP(QCJ > 2)
1 j=1 j=1

P

p

J

Nk
<) [(1 = Frjler) + Frj(—ex))* = 0 hak — oo
j=1

az (1.5) formula alapjan. Ezért az (1.8) relacié mésodik formuldjanak bizonyitdsdhoz
elég megmutatni azt, hogy

ng
. 2 12
klint}o Z; |E7'(fk,j) - ET(nk,j)’ =0.

Viszont a (2.1) formula alapjan

Pk,j — Pk.j
|E7 (& ;) — ET(nil ;)| = #ET(&’J) < 2apy, ; = 2aP?(|¢ 5] > ex),
sJ
ha k > kg. Innen
Nk Nk 9
S IET(EL) = Bl )l <20 (1= Frj(er) + Frj(—ex))” =0 hak — oo
j=1 j=1

az (1.5) formula alapjan. A fenti reldciékbol kévetkezik az (1.8) formula.

Végiil az (1.6) formuldban szereplé azonossagokat Osszeadva rogzitett k-ra és min-
den 1 < j < ny, szdmra, és felhasznalva az M, mértéknek az 1. Lemmaban megadott
definicigjat kapjuk, hogy

- " eitu -1 - "
log F exp { it Z(nm =/TMk(du),
j=1
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és mivel a (2.1) azonossagot Osszegezve a j valtozéban az Z Er(n ;) =[5 () M} (du)
jf
azonossagot kapjuk, innen kévekezik az (1.9) formula. Az n) G En;m-, 1 <j < ng,
n

valészinfiségi véltozék fiiggetlenek, |, — Eny| < ek, ezért a T, = > (n;.; — Engk,5)
7j=1

osszegekre alkalmazhaté a centralis hatéreloszléstétel Az 1. Segédtétel bizonyitasat

befejezziik, ha megmutatjuk, hogy lim Z Varn,, ; = Mo({0}). Ez kovetkezik az aldbb

k—o00 j=
bizonyitando
— 2 - 2 2
. / . / /
khliloz (Emy.;)” =0, kli)rgoz Eng ;" —E& ;7| =0 (2.2)
j=1 j=1

azonossagokbol, mert lim Z Eﬁk ;= Mo({0}).

k—)oo
Az (1.7) formula blzonyltasahoz hasonléan kapjuk, hogy

Byl BT
Pk =0)  P(l& ] <ex)

ha k > ko alkalmas ko konstanssal. Innen és az (1.5) formuldbdl kovetkezik a (2.2)
formula els6 allitdsa. Masrészt

|Enj. ;| = < 2[B7(& ;)| < 2aP([&k ;] > er),

P(Ck,; =0) 2
E€, 2 — Enj, 2| = (1= P(Ch; = 0))En, ;° I Ee;,
’ é.k},j T]k‘,] ( (de )) 771«:,; P(Ckz,] :0) gk},]
< 2P(|&] > ex) EE; 2
Innen és a Schwarz egyenlotlenségbol kovetkezik, hogy
1/2
ng ) ) ng , N o 9
>o|pe - P < [ DoaPal z e Y (BeT) | <00 mak— o,
Jj=1 j=1 j=1
mert khm Z P2(|&. ;| > ex) = 0 az (1.5) formula alapjén, és
— 2\ 2 — 2
Z (Ef;’w ) < const. ZE&J < const.
j=1 j=1

minden k£ > 1 szamra.

A 2. Segédtétel bizonyitdsa. Mivel az My kanonikus mértékek konvergalnak az M,
kanonikus mértékhez, és My({0}) = 0, ezért minden ¢ > 0 szdmhoz léteznek olyan
d =0(e) >0, R = R(e) szamok és olyan n = n(e) kiiszobindex, amelyekre

M;((—6,6)) < &3, /{ %Mk(du) <e, hak>n(e). (2.3)

u: Ju|>R} U
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Tovabba azt is feltehetjiik, hogy a £9 = +6(¢) és £ R = £ R(e) szdmok az My mérték
folytonossagi pontjai.

Vezessiik be a u(dz) = %, E=1,2,...,és puo(dx) = % mértékeket a
szamegyenesen. Valasszunk olyan § = 21 < 22 < --- < xs = R szamokat, ahol s
egy alkalmas pozitiv egész szam, amelyekre +x; az My mérték folytonossagi pontja,
1 <1 <s,és % <z -z < %, 1 <l <s,ahol L = iupuk((—R,—(S)U(&,R)).

>0

Valéjdban a most definidlt definidlt 6 = 1 < 22 < -+ < zy = R sorozat az n(e)
kiiszobindexen keresztiil fiigg ez € szamtdl is, de ezt a fliggést nem fogjuk feltiintetni a
jeloléstinkben.

Tekintsiik az ¢; = 277, j = 1,2,..., szdmsorozatot. Véalasztani fogunk egy al-
kalmas n; = n;(e;) > n(e;), j = 1,2,..., szdmsorozatot és megkonstudljuk az ny és
M korlatlanul oszthatd valdszintiségi valtozokat n; < k < m;41 sorozatokat indexekre,
majd beldtjuk, hogy az n; sorozat alkalmas megvdalaztdsa esetén az ny és g, k = 1,2,.. .,
valészintiségi valtozok teljesitik a 2. Segédtétel allitasat.

A konstrudlandé ny és 7 korldtlanul oszthaté eloszldsu valdszintiségi valtozokat
egy &k.1,8k,2,- -, Mk szdmlalomértékl és egy &k 2, &k 2, ..., o szamlalémértékl Pois-
son folyamat segitségével konstrudljuk meg a szokasos médon definidlhato regularizalt
Osszegezés segitségével gy mint azt az elso részben tettiik. Azaz, legyen

ne(w) = lim > Erp(w) — E > T(&kpW) | |
P |k ,p(w)|>27N P |k ,p(w)|>27N

(2.4)
Me(w) = lim Z ep(w) — B Z 7(&hp(w) ;

N—o00 _ _
p: €k p(w)[>27N p: €k p(w)[>27N

ahol a 7(z) = 74(z) fliggvényt az (1.2) képletben definidltuk. Az els§ részben lattuk,
hogy a (2.4) képletben definidlt limesz egy valdsziniiséggel 1étezik, és az e formuldban
konstrudlt ny és 7y valdsziniiségi valtozok az el6irt eloszlasokkal rendelkeznek. (Pon-
tosabban, az els6 részben egy ezzel ekvivalens éllitdst lattunk be, ahol a 7(-) normalizald
tag helyett mas normalizdldst valasztottunk. A | ,(w)| > 27N feltételben 27V helyett
barmilyen mononoton cs6kkené Ay — 0 sorozatot valaszthattunk volna.) Megmu-
tatjuk, hogy a (2.4) képletben szereplé Poisson folyamatok alkalmas konstrukci6javal el
tudjuk érni, hogy az (n, i) parok teljesitsék a 2. Segédtétel allitasat.

A &1,&k2,. .., pr szamlalomértékd és §k72,§k72,..., o szamlalomértéki Pois-
son folyamatok megkonstrudlasat olyan C,;'fl és E,zt’l, 1 <1 < s, valészintliségi valtozok
megkonstrudlasaval kezdjiik, amelyek koziil Clj ; €8 f,jl megadjak, hogy a & illetve Ek,l,
[ =1,2,..., Poisson folyamatok hany pontot tartalmaznak az [, 2141) intervallum-
ban és hasonléan a Crl és Ek_ ; Valtozok megadjak, hogy ezek a & illetve £k, Poisson
folyamatok hany pontot tartalmaznak az [—x;41, —x;) intervallumban.

Legyenek a,f b Bfl, 1 <1 < s, fiiggetlen Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozdok
a; min (g (21, 2i41)), p((21, 2141))) és By,

max (e (21, Ti41)), po (@i, 21,))) — min(p (@0, 2141), po(@1, Ti41)))
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paraméterekkel. Hasonléan az «;_, valdszintiségi valtozénak legyen

min(,uk((—:czﬂ, —l'l))» NO((_CUI—H, —ﬂfl)))

és a (), véltozonak pedig legyen

max (p (=241, —21))s po((—Z141, —21)))
—min(pr (=211, —21)), pro (=141, —27)))

a paramétere. Ha puy((z, z141)) < po((zy,x141)) akkor legyen C,j’l = a;l, Q_”,jl = O‘Z—,l +
Bl;'jl, ha pedig pi((z1, zi+1)) > po((z1, x141)) akkor legyen Q_“,;"l = o[];l, C,;':l = a;l +
le, 1 <l < s. Hasonlbéan definidljuk a Cpy €8 ék_ ; valoszintiségi valtozokat, csak itt
az (x;,x;41) intervallumot a (—x;41, —x;) intervallummal az a;l és 51:_,1 valészintiségi
valtozokat pedig az ay ; ¢s ), valoszinliségi valtozokkal helyettesitjiik.

Az el6bb konstrualt ¢ ,j 1 ¢s (,; valosziniiségi valtozok Poisson eloszlasuak, és para-
métereik py((zy,2141)) illetve pg((—2y41, —2;)). Hasonléan, a f,;"l és Zk_l valésziniiségi
véaltozok Poisson eloszlastak u((xy, x;41)) illetve p((—zy41, —2;)) paraméterekkel. To-
vabb4,

Bl =G| = B (65 =G| = @) — (@ @)l
l’ ’E (2.5)

B¢y — G| =B (G = )| = (=, —20) = (=, —20))1.

Dobjunk C}j, , szadmu pontot egymastol fiiggetleniil az (x7, 2;11) intervallumba tgy,

n(A)
hogy a pontok e

'Z141))
(i, Szamu pontot egymadstdl fliggetleniil a (—x;41,2;) intervallumba gy, hogy a pon-

valészintiséggel essenek egy A C (xy,2;41) halmazba, és

tok % valoszintiséggel essenek egy A C (xj,z;4+1) halmazba, 1 < [ < s.

Hasonléan tekintiink egy My (—x1,x1) paraméterii Poisson eloszldst (i o val6szintiségi

valtozot, egy My ((—oo, —xs) U (zs, 00) paraméterii Poisson eloszldsi (i s valdsziniiségi

véltozét, és dobjunk le egymdéstdl fliggetlenil (o pontot a (—x1,x1) halmazba gy,
pr(A)

i ((—z1,21))

dobjunk le egymastol fiiggetleniil (i s pontot a (—oo, —x,) U (zs,00) halmazba ugy,

pi(A)
pr((—o0,—zs)U(z5,00))
(xs,00) halmazba. Legyen az Gsszes elébb tekintett (j; valdszintiségi véaltozé fiiggetlen

egymastol, és végezziik a pontdobéasokat a kiillonb6z6 halmazokba egymastol fiiggetleniil.
Ekkor a ledobott pontok egyesitése egy puy, szamlédlomértékd & 1,8k 2, . . ., Poisson folya-
mat lesz a szdmegyenesen. Hasonléan konstrudlhatunk egy po szamlalémértékii & 1,
§k72, ..., Poisson folyamatot a szdmegyenesen, csak most a (j; valészinliségi valtozokat
a Q_“k,l valoszinliségi valtozokkal, a (i és (s valdszinliségi valtozdkat egy Ek,() és Q_“k,s
valészintiségi valtozdval helyettesitjiik, amelynek definiciéjaban a px mértéket a g
mértékkel helyettesitettiik.

hogy minden pontot val6szintiséggel dobunk egy A C (—x1, 1) halmazba,

valésziniiséggel dobunk egy A C (—o0, —x5) U

hogy minden pontot
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Vezessiik be a kovetkezé jeloléseket. Adva az eldbb konstrudlt & , Poisson folya-
mat gy, szamlalémértékkel, legyen &) (w) = &p(W)I(Erp(w) € (z1,m101), &) (W) =
61 ()1 (6 () € (~igr, —), ha 1 1< 5, D) = & ()] (€ p(w) € (00, 2,0
(5,00), 5(0)( ) = &kp(W)I(&kp(w) € (—z1,21), és adva egy N pozitiv egész szdm,
5(0 N)( ) = &pw)I(27N < & p(w)| < z1). Hasonléan definidljuk a f,gl és S(O )
valoszmuségi valtozokat azzal a kiillonbséggel, hogy a £, Poisson folyamatot az elobb
konstudlt po szdmlalémértéka &, Poisson folyamattal helyettesitjik. Jelolje B; az
(21, x141) intervallumot, ha 1 <1 < s és az (x;_1, ;) intervallumot, ha —1 > 1 > —s.

Ha k > n; > n(g;), akkor az M, mérték teljesiti a (2.3) relaciét e; = 277 szammal.
Ugyancsak teljesiil ez a relacio, ha az My mértéket az M mértékek limeszével az My
mértékkel helyettesitjitk. A (2.3) formula mésodik reldcidja alapjan a (i s és (ks Poisson
eloszlasu valoszintiségi valtozok paramétere kisebb mint 277, {gy annak valdsziniisége,
hogy azon &, illetve &, valdszintiségi véltozdk szama, amelyekre |&; | > R illetve
|€k,p| > R nulldval egyenl6 nagyobb, mint 1 — 2 -277. Tovabba az ilyen valdsziniiségi
valtozok szdmdanak a varhato értéke kisebb mint 2-277. Mivel |7(z)| < a minden z € R!
szamra a fenti relaciékbodl kovetkezik, hogy

P S oGe-E|l Y ) ||<20-27 ) <227 hak>n,
{p: |£k,p|ZR} {Pi |£k,p|2R}
P Yo be-E| Y @) ||<2a-27) <2-27 hakzn
{p: €k, p|>RY} {p: |€k,p| >R}
(2.6)

Mivel egy [a, b] intervallumban definidlt p szamlalomértéki &,, Poisson folyamatra

a y_ &y véletlen Gsszeg szérasnégyzete ff u?p( du), (Idsd példdul az elsé részben szerepld
P
Lemmat), ezért a (2.3) képlet els6 része és a Chebishev egyenlétlenség alapjan (vegyiik

észre, hogy 0 < a esetén, amit feltehetiink, 7(z) = 7,(z) = z, ha |z| <4.)

P > &hp—F S (M) || > 279

{1 27N <[k p <5} {l: 27N <[&k p| <}

2j (0,N) 2.3 _ 9—j
< 2% Var > po | < 2%l =27
{1: 27N <[ | <5}

P Y au-E > @ || z27

{1: 27N <[k p| <0} {1: 27N <[&k,p| <6}

< 2% Var S 0N <96t =970, hak>n,és 2N <4
{ps 27N <&y, <6} (2.7)
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Tovabbé azt allitjuk, hogy ha az n; indexeket elég nagyra valasztjuk, akkor

P( 3 S o Ge-E D (El) (2.8)

I: 1<|l|<s \p: &, pEBI p: €k, pEBI
- Z Cop — F Z 7'(7,(37) > 2_j> <277 hak>n;
p: §k,pEBI p: k,pEB)

El6szor megmutatjuk, hogy a (2.4), (2.6), (2.7) és (2.8) reldciékbdl kovetkezik, hogy
e — Nk = 0, azaz igaz a 2. Segédtétel allitdsa. Valéban, a (2.6), (2.7) és (2.8) formulakat
osszeadva kapjuk, hogy minden olyen N egész szamra, amelyre 27V < §

P( Z Eep — E Z 7(&k,p) (2.9)

pi |€k,p| 227N pi &k, p| 227N

- Z Skp — F Z T(&kp) | | > (4a+3)-2_j) <5-277,

p: |€k p|>27N p: €k pl>27N

ha k> n;.
Tekintve azon események liminf-jét az N valtozoban, amelyeknek a valdszintisé-
gét becsiiltiik a (2.9) formuldban, (liminf Ay = ( AL)), és felhaszndlva a
N—roo N=1 \L=N ‘
(2.4) formuldt kapjuk, hogy P (|nx — x| > (4a+3)-277) < 5-277 ha k > n;. Ezért
Nk — N, = 0, amint azt allitottuk.

Annak érdekében, hogy a még hidnyzé (2.8) formuldt is bebizonyitsuk el0szor meg-
mutatjuk, hogy

P Z Z §kp — E Z 7( 1(3,) — Crgz + (@) pe(By) | >27%

I: 1<|l|<s \p: €k,pEB; p: &k,p €8

<2.27% 4s

Pl > Y Gr—E| > T(f;(gl,ij) — gy + (@) po(By) | > 27

I:1<Jl[<s \p: €, p€B p: €k, pEBI

<2.27%4,
(2.10)
ha k& > n;.

A (2.10) formula elsé egyenlStlensége arra ad becslést, hogy mekkora hibat kovetiink
el, ha egy minden a B; halmazba es6 &, pontra a &, mennyiséget az z; szammal
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helyettesitjiik, és ezeket a hibakat Osszegezziik a Poisson folyamat minden olyan pont-
jara, amelyre 0 < |& ;] < R. Mivel

4
e%
kp — 1] < sup Japqpr — x| < fj,
1<|l|<s
0 g4
E{ Y 7)) | - m@)mB)| < sup |z —zi|p(Br) < fjﬂk(BZ)

p: §kaBL 1§|”§5

ha k > nj, ezért a (2.10) formula elsé relaciéja kovetkezik a

Sl Y A€h) | - ra@)mB)

I: 1<|l|<s p: &k, pEDB

I

© Y D= CRINCS)

<.

1 1<|l|<s

és

Pl > Y G —Ceam | > €5

I: 1<|l|<s \p: &k, pEDB

e ) 2B #{p 6 < |60l < RBY)

<P (#{p: 6 < [&kp 26? L
_ 2€j2luk (<_Ra _5) U (57 R))

2L

§25§:2~2_2j, ha k > n;

egyenlStlenségbdl. A (2.10) reldcié masodik egyenltlensége hasonléan bizonyithato,
csak ebben az esetben a &, Poisson folyamat helyett a &, Poisson folyamatot, a ju
mérték helyett pedig a pg mértéket kell tekinteni.

A (2.10) formula alapjan a (2.8) formula és igy a 2. Segédtétel bizonyitdsdnak befe-
jezéséhez elég megmutatni, hogy ha az n; > n; sorozat tagjait elég nagynak vdalasztjuk,
akkor

Pl > |auGra = Gea) = (@) (uk(Br) — po(Br))| > 27% | < ?» ha k > n;.
I: 1<|l|<s
(2.11)

illetve azt, hogy igaz a kovetkezo erdsebb egyenlotlenség:

+ |7(z)] |pe(Br) — po(B)|) <27, hak >mn;. (2.12)

Z (|1 E|Cr — Cry

I: 1<|l|<s
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A (2.5) reldciébdl viszont kovetkezik, hogy E|Cr; — (il = Cjlpr(Br) — po(Br)l.
Maésrészt klim ur(B)) = po(By) az My mértékeknek az My mértékhez valé konver-
—00

gencidja miatt. Mivel a (2.12) formuldban szereplé Osszeg csak véges sok (a j indext6l
fliggd szamu) tagot tartalmaz, a benne szerepld egyiitthatdk szintén becsiilhetéek csak
a j indextdl fiiggd szamokkal, ezért a (2.12) formula kovetkezik az el6zé észrevételekbél,
ha az n; indexet elég nagynak valasztjuk.

3. Funkcionalis hatareloszlastétel. A 2. Tétel bizonyitasa.

A.) POISSON KOZELITES. A HATARFOLYAMAT NORMALIS ES POISSON RESZENEK
SZETVALASZTASA.

Az 1. Lemma, az 1. Segédtétel illetve az 1. Lemma utan megadott konstrukcio
segitségével a 2. Tétel allitasat is vissza tudjuk vezetni egy egyszeriibben bizonyithato
allitasra.

) Tekintsﬁk az/ 1. Lerf}ma ki/mo/n(’ilébja‘utz%n de/ﬁniélt 511:,3'7 .f]';’j, 77;@,3‘7,772:/,]" Sk,g = f,/” +
§kj €8 My = My + M) ; valoszinliségi valtozokat, 1 < j < ny, és a segitségiikkel

! ! . I
L 4 / _ / 12 _ 124 _ / 12 / _ / /
definidlhaté S} ; = '21 kjs Oka = '21 §k.j» ki = S+ Sk Ty, = Zl(nk:,j — En ;)
j= j= j=

!
Ty, = Zl(ngd. — BTy ;) Tra = Ty, + Ty részletosszegeket, 1 < 1 < ny, valamint
]:
a belélikk definidlhaté S (t), S}/ (t), Sk(t), T7.(t), T}/ (t) és Ti(t), 0 < t < 1, D([0,1])
sztochasztikus folyamatokat hasonléan az (1.12) formuldhoz, azzal a kiilonbséggel, hogy
az (1.12) formuldban szerepldé Sy ; valdszintiségi véltozdkat az Sl’g’l, ,’ﬁ”l, Sk.1, illetve

Ty, Ty és Tk, valdszintiségi valtozékkal helyettesitjiik. Az (1.8) formulabdl és az
ET(&,.;) + ET(&) ;) = ET(gk,j) = 0 relaciékbdl kovetkezik, hogy

sup |Tx(t) — Sk(t) = 0, ha k — oo, (3.1)
0<I<1

ahol = sztochasztikus konvergencidt jelol. Az Si(t) és Si(t) folyamatok eloszldsa
megegyezik. Tovabbda, ha zy(-) és yr(-) olyan D([0,1]) térbeli fiiggvények, amelyekre

lim sup |zk(t) — yi(t)| = 0, akkor teljesiil a lim d(xk(:),yx(-)) = 0 relacié. Ezért a
k—o0 0<t<1 k—oo

Tétel A-bél és a (3.1) formulabdl kovetkezik, hogy a 2. Tétel bizonyitdsdhoz elegendd
beldtni azt, hogy a Tj(t), 0 < t < 1, sztochasztikus folyamatok gyengén konvergédlnak a
2. Tételben definidlt hatarfolyamathoz.

A Ty (t) = T{(t) + T}/ (t) azonosség teljesiil, és az ebben az azonossigban szerep-
16 Ty.(t) és T/(t), 1 < t < 1, sztochasztikus folyamatok egymastdl fliggetlenek. Azt
fogjuk belatni, hogy a T} (-) folyamatok a hatarfolyamat Gauss a 7}/(-) folyamatok
pedig a hatarfolyamat Poisson komponenséhez konvergalnak k — oo esetén. Ahhoz,
hogy ezt megmutassuk el8szor tisztdzni kell, hogy az R! x [0,1] sdvon definidlt N
kanonikus mértékek konvergenciaja az Ny mértékhez hogyan tiikrozédik a T7.(-) és T}/ (+)
folyamatokhoz kapcsol6dé megfelel6 mértékek viselkedésében.
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Tekintsiink egy az 1. Lemmat kielégito €, szamsorozatot, és definidljuk, az 1. Lem-
ma jelolését haszndlva, azt az N, mértéket a [0, 1] intervallumon, amely az 0 < uyq <
up2 < -+ < Ugn, = 1 pontokba van koncentralva, és Ny (ug;) = Ggi(ex) — Gri(—¢k),
k = 1,2,..., ahol az 1. Lemmdhoz hasonléan Gy (dzx) = z?Fy (dz). Ezenkivii
definidljuk azt az N}’ kanonikus mértéket a R x [0,1] sdvon, amely az R' x ug,,
1 <1 < nyg, egyenesek unidjara van koncentrélva, és

NIQI(BX{U;QZ})Z/ u2Fk,l(du), 1§l§ﬂk, k=1,2,....
BN{u: Ju|>ex}
Azt allitjuk, hogy a 2. Tétel feltételeinek teljesiilése esetén a [0, 1] intervallumon definialt
N}, mértékek gyengén konvergdlnak az Nj mértékhez, amelyet az Nj(B) = No({0} x B)
képlet definial, B C [0,1]. Az R! x [0, 1] sdvban definidlt N, kanonikus mértékek az
R! x [0,1]) sdvon pedig ahhoz az N{ kanonikus mértékhez konvergélnak, amelyet az
N§(B) = No(B\ ({0} x [0,1])), B C R! x [0, 1], képlet hatdroz meg.

Ezen allitdsok bizonyitdsa érdekében vegyiik észre, hogy ha B C [0, 1] olyan halmaz,
amelynek 0B hatarara \(0B) = 0, C' C Ry olyan korldtos halmaz, amelyre My(0B) = 0,
akkor a 2. Tétel feltételeinek teljesiilése esetén kli)rréo Ni(C x B) = Nyo(C x B). Tovabba

klim N([0,1]) = M({0}) az 1. Lemma szerint. Azt allitjuk, hogy tetsz6leges olyan

—00

B C [0,1] halmazra, amelynek 0B hatarara A\(0B) = 0, limsup N (B) < Ny({0} x
k— o0

B) = N{(B). Ugyanis minden 6 > 0 szamra létezik olyan [—n,n] intervallum, n > 0,
amelyre +n az M mérték folytonossdgi pontja, és My([—n,n]) < Mo({0}) + §, ahonnan
No([=m,nm] x B) < No({0} x B) + 9. Mivel ¢, — 0, ha k — oo, innen kovetkezik,
hogy limsup Ni(B) < lim Ni(B x [=n,7]) = No([=n,n] x B) < No({0} x B) +9).

k— o0
Mivel ez az &llitds minden 6 > 0 szamra érvényes, ezért limsup N; (B) < N)(B). Ezt
k—o0

az egyenl6tlenséget alkalmazva mind a B mind az [0, 1] \ B halmazra kapjuk, hogy
V(0. 1]) =Mo({0}) = lim N([0,1) < limsup Nj(B) + limsup N}([0,1] \ B)
k—o0 k— o0 k— o0

< No(B) + Ng ([0, 1]\ B)) = M;([0, 1]).
Ez az egyenlGtlenségsor viszont csak gy lehet érvényes, ha a klim Ni(B) = Ny(B)
—00
relacio teljesiil.

Vezessiik be az N/, k=1, 2,..., 6s N} kanonikus mértékeket az R! x [0, 1] sdvon
az N, (A) = Ng(AN [—ep,er]), NJ(A) = No(An {0} x [0,1]), A c R! N[0, 1] képlet
segitségével. Ekkor az N; mértékek konvergencidjdbdl az Ny mértékhez kovetkezik,
hogy az N}, kanonikus mértékek konvergalnak az N{ kanonikus mértékhez. Tovabb4,
N/ = N, — N/, k =1,2,..., és az hogy az N, kanonikus mértékek konvergalnak az
N{ kanonikus mértékhez az R' x [0, 1] sévon kovetkezik abbdl, hogy az Nj, kanonikus
mértékek konvergilnak az Ny az N, mértékek pedig konvergalnak az N; kanonikus
mértékhez az R! x [0, 1] sévon.

!
Definidljuk a T,;l = > njw., 1 <1 < ny, T,;O = 0, valdszintiségi valtozokat és a
j=1
T (t), T.(t) = T,;l, ha ug -1 <t < wugy, Tp(1) = T,;nk sztochasztikus folyamatot, és
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tekintsiik 2. Tétel a) feltételében definidlt A(t) = No({0} x [0,%]), 0 < t < 1, folytonos
fliggvényt a [0,1] intervallumon. Azt &llitjuk, hogy a T} (t), 0 < ¢t < 1, sztochasztikus
folyamatok gyengén konvergédlnak egy W (A(t)), 0 < t < 1, sztochasztikus folyamathoz,
ahol W (t), 0 <t < M({0}), egy standard Wiener folyamat.

l
Ezen allitas bizonyitasa érdekében tekintsiikk az uro = 0, Ug; = UL,C > Varn;, i
i1 ’

Nk —
szamokat, 1 < [ < ng, k = 1,2,..., ahol Uy = ‘21 Varn,’C’j, és a Ty ; sztochasztikus
J:
folyamatokat, amelyeket a TIQ’ ; sztochasztikus folyamatokhoz analég médon definidlunk
azzal a kiilonbséggel, hogy az uy,; szdmokat az uj; szdmokkal helyettesitjiik. Ekkor a

klaszzikus funkciondlis hatareloszlastétel alapjan az ﬁf r1(t), 0 <t <1, sztochaszti-
kus folyamat gyengén konvergal egy W (t) standard Wiener folyamathoz.

Definidljuk a Ag(t), £ = 1,2,..., monoton és folytonos fiiggvényeket ugy, hogy
)\k(uk’l) = Uk, 0<I<k,, ésa /\k() fliggvény li_neéris az [uk,l_l,uk,l], 1 <k <ng
intervallumokon. Vegyiik észre, hogy T7.(t) = U1}, (Ai(t)). Azt allitjuk, hogy

lim Uy = Mp({0}), lim sup
k— o0 k—oo g<t<1

Ap(t) — ——=—| =0, (3.2)

és innen kovetkezik, hogy a T7}(t), 0 < ¢t < 1 sztochasztikus folyamatok gyengén kon-

vergdlnak az /My({0}H)W < Mg‘((fé})) sztochasztikus folyamathoz, amelynek eloszlasa

megegyezik a W(A(t)), 0 < t < 1, sztochasztikus folyamat eloszldsdval.

Valéban, az 1. Lemmabdl és a (2.2) formulabdl kovetkezik, hogy

lim Uy = hm ZE@” = M({0}).

k— o0

l
Hasonlbéan kapjuk, hogy hm sup |k Uk — > Eﬁ,’w? =0, azaz
k—oo 1<i<n,, j=1 ’
lim sup |uk lMo({O}) ([ 5k;€k]) X [O,U,k’l]” =0.

k—oo1<i<ny,
Mivel a monoton Ni([—eg,ex]) x [0,t]) figgvények minden 0 < ¢ < 1 szadmra kon-

vergalnak a folytonos A(t) = No({0} x [0,t]) fuggvényhez, ezért ez utébbi konvergencia
egyenletes, és lim sup |ty Mo({0}) — A(ug,)| =0, ezért

k— o0 1<i<ny

)\(Ukl)
lim su (U - =
k—00 1<l<l::1k elun) My({0})

Innen kovetkezik a (3.2) relécio.
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Ahhoz, hogy Tj(t) = ﬁTé (Ak(t)) sztochasztikus folyamatok gyenge konver-

gencajat a W (A(t)) sztochasztikus folyamathoz beldssuk, elég megmutatni, hogy

VUL Ow(0) — VO T (sz)) =0, (3.3)

My(0)

A(t)
Mo (0)

konvergencidjat a W(A(t)) folyamathoz tudjuk, ezért a kivént allitds kovetkezik a (3.3)
relaciébdl és a Tétel A-bdl. Viszont a (3.3) relacié kovetkezik a (3.2) formulabdl és abbdl

a ténybdl, hogy az altaldnos elmélet szerint /U, T} <%> sztochasztikus folyamatok

gyenge konvergencidjabdl egy folytonos trajektoridju folyamathoz kovetkezik, hogy e
folyamatok eloszlasai egyenletesen feszesek, azaz minden € > 0 és n > 0 szamokhoz
létezik olyan § = d(e,n) > 0 szdm amelyre

P sup
(8,t): |t—s|<6

minden k = 1,2,... szdmra. (A 6 = (e, n) kiiszobindex nem fligg a k szamtdl.)

ahol = sztochasztikus konvergenciat jelol. Ugyanis a /U T} ( > folyamat gyenge

s (i) Vo (s ) ) <

B.) A BIZONYITAS MODSZERE. A POISSON RESZ KONVERGENCIAJANAK VIZSGALATA.

Az A.) részben definidltuk Ty (t) = T.(t) + T}/ (t), 1 <t <1, k =1,2,..., szto-
chasztikus folyamatok egy sorozatat, és belattuk, hogy a 2. Tétel bizonyitdsa vissza-
vezethetd annak az allitdsnak az igazoldsara, hogy a T (t) sztochasztikus folyamatok
gyengén konvergalnak ugyanahhoz az S(t), D([0, 1]) térbeli sztochasztikus folyamathoz,
mint az eredetileg vizsgélt Si(t) sztochasztikus folyamatok. Masrészt, a T} (t) és T} (t)
fliggetlenek, és a T} (t) sztochasztikus folyamatok gyengén konvergalnak egy olyan Gauss
folyamathoz, amely a 2. Tételben leirt hatarfolyamathoz hasonlé médon is megad-
haté azzal a kiilonbséggel, hogy az abban szerepl az R! x [0,1]) savon értelmezett
No(+, ) szdmlalémértéket az N, N§(A) = No(A N {0}) mértékkel helyettesitjiik. Ezért
a 2. Tétel bizonyitdsdnak befejezéséhez elég belatni, hogy a T}/(t) sztochasztikus fo-
lyamatok gyengén konvergdlnak egy az N§(-,-), NJ(A) = No(AN R\ {0} x [0,1])
szamlalémérték altal meghatarozott Sy (t), 0 <t < 1, fiiggetlen novekményti sztochasz-
tikus folyamathoz. A tovabbiak érdekében vezessiik be a kovetkez6 definiciot.

Sztochasztikus folyamat (id6beli) diszkretizadltjanak a definiciéja. Legyen Z(t),
0<t<1, al0,1] intervallumon definialt sztochasztikus folyamat, 0 = tg < t1 < to <

- < ts = 1, egy értékeit a [0,1] intervallumon felvevd monoton szdmsorozat. Ekkor
a Z(t) sztochasztikus folyamatnak a 0 = tg < t1 < to < -+ < ts = 1 sorozat dltal
meghatdrozott Z(t) = Zy, 4,...4.(t) diszkretizdltja a

Z =2y, 1.(t) =To(ti—1), hati_g <t<t;, 1<1<s, To(t)="To(1)
képlet segitségével definidlt sztochasztikus folyamat a [0,1] intervallumon.
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Vegyiik észre, hogy a Tj/(t) sztochasztikus folyamatok olyan korlatlanul osztha-
t6 sztochasztikus folyamatok diszkretizdltjai, amelyeket olyan vy (dx,dy) = W
szdmlalémértékii Poisson folyamatok hatdroznak meg, amelyekre az Ny az R! x [0, 1]
savon definidlt kanonikus mértékek konvergalnak az N§ kanonikus mértékhez, és teljesil
az Ni({0} N[0,1]) = 0 azonossdg. Ezért a 2. Tétel bizonyitasat befejezziik, ha bebi-
zonyitjuk az aldbb megfogalmazando, a 2. Segédtétel fiiggvénytérbeli adltalanositasaként

tekinthetd allitast.

Allitas. Legyen Ny, k = 0,1,2,..., kanonikus mértékek egy sorozata az R' x [0, 1]
savon, amelyekre az N mértékek gyengén konvergalnak az No mértékhez, ha k —
00, teljesitik a 2. Tételben megfogalmazott b.) feltételt, és Ni({0} x [0,1]) = 0, k =
0,1,2,.... Definidljuk a vi(dx,dy) = w, k=0,1,2,..., mértékeket és tekintsiink

olyan X, (k) = (X7 (k), XSP(k)), Xp(k) e RV x[0,1), n=1,2,..., k=1,2,..., Pois-
son folyamatokat az R' x [0,1]) sdvon, amelynek a szamldlomértékei ezek a vi(dz,dy)
mértékek. Jelolje Ti(t), 0 <t < 1, k = 0,1,2,..., az ezen Poisson folyamatok dltal
meghatdrozott korlatlanul oszthatd folyamatotokat, amelyeket tekinthetink mint D([0, 1])
térbeli valdszinidségi valtozokat is. A Ty(t), k = 1,2,..., folyamatok eloszldsai gyengén
konvergdlnak a To(t) sztochasztikus folyamat eloszldsdhoz a D([0,1]) térben, ha k — oc.

Legyen adva minden k = 1,2,..., szamra egy 0 = ugo < U1 < -+ < Ug,p, = 1,
amelyek teljesitik a  sup |up; — up j—1| = 0 feltételt, és tekintsik az eldbb definidlt
1<j<ng

Ty (t) korldtlanul oszthatd folyamatok Ti(t) = Thup oupr.....un.., diszkretizdltjait. Ezek

a diszkretizdlt Ty (t) sztochasztikus folyamatok eloszldsai szintén gyengén konvergdlnak a
To(t) folyamat eloszldsathoz a D([0,1]) térben.

Megjegyezziik, hogy a 2. Tétel bizonyitasanak befejezéséhez sziikséges allitds meg-
egyezik a T) Uk 05U 1 e U sztochasztikus folyamatok eloszlasanak a Ty(t) folyamat
eloszlasahoz val6 konvergencidval, ha a 2. Tételben definidlt 0 = up o < up1 < -+ <
Uk.n, = 1 szdmsorozatokat tekintjik.

Megfogalmazunk két segédtételt, néhany megjegyzést fliziink hozzajuk, és meg-
mutatjuk, hogy kovetkezik beldlik az Allitas. A segédtételeket a C.) részben fogjuk
bizonyitani. E segédtételek megfogalmazasa el6tt idézziik fel, hogy amennyiben X,, =
(Xél), X,(IQ)), X, e R' x[0,1], n=1,2,..., Poisson folyamat egy olyan v szdmlalémér-
tékkel az R! x [0, 1] sdvon, amelyre v(R! \ [=b,b] x [0,1]) < oo minden b > 0 szdmra,
akkor ez a Poisson folyamat meghataroz egy korlatlanul oszthaté T'(t), 0 < t < 1,
sztochasztikus folyamatot, amelyet a kovetkezé médon definidlhatunk. Valasszunk al-

kalmas Ay, L =1,2,..., szamsorozatot, lim Ay =0, és legyen
L—oco
T(L)(t) = Z X7(Ll) — E Z T(Xfll)) L 0<t<l,
n: | XD > Ap, 0<X2 <t n: X >Ap, 0<X P <t

L=1,2,...,ahol a 7() fiiggvényt az (1.2) formuldban definidltuk. Ha az A}, szdmsoro-
zatot alkalmasan vélasztjuk meg, akkor a T'(t) = Llim TW (1), 0 < t < 1, sztochasztikus
— 00
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folyamat egy valdsziniiséggel létezik, ahol a limesz a szuprémum norméaban értendé a
[0, 1] intervallumon. Ez egy korlatlanul oszthaté folyamat, és ezt nevezziik az adott
Poisson folyamat altal meghatarozott korlatlanul oszthaté folyamatnak. Ha Ny kano-
nikus mérték az R! x [0,1] sdvon, akkor egy a vo(dz, dy) = %ﬁ’dw szamlalomértéki
Poisson folyamat altal meghatarozott korlatlanul oszthato folyamat névekményeit meg-
hatdrozza az (1.15) formula. Az el6bb megfogalmazott allitasok kovetkeznek az 1. rész

eredményeibol.

3. Segédtétel. Legyen adva egy Ny kanonikus mérték az R x [0,1] sdvon, amelyre
No({0} x [0,1]) = 0. Tegyiik fel, hogy ez az Ny mérték teljesiti a 2. Tétel kimonddsdban
megfogalmazott b.) feltételt. Tekintsink egy olyan X, = (XT(Ll), X,sz)), X, € R x[0,1],
n = 1,2,..., Poisson folyamatot az R x [0,1] sdvon amelynek a szdmldlémértéke a
vo(dx,dy) = w mérték, és legyen To(t), 0 < t < 1, az ezen Poisson folyamat
altal meghatdarozott korldtlanul oszthaté folyamat. Minden € > 0 ésn > 0 szamra létezik

olyan = 0(g,n) szam, hogy minden olyan 0 =ty < t; < --- < ts = 1 szdmsorozatra
amelyre teljesil a sup |t; —t;—1| < § egyenlétlenség a To(t) sztochasztikus folyamat és
1<i<s

annak To(t) = To 4o.1,....1. (t) diszkretizdltja teljesiti a
P (d(To(). o) > 1) < 2 (3.4)

egyenlétlenséget, ahol d(-,-) a D([0,1]) térben bevezetett (egyszeribb, nem teljes) metri-
kat jeléli.

Legyen Ny, k = 1,2, ..., kanonikus mértékek sorozata az R x [0, 1] sdvon, ame-
lyekre teljesiil az Ni({0} x [0,1]) = 0 feltétel, és amelyek konvergdlnak a fent tekintett
Ny kanonikus mértékhez. Definidljuk a vy (dx,dy) = W, k=1,2,..., mértékeket.
Tekintsiink olyan X, (k) = (Xfll)(k),Xflg)(k:)), X,(k) € R x [0,1], n = 1,2,...,
k=1,2,..., Poisson folyamatokat az R' x [0,1]) sdvon, amelynek a szdmldlémértékei
ezek a vi(dx,dy) mértékek, és jelilje Ti(t), 0 < t < 1, k = 1,2,..., az ezen Pois-
son folyamatok dltal meghatdrozott korldatlanul oszthato folyamatokat. Adva egy € > 0
és m > 0 szdm létezik olyan = 6(g,n) szdm, és ko = ko(n,e) kiiszébindex, hogy min-

den k > ko szam és olyan 0 = to < t1 < -+ < tg = 1 szamsorozat esetén amelyre
teljesiil a sup |t; —t;—1| < § egyenlétlenség a Ty (t) sztochasztikus folyamat és annak
1<I<s

T (t) = Thotooty....0. (t) diszkretizdltja teljesiti a
P (d(Ti ("), Ti(-)) > n) <& hak> ko, (3.5)

egyenldtlenséget, ahol d(-,-) ugyanaz a metrika a D([0,1]) térben mint amelyik a (3.4)
formuldaban szerepelt.

Megjegyezziik, hogy a (3.5) formuldban szerepld kg kiiszobindex nem fiigg a [0, 1]
intervallum elég finom felosztasat biztositéo 0 =ty < t; < --- < ts = 1 szamsorozattol.

4. Segédtétel. Legyen adva Ny, k = 1,2,. .., kanonikus mértékek sorozata az R* x [0, 1]
savon, amelyekre az Ny kanonikus mértékekek konvergalnak az Ny kanonikus mértékhez,
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ha k — oo, és Ni({0} x [0,1]) =0 minden k =0,1,2,... szdmra. Legyen tovdbbd adva
a [0,1] intervallumon eqgy 0 = tg < t1 < ta < --- < ts = 1 monoton véges pontsorozat.
Minden k = 1,2,... indexre lehet konstrudlni egy olyan vy szdmldlomértéki X, (k) =
(XM (&), X2 (k)), Xo(k) € RYx[0,1], n = 1,2, ..., és eqy vy szamldlémértéki X!, (k) =
(X,’I(l)(k:), X;L(Z)(k:)), X/ (k) e R'x[0,1], n =1,2,..., Poisson folyamatot az R* x[0,1])
sdvon, amelyekre az dltaluk meghatdrozott Ty (t) és T}.(t) korldtlanul oszthatd sztochasz-
tikus folyamatok illetve azok T, = Tk,to,tl,...,ts (t) és T,g = Tlé,to,tl,...,ts (t) diszkretizaltjai
teljesitik a
sup |Ti(t) —T}(t)] =0 hak — oo
0<t<1

reldciot, ahol = sztochasztikus konvergencidat jelol.

Teljesitsék az Ny, k = 1,2,..., kanonikus mértékek az Allftas feltételeit. Ekkor
3. és 4. Segédtétel alapjan minden € > 0 és n > 0 szadm esetén meg lehet adni a
[0,1] intervallumnak olyan 0 = to < t1 < to < --- < t; = 1 particiéjat, t; =
N (dz,dy)
2

ti(e), 0 <1 < s, és lehet konstrudlni olyan vi(dzx,dy) = szamlalémértéki

Xn(k) = (X, (k), X, (k)), és vo(da,dy) = U959 szamldlomeértékii X7, (k) =

(X,;L(l)(k),Xr’l(g)(k:)), n=12,..., k= 1,2,..., Poisson folyamatokat az R x [0,1]
savon, amelyekre az dltaluk meghatdrozott Ty (t), és T}.(t), k = 1,2, ..., korlatlanul oszt-
haté sztochasztikus folyamatok illetve azok Ty = Tj 1.4y, (1) és T} = Tlé,to,tl,...,ts (t)
diszkretizaltjai teljesitik az alabbi relaciokat:

P (d(Ty(-), Tpyy....s.(-)) >n) <& minden k > 1 szdmra

P (d(Tx(-), Thoto,...t.(-)) >n) <&, hak>ko (3.6)

P ( Sup |Tkat07"-ats (t) - T’:},to,...,ts (t>‘ > TI) < E'\7 ha k Z kO’

0<t<1

ahol ko = ko(e,7n) alkalmas kiiszébindex.

Valéban a (3.6) formula els6 két relacidja teljesiil alkalmas 0 = tg < t] <ty < -+ <
ts = 1 szamsorozatra minden k > kg szamra, ha ky = Eo(e,n) alkalmas kiiszobindex
a 3. Segédtétel alapjan. E relaciok érvényessége nem fligg attol, hogyan konstrualjuk
meg a vy szamlalémértékii X, (k) és vg szamlalémértékii X/ (k) Poisson folyamatokat.
Ezutdn a 4. Segédtétel alapjan biztositani tudjuk alkalmas konstrukcié segitségével a

(3.6) formula harmadik reldcidjat is a ko kiiszobindex esetleges névelésével.

Vélasszunk ¢; = n; = % szamokat a (3.6) formuldaban. Ekkor létezik olyan egész
szamoknak olyan kg (%) monoton sorozata és mindegyik j szamra olyan 0 = t(()j ) <

tgj ) < téj )<< tg,) = 1 sorozat, amelyekre alkalmas konstrukcié esetén érvényes a
(3.6) rormuldanak az a valtozata minden j = 1,2,... szdmra ¢ = n = % valasztassal,

amelyben a k > kg feltételt a kg (%) < k < kg <]ﬁ> feltétellel helyettesitjiik, és
0=to <ty <ty<---<ts=1helyett 0=t <t <t <... <t = 1-et frunk,
azaz a tekintett felosztassorozat fligghet a j indextdl. Ezért az Allit4s feltételeinek
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teljesiilése esetén a vy szamlalomértékii Poisson folyamat segitségével konstrudlt Ty (t) és

a vy szamlalémértéki Poisson folyamat segitségével konstrualt 77 (¢) korlatlanul oszthaté

folyamatok alkalmas 0 = ték) < tgk) < ték) <-e < tgi) = 1 valasztéassal teljesiilnek a

d (T];(), 7}2 t(k) t(k)<')> =0 ha &k — o© (37&)
b 0 PR Sk:

d (Tk() ’Tk RO ()) =0 hak— o (3.7b)
b 0 AR Sk

sup ]Tk o =T w (t)‘ —~0 hak — oo (3.7¢)
OStS]- sbo seeolsy sty Taeensls

reldciok.

(v () sztochasztikus folyamatok
LA Sk/.

eloszldsai konvergalnak a Tp(-) folyamat eloszldsahoz a D([0,1]) térben. (A Tj(-) és

Ty (-) sztochasztikus folyamatok eloszlasa megegyezik.) Ezutdn a Tétel A-bdl és a (3.7c)

reldciobdl kovetkezik, hogy a T, &) (), sztochasztikus folyamatok majd a Tétel A-
"0 AR Sk

A Tétel A és a (3.7a) reldcié alapjan a T]:: S8
Lo

bél és a (3.7c) relaciébol kovetkezik, hogy a Ty (-) sztochasztikus folyamatok eloszldsai
konvergalnak a Ty(-) sztochasztikus folyamat eloszlasahoz a D([0, 1]) térben, mint azt
az Allitas elsé részében megfogalmaztuk. Ezutan az Allitds mésodik fele kovetkezik a
Tétel A-bdl és a 3. Segédtétel masodik felébdl. E szerint az eredmény szerint ugyanis

d (Tk(') ,Tk WF) (k) ()) =0 hak — occ.

Ui g U

(Itt hasznaljuk ki, hogy a (3.5) relaciéban szerepl6 ko kiiszobindex nem fiigg attél, hogy
amelyik elég siirti 0 =ty < t; < - < ts sorozatot vessziik.)

Jegyezziik meg, hogy a 3. Segédtételben egy sztochasztikus folyamatnak illetve
annak diszkretizaltjainak tavolsdgdt nem a szuprémum, hanem a D([0, 1]) térben be-
vezetett d(-,-) metrika szerint becsiiltiik meg. Ez sziikségszerii, hiszen, ha az eredeti
sztochasztikus folyamatnak egy véletlen pontban nagy ugrasa van, akkor e sztochaszti-
kus folyamat és annak diszkretizaltja sziikségszeriien tavol van egymastél. Viszont, ha
az ugraspontok nincsenek tul stirtin, egy kis intervallumban legfeljebb egy ugraspont van
akkor elég altalanos esetben egy sztochasztikus folyamat és annak elég finom diszkreti-
zaltja kozel van egymashoz a d(-,-) metrikdban. A kovetkez6 egyszerii lemméban egy
olyan tényt fogalmazunk meg, amely lehet6vé teszi a 3. Segédtételben szerepld becslések
vizsgalatat.

2. Lemma. Legyen x(t) és y(t), 0 < t < 1, két cadlag figgvény a [0,1] interval-
lumon, amelyeknek p, p < oo, ugrdspontjuk van. (A két figgvénynek ugyanannyi az
ugrdspontja.) Teqyiik fel azt is, hogy az x(-) és y(-) figgvények értékei az eqymdst kévetd
ugraspontokban megegyeznek. Legyen 0 = tog < t; < --- < ts = 1 olyan véges mono-
ton szamsorozat, amelyre 1i<I11£s [t1 — ti—1| < 0 valamilyen § > 0 szammal, és legyen az

x(+) figguény konstans mindegyik [ti—1,t1) intervallumban, 1 <1 < s —1. Tovdbbd, ha
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az z(-) figgvény j-ik ugrdspontja valamelyik t;; pont, akkor az y(-) j-ik ugrdspontja az
(ti,_,, t1;] intervallum valamelyik pontjaban van, 1 < j < p. Ekkor d(z(-,-) < 4.

J

A 2. Lemma bizonyitdsa Legyenek uy, ..., u, az y(-) fliggvény ugrdspontjai. Definialjuk

a [0,1] intervallum kévetkezé homomorfizmusat énmagéra: A(u;) = ¢, 1 < j < p, és

legyen a A(-) fiiggvény linedris az [u;_1, u;], 1 < j < p, intervallumban. (A ¢;; pont

az x(-) fliggvény j-ik ugrdspontja.) Ekkor y(A(-)) = z(-), és sup |A(t) —t] < §. Ezért
0<t<1

d(x(-),y(-)) < 9.
C.) A 3. Es 4. SEGEDTETEL BIZONY{TASA.

A 3. Segédtétel bizonyitdsa. Valasszunk egy olyan o > 0 szamot, amelyre +« az M,
kanonikus mérték folytonossagi pontja, és My(—a,al) < %, ahol az My mértéket az
My(B) = No(B x [0,1]), B € R! képlet definidlja. Vezessiik be az NJ/(-) = No.o(:) és

0.4, (-) = N§ 4, .o() kanonikus mértékeket az R x [0, 1] sivon, amelyeket az N§'(B) =
No(B N {(z,y): |z] > a}) és Ny 4, (B) = No(B N {(z,y): AL < |z] < a}), B €
R! N0, 1], képletek definidlnak, és az A; szamokat gy vélasztjuk e képletekben, hogy
azok tegyék lehetévé a Ty(t) korlatlanul oszthaté folyamatokat definidlé regularizalt

Osszegek bevezetését. Definidljuk tovabbé a v (dzx, dy) = w

NG 4 (da,d L L (s
—O’AL;Q » ) mértékeket. Tekintsiink egy X' = (X{{(l),X,'{@)), n=12,..., 1y szdmld-

lomértékii Poisson folyamatot és az altala meghatarozott

és I/(/)’AL (dx,dy) =

TV () = 3 x"V _p 3 T(X;;(”) L 0<t<1,

n: XMW >a, 0<X/ (D)<t n: X\ >a, 0<X7@ <t

korlatlanul oszthato eloszlasu sztochasztikus folyamatot. Hasonldan, tekintsiink egy

1 2 A e T
noa, = ( ’;LAL( )7qu1 AL( )), n=1,2,..., 1 4, szamlalémértékii Poisson folyamatot

és az altala meghatarozott

T 4, () = 3 x'W_g 3 : <X7’1(1)> ,

n: Ap<X! W<a, 0<X! <t n: Ap<X! W<a, 0<X! A<t

0 <t <1, korlatlanul oszthaté eloszldsu sztochasztikus folyamatot. Legyen T 4, (t) =

0.4, (1) + T (T), 0 <t < 1. ATpa,() sztochasztikus folyamatok egy valdszintiséggel
konvergalnak szuprémum norméban a T(-) sztochasztikus folyamathoz, ezért a (3.4)
formula bizonyitasahoz elég megmutatni, hogy

P (d(To,a, (+), To,ap, te, 1. (-)) > 1) <&, minden L > Ly szédmra (3.8)

ahol Lo alkalmas szam, és To a, 4,¢.(-) & Toa,(-) folyamat diszkretizaltjét jeldli.
Valéban, {w: d(Ty, (-),To())} C liLminf {w: d(To,a, (-), To,ay 1o, 1. (-)) }, ezért a (3.8)
— 00

formuldbdl kovetkezik a (3.4) formula.
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Felirhatjuk, hogy

= n
P (d(TO,AL(')7T07AL7t1 ,,,,, ts(')) > 77) <P sup ‘Té,AL (t)‘ >3
0<t<1 2

4 P (T T () > 1)

ezért a (3.8) formula bizonyitdsdhoz elég megmutatni azt, hogy

P( sup [T) 4, ()] > ﬂ) <5, hal> L, (3.9)
o<t<1 2 2
és B .
P (d(Té’(-),Té’tl () > ﬂ) <S ha sup |-t <6, (3.10)
1,000, s 2 2 1<1<s

alkalmas é > 0 szdmmal.

Mivel T 4, () fliggetlen novekményti sztochasztikus folyamat, amelynek trajekts-
ridi cadlag fliggvények, ezért a Kolmogorov egyenlétlenség alapjan felirhatjuk, hogy

n ZLETé’AL(l)2 4

4
Pl sup [T} 4. (B)] > = <—:—/u2' du) < = My([—a, a]) < e,
(e 0, 01> 1) < S50 = S [ (a0) < 5 o((aal)

ahol g 4 (B) =g 4, (B x[0,1]) minden B C R' mérheté halmazra. Ezért érvényes a
(3.9) egyenlétlenség.

A (3.10) formula bizonyitasanak érdekében vezessiik be a A\g(t) = Ao, () fiiggvényt,
amelyet a \o(t) = v{/(R! x [0,t]) = Ji@wy: 12]>a. 0<ly|<t) W, 0 <t <1, képlet
definidl. Jegyezziik meg, hogy a 2. Tétel b.) feltétele alapjdn a Ao(-) fiiggvény folytonos
a [0,1] intervallumban. Azt allitjuk, hogy létezik olyan 6 > 0 szdm, hogy minden
0=ty <t; <--- <ty =1 szamsorozatra

Z (Mo(t) — Ao(ti—1))? <&, halt;—ti_1| <, minden 1 <1< s szdmra.  (3.11)
=1

Valéban, a A\o(-) fliggvény egyenletesen folytonos, ezért 1étezik olyan § > 0 szdm, amelyre
|Ao(t) — Ao(s)| < Xy ha |t —s| < d. Tovabbd, a Ag(-) fliggvény monoton né. Ezért
S S

> (Ao(t) = Ao(ti—1))® < sup [Xo(t) — Xo(tim1)| 3 [Xo(t) — Xol(ti—1)| < e, ha |t —
=1 1<i<s =1

ti—1| < 6 minden 1 <1 < s szdmra, azaz a (3.11) formula érvényes.

Egy )\ paraméterti Poisson eloszlasi valészintiségi valtozé 1 — e™* — de ™ < ’\;
valészintiiséggel lesz nagyobb vagy egyenlé mint kettd, ezért annak valdsziniisége, hogy
a v szamldlémértékli X, = (X,’L'(l),X;L’@)), n = 1,2,..., Poisson folyamat legalabb
két olyan X és X pontot tartalmaz, amelyek X, ) gs X/ 2(2) masodik koordinatai
valamely [s,¢] intervallumba esnek, 0 < s < ¢ < 1, kisebb mint $”(R! x [s,t])? =
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(A(t) — A(s))?. Ezért a (3.11) formula alapjan adva egy v szdmlalémértéki X, =
(X{{(l),X,’{(Q)), n = 1,2,..., Poisson folyamat és egy 0 < tg < t; < -+ < ty = 1

szamsorozat az
A(ty, ... ts) ={w: #{n: ;1 < X;L'(z) (w) <t} <1 minden 1 < < s szamra}

esemény teljesiti az

S

> (Nolt) = Ao(ti—1))? <

=1

1—P(A(ty,...,ts)) = P(Q\ Alt1,....t,)) < (3.12)

N | =
| ™

egyenl6tlenséget, ha sup |t; —t;_1| < d. Tegyiik fel, hogy a (3.12) formuldban szereplé
1<I<s

§ > 0 szam teljesiti a 6 < 3 egyenl6tlenséget is. A (3.12) formula azt jelenti, hogy egy
legalabb 1 — £ halmazon az z(t) = Ty, , . ;.(t,w) és y(t) = T¢'(t,w) fliggvényekre
és al = to <th < - <ts=1 szamokra teljesiilnek a 2. Lemma feltételei, ezért
d(Ty (-, w), Ty, ... ¢, (W) < 0 < 3, egy legaldbb 1 — 5 valdsziniiségli halmazon. Ezért
a (3.10) és (3.4) relacidk érvényesek.

A (3.5) reldcié bizonyitdsa hasonlé a (3.4) formuldéhoz. Definidljuk az Ny 4, (°),
N}/ (-) kanonikus mértékeket, vy 4 (), v;/(-) mértékeket, a vy 4, illetve vj/(-) szdm-
lalomeértékekit X! , = (X5 ., W X0 P n = 12,00, 6 X1 = (x0W, x1@),
n =1,2,..., Poisson folyamatokat hasonléan a bizonyitas elején definidlt mértékekhez
és Poisson folyamatokhoz, azzal a kiilonbséggel, hogy az Ny mértéket mindeniitt az
Ny mértékekkel helyettesitjiik. Ezutan ezeknek a Poisson folyamatoknak a segitségével
definidljuk a Ty, 4, (t) és T}/(t), k = 1,2,..., 0 < ¢ < 1, sztochasztikus folyamatokat
hasonléan a Ty 4, (t) és Ty (t) sztochasztikus folyamatokhoz.

Ezutén a (3.5) formula bizonyitdsdhoz elég megmutatni a (3.9) és (3.10) formula
kovetkez6 analogonjait:

P < sup [Ty 4, (t)] > Q) < %, ha k > ko és L > Ly, (3.13)

0<t<1 2
alkalmas ko = ko(e,n) kiiszobindex-szel és

P (d(T,;’(-),T,;(tmts(-)) > ﬁ) < g ha k> ko, 65 sup |t —ti_1] <06,  (3.14)

2 1<I<s
alkalmas ko = ko(e,n) kiiszobindex-szel és § > 0 szdmmal.

A (3.13) formula ugyantgy bizonyithaté mint a (3.9) képlet, az egyetlen kiilonbség
az, hogy jelen esetben ki kell hasznélni at, hogy abbdl, hogy a +a szamok az My mérték
. . . 7 2 .. . 2
folytonossagi pontjai, és Mo((—a,a]) < = kovetkezik, hogy My ((—a,a]) < =, ha
k > ko és kg alkalmas kiiszobindex.
A (3.14) formula ugyantigy bizonyithaté mint a (3.10) képlet, az egyetlen kiilonbség
az, hogy most a (3.11) formula kovetkez$ analogonjara van sziikségiink:
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Minden k = 1,2,..., szdmra vezessiik be a A\;(t) = A\ o(f) fliggvényt, amelyet a
Aet) = R X 0,8]) = [i( 0. talsa 0<lyi<ty gm0 < ¢ < 1, képlet definidl.
Ekkor létezik olyan § > 0 szdm és ko = ko(0) kiiszobindex gy, hogy minden 0 = tg <

t1 < --- <ty =1 szamsorozatra

> (lt) = Me(ti—1))® <&, hak > ko és |t — 1| < §, minden 1 <1 < s szdmra.
1=1
(3.15)
Hangstlyozzuk, hogy a kg kiiszébindex a (3.15) formuldban csak a ¢ > 0 szdmtdl fligg
nem pedig a 0 =19 < t; < --- < tg = 1 szdmsorozattol.

Léssuk be a (3.15) formuldt elészor abban az esetben, ha a O =ty <t < <
ts = 1 szdmsorozat nemcsak a |t; —t;—1| < §, hanem a [t; —t;_1| > 9 egyenlotlenseget is
teljesiti minden 1 <[ < s szamra. Ekkor az N, kanonikus mertekeknek az Ng mértékhez
val6 konvergencidja miatt a monoton Ag(-) fliggvények minden pontban konvergalnak a
folytonos és monoton \g(+) fiiggvényhez. Ilyen esetben viszont a klirgo Ae(t) = Ao(t), 0 <

t < 1, konvergencia sziikségszeriien egyenletes, és a (3.15) formula balodaldn szereplé
Osszeg legfeljebb % tagot tartalmaz. Ezért eme plusz feltevés esetén a (3.15) formula a
(3.11) formula direkt kovetkezménye.

Tekintsiink olyan 0 = tg < t; < -+ < ty = 1 szdmsorozatot, amelyre sup |t; —
1<s<k

ti—1] < g, azaz egy tetszbleges a (3.15) formuldban szereplé szamsorozat, azzal a
kiilonbséggel, hogy a d szamot most a g szammal helyetesitettiik. Nem nehéz belatni,
hogy egy ilyen szdmsorozatnak létezik olyan 0 = t;, < t;, <--- <t; = 1részsorozatota,
amelyre g < }tj L 1’ < 6 minden 1 < u < p szamra. Tekintsiink egy ilyen
részsorozatot. Ekkor az elozéek alapjan

S

Z()‘k(tl) Ak(ti—1) Z (Ak(t5,) (tjufl))2<€,

=1

azaz a (3.15) formuldt bebizonyftottuk (§ valasztdssal a § szdm helyett.) A (3.5) formula
bizonyitasa ezek utan ugyanugy tortenhet mint a (3.4) formulaé.

A 4. Segédtétel bizonyitdsa. A bizonyitas alapgondolata a kovetkezd. A vizsgdlandd
dirszkretizalt Ty (-) — Ty(-) kiilonbségek csak attél fiiggnek, hogy a Ty (+) és Ty(-) szto-
chasztikus folyamatokat meghatarozé Poisson folyamatok hany pontot tartalmaznak a
specialis A x [0,t], A C R!, alakt halmazokon. Ezért a kivant Poisson folyamatoknak
elOszor csak alkalmas diszkretizaltjait konstrualjuk meg. Az, hogy ezen konstrukciékat
el tudjuk végezni igy, hogy teljesiiljon a kivant sztochasztikus konvergencia kovetkezik a
2. Segédtétel eredményébol. Végiil alkalmas véletlenitéssel ki tudjuk egésziteni a Poisson
folyamatok diszkretizaltjait egy a 4. Segédtétel allitasat kielégité konstrukciova.

A részletek kidolgozasa érdekében bevezetiink néhény jelolést. Definidljuk a ko-
vetkez6 Ny, k = 0,1,2,..., 1 < [ < s, kanonikus mértékeket a szdmegyenesen és
Ny, k = 0,1,2,..., kanonikus mértékeket az R! x [0,1] savon. Definidljuk el6szor az
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Nk,l(B) = Nip(Bx[ti_1,t]), k=0,1,2,...,1 <1 <s, BC R! mértékeket. Vezessiik be
tovabba az ng,z kanonikus mértékeket az R! x [0, 1] sdvon az NAZ(B x{t;}) = N,’cyl(B),
B C R!, N,Q,Z(Rl x [0,1]\ {0}) =0, k =0,1,2,..., 1 <[ < s képletek segitségével,
azaz legyen az NI’M mérték az Ny, mérték eltoltja a szémegyenesrdl az {(z,y): v = t;}

~ S ~
egyenesre. Végiil legyen N = > N,ﬁj’l, k=0,1,2,....
I=1

N1 (dz) N, (dz)

Definidljuk ezutdn a g (dr) = === a ) ,(dz) = —5— é (dr,dy) =
Neldrdy) = 0,1,2,...,1=1,2,...,s, mértékeket a szokdsos médon. A 2. Segédtétel
alapjan konstrudlhatunk olyan 7y ; szdmladléomértéki & (n), n=1,2,..., k=1,2,...,
I <1 < s, és iy szdmlélomértéki & (n), n = 1,2,..., k = 1,2,..., 1 < < s,

Poisson folyamatokat, amelyekre az e Poisson folyamatok altal meghatarozott Uy ; és
Uj , korldtlanul oszthaté eloszldsu valdszintiségi véltozék minden 1 <1 < s szdmra tel-
jesitik az U}, ; — Up; = 0 relaciét, ha k — oo, ahol = sztochasztikus konvergenciat

~ J - J
jelol. Definidljuk a Ty, ; = > Uy, Tléu’ => Ui, k=1,2,...,1<j <s, valésziniiségi
=1 =1

valtozokat. Ekkor teljesiil a sup Tk,j — T,Q j‘ = 0 relacio, ha k — oo.

1<j<s
Ezutén a 4. Segédtétel éllitasait kielégité Ty (t) és T}.(t) sztochasztikus folyamatok
konstrukciéjat adjuk meg. Tekintsiik a vy, vg(B) = vp(B N R x [ti_1,4]), k =
0,1,2,..., 1 <1 < s, mértékeket a R' x [0,1] savon, ahol vy (de,dy) = Neldrdv),
Ekkor minden k¥ = 0,1,2..., 1 <[ < s és ¢ € R! szdmra létezik olyan vy (A|z)
“feltételes mérték” a [t;_1,t;] intervalliumon, amelyre vy ;(-|x) valészinliségi mérték a
[ti—1,%;] intervallumon minden z € R! szdmra, vy ;(A|-) mérhetd fiiggvény a [t;_1,1]
intervallumon minden A C R! Borel-mérhetd halmazra, és

v (B) = /V(B|l‘)l§,;7l(dl’) minden B C R x [t;_1,t] mérheté halmazon (3.16)

minden £ = 0,1,2,... és 1 <[ < s szdmra, ahol 7, ; az el6z6 paragrafusban definialt
mérték. A (3.16) formula érvényessége tekintheté mint a regularis feltételes eloszldsardl
sz0l6 eredmény kovetkezménye.

Ezutan megkonstrualjuk azokat az Xy ,, = (X(l) X,gz%), n=12,....,k=1,2,...,

k,n’
vy szamlalomértéki és X}, = (X;, W, X5, P n=12,..., k=1,2,..., v szamla-
l6mértékii Poisson folyamatokat, amelyek olyan T} (t) és T} (t) sztochasztikus folyama-
tokat hataroznak meg, amelyek teljesitik a 4. Segédtételt. Tekintsiik a mar megkon-
strudlt 7 szdmlalomértéki & (n), n = 1,2,..., k = 1,2,..., 1 <1 < s, és i)y,
szamldlémértékt & ;(n), n = 1,2,..., k = 1,2,..., 1 <1 < s, Poisson folyama-
tokat, és ezek segitségével definidluk a megkonstrudlandé Poisson folyamatoknak az
R x (t;_1,1;] sévba es6 pontjait. Minden & ;(n) valdsziniiségi valtozéhoz konstrudljunk
egy iy 1 (-|€k,1(n)) eloszlést ng 1 (n) valdszintiségi valtozot a [t;—1, t;] intervallumon és min-
den f;;l(n) valészintiségi véltozohoz konstrudljunk egy v ,(+[€}, ;(n)) eloszldst nj ;(n)
valészintiségi valtozot. Konstrualjuk ezeket a véletlen szamokat egymastol fiiggetleniil.
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by Xpn ), =12,...,k=1,2,..., v szdmla-

Egy rogzitett k szdmra az Xj , = (X(l) X(2)>
l16mértéki Poisson folyamat alljon az el6bb megkonstralt (§x:(n), nxi(n)), n=1,2,...,
1 <1 < s, pontparokbdl, az és X,’C’n = (X,’ﬁn(l),X,’C’n(z)), n=12....,.k=1,2,..., 19

szamldlémértéki Poisson folyamat pedig élljon az elébb megkonstrélt (&3, ,(n),m;, (1)),
n=12...,1<1<s, pontparokbdl. Azt allitjuk, hogy ilyen médon valéban v} il-
letve vy szamlalomértékii Poisson folyamatot kapunk, amelyek teljesitik a 4. Segédtétel
allitasat.

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy ilyen médon a kivant szamlalé mértékkel ren-
delkez6 Poisson folyamatokat konstrudltunk elég megmutatni azt, hogy amennyiben a
B x [t;—1,t] téglalapra teljesill s vy (B X [t;—1,]) < oo feltétel, akkor a B x [t;_1, ]
téglalapba es6 (&x,1(n), nk,(n)), n=1,2,..., pontparok egy v ; szamlalomértéki Pois-
son folyamatot alkotnak ezen a téglalapon minden k£ = 1,2,... és 1 < [ < s szamra.
Amennyiben pedig a v (B X [ti—1,t;]) < oo feltétel teljesiil, akkor a B x [t;_1,1]
téglalapba esé (&}, ;(n),m, ,(n)), n =1,2,..., pontparok egy vy szamldlémértékd Pois-
son folyamatot alkotnak ezen a téglalapon minden £ = 1,2,...és 1 <[ < s szamra.
Ezen allitasokat viszont konnyen lathatjuk a kévetkezo észrevétel segitségével. Ezek a
folyamatok ugyanolyan eloszlasiak mint az olyan pontfolyamatok, amelyeket gy ka-
punk hogy vesziink véletlen szamu pontot ugy, hogy ezen pontok szdma vy ;(B X [t;—1, t])
paraméterii Poisson eloszlasi valdszinliségi valtozd, és ezeket a pontokat véletlentil
ledobjuk % eloszlassal a B x [t;_1, ;] téglalapra. Ezek az 1j pontfolyamatok
ugyanis a kivént szamlalémértékkel rendelkezd Poisson folyamatok.

Végiil jegyezzilk meg, hogy a konstrualt Poisson folyamatok olyanok, hogy az
altaluk meghatdrozott korlatlanul oszthaté Tj(-) és Tj(-) sztochasztikus folyamatok
Ti to,-t. () és T, ;. ., () diszkretizaltjai teljesitik az Ty 4,1, (t) = Trj16s T} 40, () =
Tl;,j—l’ ha tj—l <t < tj, 1 < j < s, Tk,to,'yts(l) = Tk,s és Té,to,yts(l) = Tlé,s’
k=1,2,..., azonossagokat. Ezért ezek a Poisson folyamatok, illetve az dltaluk megha-
tarozott korlatlanul oszthaté folyamatok teljesitik a 4. Segédtétel allitasat.
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Appendix

A Tétel A bizonyitdisa. Elég bebizonyitani a szepardbilis metrikus terekben megfogal-
mazott allitdst. Azt hogy a Si valdszintliségi véltozok gyengén konvergalnak egy u
mértékhez megfogalmazhatjuk ugy is, hogy az Sy valdszinliségi valtozok puy eloszlasai
teljesitik a lim sup pg(F) < wp(F) relaciét minden zart F C X halmazra. Azt fogjuk

k—o0
megmutatni, hogy a Tétel A feltételeinek teljestilése esetén az T} valdszintiségi valtozok

iy eloszldsai is teljesitik a limsup g (F) < wp(F) relaciét zart ' C X halmazokra.
— 00
(Jegyezziik meg, hogy a gyenge konvergencia e bizonyitasban felhasznélt jellemzése

tetszoleges szepardbilis metrikus térben érvényes. A metrikus tér teljességét nem sziik-
séges feltenni. Lasd példaul Billingsley Convergence of Probability Measures cimi
konyvének 2.1 Tételét.)

Rogzitsiink egy € > 0 szdmot. Mivel F = (| F1, ahol F, = {z: p(z,F) < a}, ezért
n=1 "

létezik olyan 6 = d(¢) > 0 szam, amelyre u(F) > u(Fs) —e. Tovabba teljesiil a g (Fs) —
e < uw(Fs), hak > ko = ko(e,0,F). Mivel p(Sk, Tk) sztochasztikusan tart nulldhoz, ezért
afx(F)=P(T, € F) < P(S; € Fs) + P(p(Sk,Tr) > ) < pur(Fs5) + ¢, egyenlétlenség is
teljesiil, ha k > ko, és a kg = ko(e, 0, F) kiiszobindexet elég nagynak vélasztjuk. A fenti
egyenl6tlenségekbdl kovetkezik, hogy fig(F) < pup(Fs)+e < u(Fs) +2e < u(F) + 3¢, ha
k > ko(e,6,F). Mivel a fenti egyenlStlenség tetszéleges ¢ > 0 szdmra érvényes, innen
kovetkezik, hogy lim sup puy (F) < u(F), tehit a Tétel A-t bebizonyitottuk.
k—o0
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