Talagrand elmélete arrél, hogyan becsiiljiikk valdsziniiségi valtozok maxi-
mumanak a varhato értékét, és az elmélet alkalmazasa az Ajtai—-Komlos—
Tusnady tétel bizonyitasara.

A kiindulé probléma:

Legyenek &, t € T, (egyiittesen) normélis eloszldst valdszintiségi valtozok, amelyekre
E& =0,68 E(Es — &)? =d(s, )%, s,t €T.

Feladat:

Esup&; < jé becslés a d(-,-) mennyiség segitségével.
teT

A feladat vizsgalataban a normalis eloszldsu valdszintiségi valtozok kovetkezo tulaj-
donsagat hasznaltuk fel:

P(l& — & > u) < 2¢~%"/24(s:t)  minden s,¢ € T indexre és u > 0 szamra. (1)
Altaldnosabb probléma: Legyenek &, t € T', dltalanos valdszinliségi valtozok, amelyekre
P(|& — &| > u) < h(u,dq(s,t),da(s,t)), minden s,t € T,

alkalmas d; (-, ), és da(-,-) metrikdkkal a T téren és valamely h(-,-,-) fliggvénnyel.

Feladat:
Esup&; < jé becslés a dy(-,-) és da(-,-) mennyiségek segitségével.
teT
Fontos specialis eset: Legyenek &1,...,&, fliggetlen egyforma eloszlasu valészintiségi

véaltozok p eloszldssal, és legyen F a (korlatos) fliggvények alkalmas osztélya, amelynek

f € F elemeire Ef(&1) = 0. Vezessiik be a S, (f) = \/LH > f(&), f € F, osszegeket.
j=1

Feladat:

E sup S,,(f) < j6 becslés.
feF

E feladat vizsgalataban alkalmazhat6 a Bernstein egyenlotlenség, amely szerint:
1 n
P(1Su(f) = Su(g)l > w) = P | | 7= D (&) = 9(&)]| > u | < hulu,da(f.9). dalf,9)):
j=1

kés6bb megadott h,(-) fiiggvénnyel, ahol di(f,g9) = E(f(&1) — g(&))? = [[f(z) —
9(2)PPp(dx), & d2(f,9) = sup |f(2) — g(2)].

Ilyen tipusu becslések egy alkalmazésa:

Ajtai—Komlos—Tusnddy tételben vizsgdlt probléma.
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Legyen adva N filiggetlen, egyenletes eloszlasi X7, ..., Xy valészinliségi valtozé a D =
[0,1] x [0,1] egységnégyzeten, valamint N egyenletesen elhelyezett Yi,...,Yx pont
ugyanezen a D egységnégyzeten. (Az Y; pontok egyenletes elhelyezkedése a D egység-
négyzeten azt jelenti, hogy a D egységnégyzet felbonthaté N darab 1/N teriilet{i kozos
belsé pontot nem tartalmazé, nem elfajulé téglalap unidjara gy, hogy mindegyikiik pon-
tosan egy Y; pontot tartalmaz. Egy téglalap nem elfajul6, ha befogdinak aranya 1/10
és 10 kozott van.) Altaldnosabban egy Y1,...,Yn pontelhelyezést az egységnégyzeten
egyenletesnek neveziink, ha mindegyik pontnak % sulyt adva, 1étezik e tomegeloszlasnak
olyan szallitdsa, amelyre az atszallitott tomeg egyenletes eloszlasi az egységnégyzeten,
és a teljes tomegszallitds hosszénak a vérhaté értéke kisebb, mint Cv/N alkalmas fix
C' > 0 univerzalis szammal. Valdjaban az egyenletes elhelyezésnek ezt a tulajdonsagat
hasznaljuk fel.

A (véletlen) X;, 1 <1 < N, pontokat gy akarjuk &tindexelni az 1,..., N pontok

egy (m(1),...,m(IN)) permutacidja segitségével, hogy a g: d(Xrqy, Y1) tdvolsagosszeg,
ahol d(X,1), Y1) = | Xrq) — Yi| az Xy és Y, pontok euklli:dleszi tavolsdga, minél kisebb
legyen. Milyen kicsivé teheté az F (g: d( Xy, Yl)> varhaté érték alkalmas (véletlen)
permutacié segitségével? =

Ajtai-Komlés—Tusnady tétel. Alkalmas (véletlen, pontosabban az X1,..., XN pon-
tok helyétdl figgd ©(-)) permutdcicval

N
E (Z d(Xﬂ(l),Yl)> < L\/Nlog N
=1

eqy univerzalis L konstanssal.

Talagrand ezt az eredményt az altala kidolgozott elmélet segitségével bizonyitja.
El6szor megmutatja egy kombinatorikai mini-max tételnek a segitségével, hogy a tétel
allitasa kovetkezik az

FEsup
fec

N
SO - / FA(du))| < Ly/Nlog N 2)

=1

egyenlotlenségbdl, ahol C a D egységnégyzeten definidlt Lipschitz 1 fiiggvények halmaza.
(Egy f(z) figgvény Lipschitz 1 fiiggvény egy (T, d) metrikus téren, ha |f(x) — f(y)| <
d(x,y) minden x,y € T pontparra.) Azutan ezt az egyenlétlenséget bizonyitja.

Az atfogalmazas bizonyitasahoz sziikséges kombinatorikai mini-max tétel.

Egy kombinatorikai mini-max tétel. Legyen C' = (¢; ), 1 <i,j7 < N, egy N X N-es

N
mdtriz, és vezessiik be az M(C') = inf ) ¢; r¢;) dsszeget, ahol az infimumot az{1,..., N}
i=1
halmaz ésszes lehetséges (w(1),...,m(N)) permutdcidjdra vesszik. Ekkor
M(C) = sup Z (w; +wy),

1<i<N
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ahol a szuprémumot az dsszes olyan (w1, ..., wn) és (W] ..., wh) sorozatpdrra vesszik,

amelyre
w; + w;- <c¢;; minden 1 <1i,j7 < Nindezre. (3)

A Talagrand-féle redukcio indokldsa:

Legyen f(z) = f(z|w;,w}, 1 <i,j < N)= min [d(z,Y}) — w’], minden olyan w;, w,
1<j<N

1 <i,j < N, sorozatparra, amely teljesiti a (3) relaciét a c(4,j) = d(X;,Y;), 1 < 4,5 <

N, (véletlen) matrix-szal. Ekkor f(z) Lipschitz 1 fliggvény, és

inf Z d( X1, Yr()) < sup Z (wi + w;)

- a c(ij)=d(X;,Y;) métrix-szal —

<sup 3 (FOX) - F(V)

FeCi<i<n
N
Ssup /f A(du))| + sup Z /f
rec 5= rec|im

/

(Valéjéban elég csak az f(x|w;,w}, 1 < i,j < N) alakd fliggvények szuprémumdt

venni az f € C fﬁggvényosztély helyett. A fenti egyenlétlenség masodik sora a w; <

f(Xiwi, w)) és wj < —f(Yj|w;, w}) relaciékbdl kévetkezik.) Vérhaté értéket véve és az
Y, sorozat egyenletes elhelyezkedését kihasznalva kapjuk a kovetezd egyenlotlenséget,
a,mely biztositja a kivant redukciot.

N

Emf Z d(X1,Yr@y) < Esup Z /f A du))| + O(VN).

1<I<N fec i

Megjegyzés: A redukciét biztosito elv bizonyitasa megjelenik mar Kantorovics és Wasser-
stein munkaiban.

A Gauss vdltozokrol szolo maximum probléma vizsgdlata.
Természetes skdlazas:

No=1, N, =2%", n=1,2,...

Legyen

d(s,t) = [E(& — &) 1/2, s,t € T, a (természetes) metrika a T' téren,

d(t,A) = in£ d(s,t),te€T, ACT,at pont tavolsiga az A halmaztdl,
se

A(A) = sup d(s,t) az A halmaz atméréje.
s,tEA

Tétel Gauss mez6k szuprémumanak a varhato értékérol. Legyen T véges vagy
megszdamldlhato halmaz, T,,, n = 0,1,..., a T halmaz olyan részhalmazainak sorozata,
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amelyekre |To| = 1, és |T,| < N, = 22", n = 1,2,..., ahol |A| jeldli eqy A halmaz
elemeinek szamadt. Ekkor

Esup& < LsupZZ”/Qd (t,Ty)

teT tET

alkalmas univerzadlis L konstanssal.

Ez a becslés Dudley egy kordabbi eredményének a javitasa, és éles becslés. Meg-
fogalmazom két kovetkezményét. Az elsé kovetkezmény valdjaban a tétel ekvivalens
atfogalmazdasa, a masodik Dudley egy korabbi eredményével ekvivalens. Ezek megfogal-
mazasa érdekében bevezetem a kovetkezo definiciot.

Megengedett particiésorozat definicidja. Ay C Ay C --- a T halmaz megengedett
particiosorozata, ha A,i1 az A, particio finomitdsa minden n-re, és A, elemszama
nem nagyobb, mint N,,.

Adva egy A,, (megengedett) particiésorozat és t € T pont, jelolje A,(t) az A,
particié t pontot tartalmazo elemét. A kovetkezd mennyiségek bevezetése hasznosnak
bizonyult.

Yo (T, d) = 1nfsupz2"/2A (An(1)),

tET

és altalanosabban minden a > 0 szémra

«(T,d) = inf su 2"/O‘AA )
(T, = infsup ()

ahol az infimum az 6sszes A,,, n =0,1,2,..., megengedett particiésorozatra vétetik.

Gauss mezok szuprémumanak a varhaté értékérol szl tétel egy valtozata.
Legyen T véges vagy megszamlalhato halmaz. Ekkor

Esup& < Ly (T, d)
teT
alkalmas univerzalis L konstanssal.
Igaz e tétel alabbi megforditasa.

Alsé becslés Gauss mezok szuprémumanak a varhaté értékérdl. Legyen T
véges vagy megszamldlhato halmaz. Ekkor

1
Esupg, > +72(T, d)
teT

alkalmas univerzalis L > 0 konstanssal.
A Dudley eredmény megfogalmazasa érdekében vezessiik be a kévetkez6 mennyi-

séget.
€n (T) = en(T7 d) = inf sup d(t, Tn) (4)

teT



ahol az infimum T Gsszes legfeljebb N,, elemfi (N, = 22", han > 1, Ny = 1) T,
részhalmazéra vétetik. (Azaz azt a lehet6 legkisebb € > 0 szdmot keressiik, amelyre a T'
halmaz lefedhet6 legfeljebb INV,, darab e sugari gémbbel. A T,, halmaz a fedést biztosit
gombok kozéppontjainak a halmaza.)

Dudley becslése Gauss mez6k szuprémumanak a varhato értékérol.

Esupé <L Z 2"/ %e,(T).

teT n=0

A fels6 becslések bizonyitasa valdjaban csak azt hasznélja fel, hogy normaélis elosz-
last valésziniiségi véltozok teljesitik az (1) egyenlétlenséget. Hasonléan bizonyithatd
ennek egy valtozata, amely a Bernstein egyenlGtlenséggel egyititt becslést ad fliggetlen,
egyforma eloszlasu valdszinliségi valtozok Osszegeibol allo véletlen mennyiségek szupré-
muméanak a varhaté értékére.

Tétel alkalmas valdszintliségi valtozék szuprémumanak a varhaté érték becs-
16sérdl. Legyen adva egy T, megszdmldlhato sok elembdl dllo téren két dy(-,-) és di(-,-)
tavolsag, valamint Xy, t € T, valdszinidségi vdltozok csalddja, amelyre EX; = 0 minden
t € T pontra, létezik olyan to € T' pont, amelyre Xy, =0, és

u

P(IX, — X, > u) < 2exp {—min (J2(ft)2, Jl(s,t))} (5

~—

minden s,t € T elempdrra és u > 0 szamra. Ekkor

Esup E|X;| < L (m(T,d1) +72(T, ds)) .

teT

Bernstein egyenlotlenség. Legyenek Y1, Yo, ... fiuggetlen valoszinidségi vdaltozok, ame-
lyekre EY; =0, |Y;| < U valamilyen U szdmmal minden j indexre. Ekkor minden v > 0
szdmra

2

. v v
P Z)/J > v S?exp — 1min W,ﬁ
Iz =

A Bernstein egyenlotlenség specidlisan lehet6vé teszi az el6tte kimondott tétel alkal-
mazasat a kovetkezo esetben. Legyen adva N fiiggetlen, egyforma eloszlasu Yy,..., YN
valoszinliségi valtozd p eloszlassal, és korldtos fiiggvények egy (megszamlalhatd) F
osztdlya, 0 € F, amelynek elemeire [ fdu = 0 minden f € F-re. Vezessik be az

N
Sn(f) = \/LN 21 f(Y;), f € F, mennyiségeket. Ha F jatssza a T halmaz szerepét,
j:

akkor az (5) formula teljesiil dy = 2dy és dy = Mﬁ valasztassal, ahol dy és do, az Lo
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illetve az Lo, norma &ltal definialt tdvolsag az (X, A, u) mértéktérben. Ezért érvényes
a fenti két eredménynek az alabbi kovetkezménye.

Kovetkezmény. Tekintsik az elébb definidlt Yy, ...,YN wvaldsziniségi vadltozokat, F
fligguényosztdlyt, valamint dy €s do, metrikdkat. Legyen Sn(F) = sup Sn(f). Ekkor
feF

ESn(F) <L (’Yz(]:, do) + \/LN%(}-’ doo)) (6)

alkalmas univerzadalis L > 0 konstanssal.

A Gauss mezok szuprémumdnak vdarhaté értékérdl szolo tétel bizonyitdsa. Feltehetjuk,

hogy a T halmaz véges, a tekintett Ty, 11, ..., T, sorozatra T,, = T alkalmas n index-szel,
és Tp = {to} olyan, hogy &, = 0. (Ez utébbi feltevést azért tehetjiik, mert Esup & =
teT

Esup&; — B, = Esup(& — &), és d*(s,1) = E(& — &)* = E[(& — &) — (& — &,)]%)
teT teT

Legyen X = sup&;. Ekkor P(X > 0) =1, és EX = — [[CvdP(X >v) = [[° P(X >
teT
v) dv. Ezért a P(X > v) valészintiségek jé becslésére van sziikségiink.

Minden ¢ € T pontra és 0 < k < n szamra definidljuk azt a i) € Tk pontot,

amelyre d(t,t. () = mlTn d(t,s). Ekkor & = > (i, ) = Etriery)- EgYy 10g2itett u > 0
s& 1k k=1

szamra legyen

Qp(u) ={w: &, (W) = &ty (W) < u2k/2d(tﬂ(k),t7r(k_1)) minden t € T pontra.},
1<k<n,és Qu)= () Q(u). Ekkor P(Q\ Q(u)) < NpNp_y - 2¢72"%"/2 és minden
k=1

u > 2 szamra P(Q\ Qu)) < > 93/22" . 9¢=u*/2¢=2(2"~1) < 4¢=u*/2 M4srészt minden
k=1

w € Q(u) elemi eseményre sup_ft (w) < S, ahol
teT

S = sup Z 22 At (k) tr(h—1))-
teT (51

Innen P (% > u) < 46_“2/2, ha u > 2. Masrészt P (% > u) <1, hau <2, ezért E% <
L alkalmas L > 0 konstanssal. Viszont d(tr(xy,tr—1)) < d(trm)) t) + d(tz—1),t) =
d(t,Ty) + d(t,Tx_1), és ezt az azonossigot 2F/2-val megszorozva, és k-ra Osszegezve,

majd t-ben maximumot véve kapjuk, hogy S < (1 ++v/2)sup > 2¥/2d(t, T}), és
teT k>0

Esup& < LS < (14 V2)Lsup Z 2"/24(t, T,).
teT teT n>0

Gauss mezok szuprémumdnak a vdrhato értékérdl szolo tétel egy wvdltozatinak a bi-
zonyitdsa. Tekintsiink egy megengedett Ay C Ay C --- particiésorozatot. Vélasszunk ki
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az A, particié minden A € A,, elemébél egy s € A pontot, és ezek egyesitése legyen a T,
halmaz. Ekkor d(t,T,) < A(A,(t)), mert az s € T,, N A, (t) pontra d(s,t) < A((A,(t)).
Ezért

Esu < Lsu 2”/2dtT < Lsu 2”/2AA ,
e < Lo < Laap 3 A4 0)

és infimumot véve az Osszes lehetséges megengedett particiéora megkapjuk a kivant
allitast.

Dudley becslésének bizonyitasa.

Esupé& < Lsup22n/2d (t,T,) < LZQ”/qupd(t T,)

teT teT - e teT
minden olyan 7,, C T, n = 1,2,..., sorozatra, amelyre |T,,| < N,. Valasszuk a T,
halmazt gy, hogy |T,,| < N,,, és sup d(tn, T) < 2e,(T). Ezzel a valasztassal megkapjuk

te’T,
a kivant becslést.

Példa, amikor Dudley eredménye gyengébb becslést ad, mint Talagrand-é.
Legyen by, bo, ... figgetlen standard normdlis eloszldsiu valdsziniiségi vdltozok sorozata,
2 <n < N, + 1. Becsiljuk meg az E  max &, kifejezést Dudley és

_ by
€n = \/@ 2<n<Np+1

Talagrand eredményének a segitségével.

Ekkor e,,(T) > %2_’”, ha 1 < m < p, mert minden T, || < Ny, 1 < m < p,
halmazhoz 1étezik olyan t ¢ T}, pont, amelyre t < 22" +2, és erre a t pontra d(t,T),) >
l2_7”/2 Ezért S 27/2¢,,(T) > %p, és Dudley eredménye nem ad jobb becslést, mint Lp.
Talagrand eredményének a segitségével az E max &, < L becslést kapjuk. Azaz

2<n<Np+1
olyan becslést kapunk, amely nem fiigg a p pa,rametertél Valéba,n legyen T,, =
{2,...,Nn,J U{N, + 1}, 1 < m < p. Ezzel a vélasztassal, |T,,| = Np,, 1 < m < p,

és ha egy t pontra N,,_1 < t < N,,, akkor d(t,T;) = 0 az | > m esetben, és

d(t,Ty) <d(t,N,+1) <2-27™/2 hal < m. Ezért > 21/2d(t,T;) <2 20-m/2 < [,
=0 =0

Az alkalmas valészinliségi véltozok szuprémumanak a varhatd érték becslésérol
sz0l6 tétel bizonyitasa hasonlé a Gauss mezok szuprémumanak varhato értékérol szélo
tétel bizonyitasdhoz. Ezért ennek az eredménynek a bizonyitasat nem targyalom.

Gauss valosziniségi vdltozo mazimumdnak vdrhato értékére adott also becslés bizonyi-
tdsa.

A Gauss valtozék maximumanak varhato értékére adott alsd becslés az aldbbi két tételen
mulik. Ezek megfogalmazasaban a kovetkezo jelolést hasznaljuk.

Jeldlés: Adva egy (T, d) metrikus tér, egy a € T pont és egy r > 0 szdm By(a,r) jeloli
az a kozéppontu r sugaru kort a T' téren a d metrika szerint.

Tétel A. Legyen adva normadlis eloszlasu valosziniiséqgi valtozok eqy &, t € T, rendszere
eqy (T,d) metrikus téren, (T véges vagy megszamldlhatd halmaz), amelyre E& = 0,

7



teT, és B(& — &5)? = d*(s,t), s,t € T. Ha ebben a rendszerben megadunk m darab
s ooy &4, valdszindiségi vdltozot gy, hogy d(tj,t;) > a minden 1 < j <1 < m
indexre valamely a > 0 szammal, valamint H; C By(t;,0), 1 < 1 < m, halmazokat

m
valamely o > 0 szammal, és H = |J H;, akkor teljesil az
j=1

Esup & > Li\/logm — Looy/logm + min Esup &
1 <<

teH m tGHl

egyenliotlenség valamely univerzdalis L1 > 0 és Lo > 0 szamokkal.
Specidlisan, ha o < ﬁ, akkor

a
F su > —+/logm + min FE su .
tefgft — 2L & 1<i<m tel?l St

A masodik eredmény megfogalmazasa érdekében bevezetjiik a kovetkezd definiciot.

Novekedési tulajdonsag definiciéja egy metrikus téren adott funkcionalok-
ra. Legyen adva eqy F(A), A C T, (nem feltétlenil linedris) funkciondl eqy metrikus
tér részhalmazain, amelyre F(A) < F(B), ha A C B. Ez a funkciondl teljesiti a
novekedési tulajdonsagot 7 > 1, ¢ > 0 és r > 4, paraméterekkel, ha minden n > 0,
m = Npir = 22" (a T paraméter csak az m szdm definicidjdban jelenik meg), egész
és a > 0 wvalos szamokra, valamint olyan tq,...,t,, pontokra a T térben, amelyekre
d(tj,t;1) > a minden 1 < j,1 < m, j # [, indexpdrra, és t; € Bqy(s,ar), 1 <1 < m,
valamely s € T pontra, és tetszoleges Hy C By (tl, %), 1 <1 < m, halmazokra

F{ | H|=>ca2"V/?+ min F(H). (7)

1<i<m
1<i<m

(A fenti definiciéban megkdveteltiik, hogy a tekintett ¢; pontok mindegyike egy
rogzitett ar sugari gombben legyen, de viszonylag tavol legyenek egymastél. Sot, a ¢
pontok H; C By(t;, %) “kérnyezetei” is viszonylag tdvol vannak egymastél. Valéjadban
a legfontosabb olyan bizonyitdsokban, ahol a novekedési tulajdonsag teljesiilését ellen-
orizni kell, olyan t;, 1 < [ < m, pontrendszereket tekintiink, amelyek nem feltétlentil
teljesitik a t; € By(s, ar) feltételt alkalmas s € T' ponttal minden 1 <[ < m indexre, de
a masik két feltétel, amely a H;, 1 <[ < m, halmazok viszonylagos nagy tavolsagat biz-
tositja, érvényes rajuk. Ez azt jelenti, hogy a névekedési tulajdonsig definiciéjaban sze-
repld (7) relaciot H; halmazok egy gazdagabb osztalydban ellenérizziik, mint sziikséges
volna. Ez azonban &dltaldban nem okoz problémét.)

Tétel B. Legyen F(A), A C T, névekedési tulajdonsdgot teljesitd funkciondl egy (T, d)
(megszdmldlhato szdmossdgu) metrikus téren valamely T > 1, ¢ > 0 és r > 4 paraméte-
rekkel, amelyre F(A) < F(B), ha A C B. Ekkor létezik a T térnek olyan Ag C A1 C
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Ag C -+ (finomodd) particidsorozata, amelyre a A, particié elemszama kisebb, mint
2n+7’ ,

2 , €s

oo

igg Z 22 A (A, (1)) < Lr(F(T) + ¢A(T)) (8)

alkalmas univerzalis L > 0 konstanssal.

A Tétel B-ben szerepl6 particidsorozat lehet nem megengedett, mert abban A,
elemszama N, ,-val van becsiilve N,, helyett. De ez nem okoz probléméat, mert e
tétel segitségével konnyen lehet taldlni a (8) formulat teljesité megengedett particié-
sorozatot is. Ugyancsak érdemes megjegyezni, hogy érdekes alkalmazdsokban A(T) <
const. F'(T'), és ekkor a A(T') szam elhagyhaté a (8) becslés jobboldaldan az L konstans
megndvelése aran.

A Tétel A-ban tekintett F(A) = Esup&; funkciondl teljesiti a novekedési tulaj-
teA
donsigot 7 = 1, elég kicsi ¢ > 0 és elég nagy r > 4 szamokkal. Ezért alkalmazhaté

ré a Tétel B. S6t, mivel A(T) = sup [E(& —ft)2}1/2 < const. sup E|{ — &| <
s, teT s, teT

const. E sup (§s — &) < const. F(T'), a (8) formuldb6l megkapjuk az alsé becslés Gauss
s, teT
mezok szuprémumadnak a vdrhato értékérol nevii tétel bizonyitasat.

A Tétel A bizonyitasa Ledoux koncentracios egyenlotlenségén alapul normaélis valo-
szinliségi valtozok maximumardl valamint a Szudakov egyenlGtlenségen. Ez két egyéb-
ként is nagyon fontos eredmény normalis valdszintiségi valtozokrol.

Ledoux koncentraciés egyenl6tlensége normalis eloszlast valészintiiségi valto-
z6k maximumardl. Legyen adva &, t € T, E& = 0, (egyiittesen) Gauss valdsziniiségi

vdltozok eqy rendszere, ahol T vagy véges halmaz vagy T megszamlalhato, és Esup & <
teT

0. Legyen o > sup E¢2. Ekkor

teT
(

Szudakov egyenlétlensége. Legyen adva m darab &1, ..., &y, normdlis valdsziniségi
vdltozd, amelyekre E&; = 0, és E(&; — &)? > a® minden 1 < j < k < m indezpdrra
valamely a > 0 szammal. Ekkor

E sup & > %vlogm

1<j<m

sup & — E'sup &,
teT teT

2 2
> u) < 2e™ 1207 minden u > 0 szdmra.

valamely univerzadlis L > 0 szdmmal.

A Tétel A bizonyitisa. Legyen n, = & — &,, hat € Hj, és Y; = sup 1. Ekkor
teH;

Su}?ft:ftl+Yl:5tl+EYl+(Yl—EYl)thl‘FEYl—‘Yl—EYl‘thl+EYl—V>
teH;



ahol V = max |Y; — EY]|. Innen
1<i<m

sup & = max sup & > max 4 + min EY, —V,
te}:}g 1<i<m te}}S 1< gl 1<i<m

és varhatd értéket véve

Esupé& > F max ftl + min FEY; — EV.
teH 1<i<m

Tovabba E [Bax §tl > i logm a Szudakov egyenlGtlenség alapjan, 1£r}i<n £Y, =
<I<m

min F sup gt, mert FE sup (ft—é’tl) = FE sup &, és Ledoux koncentracids egyen_léitlensége
I<IiSm teT, teT teT,

alapjan EV < Loy/logm, mert P(V > u) < min <1, 2me‘“2/2"2), és EV = fooo PV >
u) du.

A Tétel B bizonyitasat, amely egy meglehetésen bonyolult teljes indukcids eljardson
alapul elhagyom, csak néhany kommentart fiizok hozza. A tételben szerepld particio-
sorozatot bizonyos optimalitasi tulajdonsagokat figyelembe vevé mohé algoritmussal
kapjuk meg, és ez egy meglehetosen implicit eljarast ad. Ezért a bizonyitas nem ad
effektiv, konstruktiv mddszert egy jo particiésorozat megtalalasara. A bizonyitas f6
nehézségét annak az indukcios allitasnak a megfogalmazasa és igazoldsa jelenti, amelybol
kovetkezik a tétel allitasa.

A Talagrand konyvben szerepl6 Tétel B valéjaban az itt megfogalmazott allitasnél
altalanosabb eredményt tartalmaz. Ott az van bebizonyitva, hogy ha az F'(A), A C T,
funkciondl (s6t az dltaldnos esetben nem feltétleniil egy F' funkciondlt, hanem esetleg egy
F,,n=1,2..., funkciondlsorozatot tekintiink) egy a (7) formuldhoz hasonlé, de dltalé-
nosabb tipusu egyenlStlenséget teljesit, akkor abbdl egy a (8) formuldahoz hasonlé explicit
modon megfogalmazott egyenltlenség kovetkezik. Szamunkra ennek az altalanosabb
eredménynek a kovetkezo specidlis esete lesz kiilonosen fontos. Ha

F | H|=ctrlegr 4 min F(H,). (9)

1<i<m
1<i<m ==

valamilyen 2 > p > 1 és 2 > a > 1 szdmokkal, (és a H; halmazok teljesitik az egy
metrikus téren adott funkcionalokra bevezetett novekedési tulajdonsag definici¢jaban
szerepld feltételeket), akkor

such2”p/o‘Ap(A (t)) < LrP(F(T) + cAP(T)) (10)
teT 2
alkalmas univerzalis L > 0 konstanssal és egy olyan Ay C Ay C Ay C --- par-

ey . .4 , . . n+T1
ticiésorozattal, amelyre a A,, particié elemszama kisebb, mint 22
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A (9) és (10) formuldban megfogalmazott eredményt fogjuk alkalmazni a szamunkra
fontos, kés6bb targyalando ellipszoid tétel bizonyitdsaban, amely a (11) képletben be-
vezetett Ya,p (T, d) mennyiségre ad felsé becslést bizonyos speciélis (T, d) terekben. Ez
az eredmény teszi lehetové, hogy bizonyos feladatokban jo becslést adjunk a minket
érdekld vo(T, d) mennyiségre is. Az ellipszoid tétel bizonyitdsdban a Tételt B-t forditott
szereposztasban alkalmazzuk, mint a Gauss mezok szuprémumaénak varhatd értékére
adott alsé becslés bizonyitasaban. Itt a v, , (71, d) kifejezésre akarunk felsé becslést adni,
és ennek érdekében egy j6, a (9) formulét teljesité F' funkciondlt keresiink. Ezutén a
(10) formula segitségével kapunk jé fels6 becslést a v,,,(T, d) kifejezésre.

A tdargyalt eredmények alkalmazdisa, az Ajtai—-Komlos—Tusnddy tétel bizonyitdsa.

Jelolje (2 a t = (t1,ta,...), Z t? < oo, sorozatokbdl all6 Hilbert teret, legyen adva
=1

fiiggetlen standard normalis valoszmusegl valtozok egy gi,gs - - . sorozata, és definialjuk

minden t = (t1,t3,...) € £2 pontra az X; = Z trgr valészinliségi valtozot. Adva egy
k=1

T C ¢? halmaz meg akarjuk becsiilni az Esup X; varhaté értéket. Az altaldnos fel-

teT
adat arrél, hogy becsiiljiik meg Gauss valdszinliségi valtozok szuprémumaénak a varhato

értékét visszavezetheto erre a problémara. A most megfogalmazott kérdés valéjaban
ekvivalens a 7, (T, d) mennyiség becslésével, ahol d az Lo norma altal definidlt metrika
az /% térben.

A o (T, d) becslése nehéz feladat az altalanos esetben. Viszont e mennyiség nagy-
sagrendje explicite megadhatd, ha T a kovetkez6 €& = £(aq, aq, ... ) alaki ellipszoid.

Szg(al,ag,...):{t:(tl,tg,...):i;—%gl} (11)

valamely ai,as,... pozitiv szdmokkal. Feltessziik, hogy a (11) formuldban szerepld
ar > 0 egytitthaték kozott minden A > 0 szamra csak véges sok olyan ajp szam van,
amelyre ap > A.

Sok fontos probléma megolddsdban nem elegendé a 7,(7,d) becslése ilyen T =
& ellipszoidokra, hanem a 75(T,d) mennyiséget olyan T" C & alaki halmazokra kell
megbecsiilni, amelyek lényegesen kisebbek, mint az £ halmaz. Példaul véges sok elembdl
allé T halmazokat kell tekinteniink. Az ilyen kérdések vizsgalata érdekében hasznosnak
bizonyult a kovetkez6 mennyiség bevezetése és vizsgalata:

1/p
Ya,p(T,d) = | inf sup Z (2”/O‘A(A (t ))p a>0,p>0 (12)

teT n>0

ahol az infimum az Osszes megengedett particidésorozatra vétetik fel. A legfontosabb
eset (a p = 1 paraméter mellett) a p = 2 eset. Ilyen valasztdssal j6 becslést tudunk
adni a 7,,2(€, d) mennyiségekre, ahol £ egy a (11) formuldban definialt ellipszoid. De
sok érdekes esetben v2(€,d) = v21(€,d) = oo, és annak érdekében, hogy jé becslést
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kapjunk a vo (7', d) mennyiségre egy véges sok elembdl all6 T' C £ alaki halmazra, olyan
minél kisebb a > 1 szamot keresiink, amelyre v, 2(&, d) < oo.

Az elobb emlitett probléma jelenik meg akkor is, ha egyforma eloszlasu, fiiggetlen
valoszintliségi valtozok osszegeiként megjeleno valdszintiségi valtozok szuprémanak a var-
haté értékét becsiiljiik meg az (6) formula segitségével. Itt a v, (F, d2) mennyiségen kiviil
a v1(F, ds) mennyiséget is meg kell becsiilni. De az igazi nehézséget az elsé mennyi-
ség becslése okozza. A kovetkezo lemméban, illetve annak kévetkezményében megmu-
tatjuk, hogyan vezet az Ajtai-Komlés—Tusnady tétel Talagrand féle atfogalmazdsanak
a vizsgdlata egy v2(T,d), T C &, alaku kifejezés becslésének a vizsgilatdhoz.

Lemma korlatos derivaltakkal rendelkez6 fliggvények tulajdonsagairdl. Le-
B <1 s £(@,0) = fla, 1),

0<z<1, f0,9) = f(1,9), 0 <y < 1. Ekkor az f(z,y) = 3. c(j, k)e? U= +ky) | Fourier
sor c(j, k) egyiitthatdi teljesitik a > (G2 HEY|(h k)P < 5 egyenlbtienséget.
—00<j,k<oco

Ez a becslés akkor is érvényben marad, ha az f(z,y) figgvény differencidlhatésdgi
feltételeit a kovetkezd némileg gyengébb feltétellel helyettesitjik. Az f(x,y) figguény,
mint az y vdltozo figguénye abszolut folytonos majdnem minden x-re, és mint az x
vdltozo fugguénye abszolut folytonos majdnem minden y-ra. Tovabbad e fligguény majd-
nem maindenttt létezo parcidlis derivdltjar majdnem minden x és y pontra teljesitik a

’%‘ <1 és ‘g—?’;) < 1 egyenlbtlenségeket. Ezek a feltételek teljesilnek, ha f(x,y) Lip-
schitz 1 fligguény.

z s Ve . s af
gyen f(z,y) olyan kétvdltozds fiiggvény, amelyre ‘8—95) <1,

Bizonyitds: Szamitsuk ki % Fourier egytitthatéit, és alkalmazzuk e fiiggvény Fourier

sorara a Parseval formulat. Parcialis integraldssal

o 1 o
C(—j, —k) _ /€2m(3x+ky)f(l', y) dxdy = — _ /827”(]3:—!—1@) 8f(377y) dz dy,
27 ox

2
ha j # 0, ahonnan Y. 4x%52|c(4, k)|* < [ (W) dx dy < 1. (Az utolsé becs-
—00<j,k<o0
lés els6 egyenlotlenségében azért nem irhatunk azonossagot, mert a W fliggvény

C(0, k) alaki Fourier egyiitthat6i helyett nullat irtunk.) Hasonléan

3 2 N2 o L / of(z,9)\” 1
< <
Koles, k)" < 472 dy de dy < 42’

—00< k<0

és ebbdl a két egyenlétlenségbdl kovetkezik a lemma elsé bekezdésének az allitasa.

Ugyanez az érvelés érvényben marad a masodik bekezdésben megfogalmazott tu-
lajdonsagok teljestilése esetén is. Azt kell meggondolni, hogy az alkalmazott parcialis
derivalassal kapott azonossag ekkor is érvényben marad, mert

A 1
dr = [62”(3$+ky)f(x, y)| =0 majdnem minden y-ra
0

/1 o (eZTri(jx—i—ky)f(x’ y))
0 ax
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az abszolut folytonossagi feltétel miatt, és hasonlé médon megkapjuk a masik szamunkra
sziikséges azonossagot az x és y valtozd szerepének felcserélésével. Ha f(x,y) Lipschitz 1
fliggvény, akkor teljesiti az abszolut folytonossagrél eloirt tulajdonsagokat, és a parcidlis
derivaltjai kisebbek, mint 1.

Megfogalmazom a lemma aldbbi (nyilvanvald) 1. kovetkezményét. Ez az eredmény
azért hasznos a szamunkra, mert ez lehetévé teszi, hogy olyan Lipschitz 1 fiiggvényekkel
is dolgozhassunk, amelyek periodikusan kiterjesztheték Lipschitz 1 fliggvénnyé az egész
sikon.

1. kovetkezmény. Adva egy f(z,y) Lipschitz 1 figguény az eqységnégyzeten definidljuk
ennek f.(x,y) periodikusan folytathato kiterjesztését a [0,2] x [0, 2] négyzetre a kévetkezd
maodon: Legyen fl(xay) = f(x7y)? ha 0 < z,y < L, és fl(xay) = f(x,Q—y), ha 0 <x <
1, és1 <y < 2. Legyen ezutan fo(x,y) = fi(x,y), ha0 <z <1és0<y <2, fo(x,y) =

f12—z,y), hal <z <2650 <y <2 Fkkor fo(z,y) = ST c(g, k)errtiztky)
—o00<j,k<oo

olyan c(j, k) Fourier egyiitthatdkkal, amelyekre Y (k?* + j2)|c(j, k)|? < .

Az Ajtai-Komlés—Tusnady tétel Talagrand-féle atfogalmazasanak bizonyitasaban
hasznos lesz az 1. kdvetkezmény. Vegyiik ugyanis a (2) formuldban tekintett az egység-
négyzeten definialt Lipschitz 1 fliiggvények C osztalyanak véges T' C C véges részhalma-
zait. Sziikségiink lesz egy olyan j6 becslésre a T halmaztdl fiigg6 72 (T, d2) mennyiségre,
amely csak a T halmaz szdmossagatol fiigg. Ilyen becslést az alabb megfogalmazott
2. kovetkezmény segitségével tudunk adni, amely konnyen lathaté az 1. kovetkezmény
segitségével. Ennek érdekében vezessiik be az

a’(j 2(4
& = { (a(j. k). b5, K)), 0< 4k < o0, (k) #(0,0), 3 BRI k)

G G

(13)
ellipszoidot. Ezen ellipszoid segitségével megfogalmazzuk a kovetkezo allitast.

2. kovetkezmény. Legyen T az eqységnégyzeten definidlt az f[o 11%[0,1] flx,y)dzdy =
0 feltételt teljesito Lipschitz 1 figguényekbdl allo, C fligguényosztaly eqy véges részhalma-
za. Ekkor vo(T,ds) < sup  72(U,d), ahol € a (13) formuldban definidlt ellipszoid,

Ueg, |UI=IT|
az egyenldtlenség jobboldalan szereplo d a £ téren definidlt Ly norma dltal indukdlt
metrikat jeloli, és |U| = |T| azt jelenti, hogy U és T elemszdma megegyezik.

Bizonyitds. Tekintsiik minden f € C' fliggvénynek a 2. kovetkezményben definidlt f.
kiterjesztését a [0,2] x [0,2] négyzetre, és legyen T, az {f.: f € T} halmaz. Ekkor
Yo (T, ds) = %’YQ(Te,dQ), mert da(f,g) = %dg(fe,ge) minden f, g € C fiiggvényre. Irjuk
fel minden f. € T, figgvény

B al cos(m(jz + ky)) . sin(m(jz + ky))
fe(x7y) - o ()Z]:’k<ooy |:\/§ (]7 k) \/5 + \/Eb(.]a k) \/5

(4,k)#(0,0)
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Fourier sordt. Az 1. kdvetkezmény alapjan e Fourier sor egyiitthatéi teljesitik az > (52 +

k?)(2a%(j, k) + 2b%(j,k)) < 25 egyenlétlenséget. (Azért tértiink 4t a \%sin és \/Li cos

fiiggvényekre az e*(5*+%) alaki fiiggvények helyett, hogy valés értékii (ortonormalt)
fiiggvényekkel és egyiitthatokkal dolgozhassunk.) Feleltessiik meg minden f fliggvény-
nek az 2a(j, k) és 2b(4,k), 0 < 5, k < o0, (j, k) # (0,0) egylitthatokat. Ezen egytitthatok
sorozata benne van a a %58 ellipszoidban, ahol £-t a (13) formuldaban definidltuk.
Tovabbé ez a leképezés izomorfia az Lo([0,1] x [0,1]) tér és a a {j, k), 0 < j, k <
oo, (j,k) # 0} parokkal indexezett az Lo norméaval ellatott tér kozott. Innen kdvetke-
zik, hogy ha U jeloli a T, halmaz képét ezen transzformécié szerint, akkor o (Te, ds) <
v2(U, d), ezért igaz a 3. kovetkezmény.

Meg akarjuk becsiilni a v, (U, d) mennyiséget véges U C & halmazokra. Nyilvanvald,
hogy v (U,d) < 72(€,d). Viszont, mint kés6bb ismertetett eredményekbél latszik,
v2(E,d) = oo, ezért ilyen mdédon nem kapunk hasznos eredményt. Viszont hasznos
a kovetkez6 becslés, amely a Talagrand kényv egyik legfontosabb eredménye.

Ellipszoid tétel. Tekintsik a (11) formuldban definidlt £ ellipszoidot. Erre az ellip-
szoidra a (12) formuldban definidlt v, ,(T,d) mennyiség p = 2 és o > 1 vdlasztdssal
valamint a szokdsos Euklideszi d metrikdval teljesiti a

Ya2(E,d) < K(a)supe - card {i: a; > e}/
e>0

egyenltlenséget eqy csak az o paramétertdl fiiggé K(a) konstanssal.

Az Ajtai-Komlés—Tusnédy tétel Talagrand-féle bizonyitdsaban a (13) formulaban
definidlt ellipszoidot kell tekinteniink. Erre card {i: a; > €} < const.e™2. (Azon (j, k)
nem negativ egészekbdl 4ll6 parokat kell tekinteni, amelyekre j2 + k? < e72.) Ezért
v2,2(€,d) < const. Ez a becslés segit a kivant egyenlStlenség bizonyitasdban.

Ezenkiviil sziikségiink van egy olyan becslésre, amely a 1 (C, do ) kifejezés becslését
teszi lehetévé a (6) formuldaban, ahol do a szuprémum metrika az C tér elemei kozott.
Errol szol a kovetkez6 eredmény.

Tétel Lipschitz fliggvények L., normaban siri haldinak nagysagarol. Tekint-
suk az eqységnégyzeten definidlt Lipschitz 1 fligguények C terét a do, szuprémum nor-
maval, és vezesik be a kovetkezd N(B,ds,e) mennyiséget minden B C C halmazra és
e >0 szamra. N(B,duo,€) a legkisebb elemszdmi a B halmazt lefedd (a doo szuprémum
norma szerint) € sugari gombokbdl dllo rendszer szdmossdga. Ekkor minden € > 0
szamra N(C,dx,€) < el/e’ valamilyen univerzadlis L > 0 szammal. Ebbol a reldciobol
kéovetkezik, hogy (4) formuldban bevezetett e, (T,d) figguvény T = C és d = doo vdlasz-
tassal teljesiti az e, (C,doo) < L27 /2 egyenlbtlenséget alkalmas L > 0 konstanssal.

Bizonyitdsvdzlat. Tekintsiik egy h € C fiiggvény A(h,27%) = {f: sup |f(z,y)—h(z,y)| <
27F f € C} 27F sugart kornyezetét, k = 0,1,2,.... Be lehet l4tni, hogy

N(A(h,27%), doe, 27 (FHD) < 2251,
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Azt kell ennek érdekében felhasznalni, hogy ha két f; és fo Lipschitz 1 tulajdonsagu
fiiggvénynek a [0,1] x [0, 1] egységnégyzetnek egy 2~ (F+2) szélességii rdcsara vett meg-
szorftdsara a szuprémum norma szerinti tavolsag kisebb, mint 2~(**2)  akkor

sup |f1($,y) - f2(x7y)| < 2_(k+1)'
(z,y)€10,1] x[0,1]

Ennek az egyenlotlenségnek a felhasznalasaval be lehet latni k£ szerinti teljes indukciéval,
hogy N(C,ds,27%) < e2L2*" minden k = 0,1,... szamra. Innen viszont kovetkezik,
hogy N(C,ds, ) < €L/ ¢” valamilyen univerzalis L > 0 szdmmal szdmmal minden & > 0
szamra, ahonnan e, (C, dso) < L277/2.

Az Ajtai-Komlds—Tusnddy tétel Talagrand—féle bizonyitdsa. Elég beldtni a (2) egyenlét-
lenség érvényességét akkor, ha C a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzeten definidlt, és az egész sikra,
kiterjesztheté Lipschitz 1 fiiggvények csalddja, és X, ..., Xy fiiggetlen, a [0, 1] x [0, 1]
egységyzeten egyenletes eloszlasi valdszinliségi valtozdk sorozata. Sot, azt is feltehetjiik,
hogy Ef(X1) = 0 minden f € C fliggvényre.

Valasszuk azt a legnagyobb m egész szamot, amelyre 27 > % Ekkor az el6z6
tétel alapjan e, (C,ds) < L27™/2 < LN, azaz meg lehet adni a C halmazosztalynak

olyan N,, = 22" vagy annél kevesebb elembdl &ll6 olyan T' = Ty részhalmazat, amelyre
minden f € C fiiggvényre létezik olyan f € T fliggvény, hogy sup |f(z,y) — f(z,y)| <

N N
—L_. Ebbél specidlisan az is kovetkezik, hogy |3 f(X;) — > f(Xj)‘ < L\V/N. Ezért
: =

VN’ =
N N

Esup |y f(X;)| < Esup Y f(X;)| + LVN,
fec j=1 feT =1

ahonnan kovetkezik, hogy elég belatni azt, hogy

N
1
Esup |— f(X,;)|=FEsupSn(f) < Ly/logN.
o1 | 75 2 S0 = Bsup S ()

Ezen egyenl6tlenség bizonyitdsdhoz elég megmutatni a (6) formula alapjan, hogy
Y2(T,dz) < Ly/logN, é v (T,ds) < L/ NlogN,

ahol dy az Lo és doy az Lo szuprémum norma altal definidlt metrika a [0,1] x [0, 1]
egységnégyzeten definidlt fliggvények terén.

A 72(T,d2) < Ly/log N egyenl6tlenség bizonyitdsdban felhasznaljuk a 2. kovetkez-
ményt. Ennek alapjan elég megmutatni, hogy 72 (U, d) < y/log N minden olyan U € &
halmazra, amelyre |U| < N,,, = 22", Itt £ a (13) formuldban definidlt ellipszoidot jeldli.
Viszont y22(U, d) < v2,2(€,d) < L egy univerzélis L > 0 szammal. Ez azt jelenti, hogy
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létezik az U halmaznak egy olyan megengedett Ag C A; C -+ C A,, particidsorozata,

amelyre
m—1

2
Z (2"/2A(An(t))) < L minden t € U pontra.

n=0

(Mivel |U| < N, feltehetjiik, hogy a megengedett particiésorozat legfeljebb m kiilén-
b6z6 particiébdl all, mert A,, = A,,,, ha n > m, és az m-ik particié csupa 1 elemfi, tehat
nulla 4tméréji halmazbdl all. Ezért A(A,(t)) = 0, han > m.) Innen a Cauchy—Schwarz
egyenlotlenség alapjan

m—1 m ) 1/2
2 AU ) < Vi (Z (2728040(1) )

< Lyv/m < Ly/log N minden t € U pontra,

ahonnan 5 (U, d) < Ly/log N, tehat a 2. kovetkezmény alapjén o (T, d2) < L+/log N.
Mésrészt, adva egy (T,d) metrikus tér, definidljuk a koévetkezd ~y4 (T, d)-hez ha-
sonlé mennyiséget. Tekintsiink olyan Tp,T1,... halmazokat, amelyekre |T,,| < N, és
T, C T. A ~v,(T,d) mennyiséghez hasonléan definalhatjuk a 7,(7,d|Ty,T1,...) =
sup > 27/d(t,T,) kifejezéseket, (illetve vehetjilk ezek 7, (T, d) infimumat az dsszes
teT 0<n<oo
a feltételeknek eleget tevs Ty, Th, ... sorozatra). Bér itt nem térgyaltam, a Talagrand
konyvben be van bizonyitva, hogy ~.(T,d) < K(a)¥.(T,d|Ty,T1,...) egy csak az
a paramétertdl fliggd K () > 0 konstanssal. Ezt az eredményt fogom haszndlni az
alabbiakban. Ennek alapjan elég a 1 (T, do,) mennyiség helyett a 31 (T, doo|T0, T4, - - )

mennyiségre adni jé becslést alkalmas Ty, Th, - -+ C T halmazokkal.
Valasszuk a T halmaz olyan T}, részhalmazait, amelyekre sup doo (¢, 7)) < L27™/2,
teT

és |T,,| < Np, ha 0 < n < m. Ez az el6z6 tétel szerint lehetséges. Legyen T,, = T, ha
n > m. llyen valasztassal

N(T,do) < K71 (T, doo|To, Th, ... ) < K> 2" supde(t, T,)
n=0

teT

< KLY 2"? < KL(V2+1)2"? < LVN.

n=0

Ez azt jelenti, hogy 71 (T, ds) < LvV/N, ami a kivantnal kissé élesebb becslés.
Nyilt probléma.

Legyen g(x,y) striségfiiggvény a [0,1] x [0,1] egységnégyzeten, X1,...,Xn figgetlen
valészintiségi vdltozok sorozata g(x,y) striségfiggvénnyel, és Y1, ..., YN a g(x,y) stri-
ségfigguény dltal meghatdrozott mérték szerint egyenletesen elhelyezett pontok. (Ez azt
gelenti, hogy az Y;, 1 < | < N, pontokba % tomeget elhelyezve, ezek datszallithatoak
a g(x,y) siriségfigguény dltal meghatdrozott mérték szerinti eloszldsba gy, hogy a
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szallitasi utvonal hosszanak vdrhato értéke kisebb, mint const. vV N.) Létezik-e mindig
az{1,2,..., N} halmaznak az

N
E (Y d(Xx;),Y) | <Ly/NlogN
j=1

egyenlitlenséget valamely univerzalis L > 0 konstanssal teljesité m permutdcidja, vagy
ehhez sziikséges bizonyos megkotéseket tenni a g(x,y) striségfiggvény tulajdonsdgairdl?

Az ellipszoid tétel bizonyitasanak hdtterérdl.

Az ellipszoid tétel bizonyitasaban fontos szerepet jatszik az aldbbi egyszerti lemma,
amely annak a valds szamokbdl &ll6 végtelen sorozatok terén definialt norménak a ge-
ometriai tulajdonsdgairdl szol, amely szerint a (11) formuldban definidlt ellipszoid az
egységgdmb. Tekintsiik a (11) formuldban bevezetett £ ellipszoidot, és vezessiik be a

O 2
kovetkezd || - ¢ normét a t = (t1,1a,...) sorozatok terén. Legyen [t[|2 = > Z—’;, ha
—1 %
t = (t1,ta,...), és az ai constansok megegyeznek a & ellipszoid definicidjaban szerepld

ai konstansokkal.

Lemma végtelen sorozatok terén definialt L, normak tulajdonsagairdl. Le-
gyen © = (x1,22,...) ésy = (y1,Y2,...) két olyan sorozat, amelyekre ||z||e¢ < 1 és
lylle < 1. Ekkor

vyl le—ulE
g 8

Bizonyitds.
=+l + llz = yllz = 2]|z]|z +2]lyllz < 4,

ahonnan
r+vy
2

1 1/2 1
<(1-=|z—yl|? <1——|z—yl3
S ( 4||90 y||g> < 8||w ylle

Az ellipszoid tétel egy olyan altalanosabb tétel kovetkezményeként adodik, amely
olyan norma altal indukélt tavolsagggal rendelkezd terekkel foglalkozik, amely norma
egy az el6z6 lemmahoz hasonlé tulajdonsiaggal rendelkezik. Ezért bevezetjiik a kovetkezo
definiciot.

p-konvex Banach terek definiciéja. Egy Banach teret valamely || - || normdval p-
konvernek nevezink p > 1 kitevovel és n paraméterrel, ha e Banach tér minden olyan
x, y vektordra, amelyekre ||z|| <1 és [jy|| <1

r+y

Hg—nux—yup, P>l
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A kovetkez6 tétel érvényes p-konvex Banach terekre.

Tétel p-konvex terekben valé becslésekro6l. Legyen T eqy n paraméterrel rendelkezd
p-konvex tér, 1 < p < 2, egységgémbje. Tekintsink egqy mdsik || - |1 normat ezen a
Banach téren. Ekkor minden 1 < a < 2 szdmra

Yap(T,d) < K(a,p,n) sup 2"/, (T,d)

0<n<oo

valamely K (o, p,n) > 0 csak az o, p ésn paraméterektdl fiiggd szammal, ahol vq. (T, d) a
(12) formuldban és e, (T, d) a (4) formuldban definidlt kifejezés a T (a p-konvex Banach
tér normdga szerinti) egységgombbel és a || - |1 norma dltal indukdlt d tdvolsaggal.

Az ellipszoid tétel a fenti p-konvex terekben val6é becslésekrol szolé tétel kovetkezmé-

nyeként kaphaté meg, ha azt a t = (t1,t2,...) végtelen sorozatokbdl allé6 Hilbert térre

alkalmazzuk a || - ||¢ norméaval (ez az el6z6 lemma szerint p-konvex Banach tér p = 2
o0

vélasztdssal és ) = ¢ paraméterrel) és a hagyoményos |[¢]|* = kz t? norméat vélasztjuk
=1

a || - |1 normanak. Az ellipszoid tétel bizonyitdsdhoz még egy eredmény sziikséges a

| - |l norma és az annak definiciéjdban szereplé aj, konstansok kapcsolatérol.

Tétel a || - || norma és az annak definiciéjaban szerepld a; konstansok kap-
csolatardl. Az & ellipszoidot a (11) formuldban definidld ay, sorozat legyen monoton
csokkend. Ekkor

1
> —agn € < k—n
en(E,d) > a2 € ent3(€,d) < 31r§nka§<n aqk2 M

ahol e, (E,d) a (4) formuldban van definidlva, és d a szokdsos ||t|*> = . t2, ha t =
=1

(t1,t2,...) Hilbert-térbeli norma dltal definidlt metrika.

Az ellipszoid tétel bizonyitdsa az elézé eredmények alapjan. Alkalmazzuk a p-konvex
terekben val6 becslésekrél szolé tételt a || - ||¢ norméval, melynek a (11) formuldban

definidlt & ellipszoid az egységgombje, és a || - ||; norma legyen [|t]| = Y ¢2, ha t =
k=1
(t1,t2,...). Azt kapjuk, hogy

Yon(E,d) < K(a) sup 2%, (E,d).
0<n<oco

Az & ellipszoid definiciéjaban szerepld tj valtozdk indexeinek esetleges atrendezésével
feltehetjiik, hogy az aj konstansok monoton csokkennek. Ez lehetévé teszi a 2/ %e, (€, d)
mennyiség becslését a || - ||¢ norma és az annak definicidjaban szereplé aj konstansok
kapcsolatardl szold tétel segitségével. Azt kapjuk, hogy

2”/0‘en(5,d) <3 max Qk/o‘Q(k_”)(l_l/o‘)an < (C max Qk/aazk,
1<k<n—3 1<k<n

18



mert (k—n)(1 —1/a) <0,hak <nésa>1. Innen

Ya,2(E,d) < K(a) sup 21/ o
0<n<oo

Az a; sorozat monotonitasat kihasznalva ¢ = aon vélasztassal azt kapjuk, hogy
card {i: a; > e} > 2", ezért € (card {i: a; > s})l/a > 2"/%qgn. Innen,

Ya2(E,d) < R’(a) sup 2 on < K'(a) supe (card {i: a; > 5})1/0‘ )
0<n<oco e>0

A p-konvex terekben wvalo becslésekrdl szolo tétel bizonyitdsanak alapgondolata. A bi-
zonyitas a Tétel B egy itt ki nem mondott dltalanosabb valtozatat hasznalja. Ebben az
altalanositasban egy metrikus téren adott funkcionalok novekedési tulajdonsagat kissé
altalanosabban definidljuk. Ugyanolyan tulajdonsidgu t; pontokat és H; halmazokat
tekintiink, de a (7) relacié helyett azt koveteljiik meg, hogy az F' funkciondl az

F( |J H |- min F(H) > h(n,a) (14)

1<i<m
1<i<m ==

egyenl6tlenséget teljesitse valamilyen alkalmas h(n, a) fliggvénnyel. A specidlis h(n,a) =

ca2"*t /2 yilasztés a (7) formuldt adja. Az dltalinos esetben a novekedési tulajdonsig

teljesiilése valamely h(n,a) fliggvénnyel a (8) formula egy valtozatat implikalja, amely-
o0

ben a sup 3. 2"/2A (A, (t)) dsszeg helyett egy hasonld, de a h(n,a) fiiggvénytél fiiggd
teT n=1

kifejezés szerepel. Célunk a (14) formula bizonyitdsa olyan F' funkcionallal és h(n,a)

fliggvénnyel, amelyre a Tétel B dltalanos alakja a p-konvex terekben val6 becslésekrol
sz0lo tétel eredményét adja.

A kovetkez6 a T egységgomb részhalmazain definidlt F' funkciondl segitségével
prébaljuk belatni a tételt.

F(A)=1—inf{||v|: ve€convA}, ACT.

Itt és a tovabbiakban conv A az A halmaz konvex burkat jeloli.

Ezzel az F' funkcionéllal és alkalmas h(n, a) fliggvénnyel prébaljuk belétni a (14) re-
laciét. Az ellenérizendd reldcié megfogalmazéasa érdekében rogzitiink egy n pozitiv
egész és egy valés a > 0 szamot, majd tekintink m = N, 4o olyan ti,...,t,, € T
pontot, amelyekre d(¢;,t) > a, ha 1 < [,I'! < m, és | # ', (1 = 1 véalasztassal
dolgozunk) valamint H; € T N By(t;, %), 1 < I < m, halmazokat valamilyen elég nagy
r > 4 szammal. (A funkciondlok névekedési tulajdonsagénak ellendrzésekor kell ilyen
objektumokat tekinteni. Itt nem irjuk el6, hogy a t;, 1 <[ < m, pontok mindegyike egy
rogzitett By(s,ar) gdmbben fekiidjon.) A d metrika a fenti definiciékban a || - [|; norma
altal definialt tavolsag.
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Legyen

u:inf{HvH: v € conv (UH1>} =1-F <UHZ> ,
=1 =1

és vélasszunk egy olyan v’ szdmot, amelyre

u > max inf{||v||: v € conv H;} =1— min F(H)).
<I< 1<I<m
A (14) formula bizonyitdsdban jé becslést adunk az u' — u kiillonbségre egy alkalmas
h(n,a) figgvénnyel. Ennek érdekében el6szor az e, (T,d) mennyiségre adunk alsé
becslést (a || - || norma &ltal meghatérozott d tévolsaggal) az u' — u és a paraméterek
segitségével.

Vélasszunk olyan v; € conv Hy, 1 < [ < m, pontokat, amelyekre |v|| < u” =
min(u’,1). Tlyen v; pontok léteznek. Olyan v; € conv H; pontokat kell vélasztani,
amelyekre ||v;|| elég kozel van az inf{||v||: v € conv H;} mennyiséghez. Ekkor a p-konvex
tulajdonsag miatt

v + vy 1 v — v P
2 =+ '’ )
v +v m v +v
és mivel =5 € conv | |J Hj |, - < || =57~ || minden 1 <[,I" < m indexre. Ezért
i=1
p

u v — vy

— <1-—n :

u// u//

Innen azt kapjuk (I’ = 1 vélasztassal), hogy mivel p > 1

, W — 1/p o — 1/p W —u 1/p
o -l < (S2) < < |
nu n n

’ 1/p
Legyen R = (“ 77‘“) . Ekkor a wy = “77, 1 <1 < m, pontok mindegyikére ||w|| <1,

azaz w; € T. Tovabba, mivel a v; pontok konstrukciéjabdl és a H; halmazok tu-
lajdonsdgaibdl adédik, hogy d(v;,vi) > §, ha I # I, és a d tavolsdg egy normabdl
szarmazik, ezért d(w;,wp) > % minden 1 < LI <m,ésl # 1 szdmra. Ez viszont
azt jelenti, hogy e,41(T,d) > ;5. Valéban, ha vessziik a T' halmaz tetszdleges b < &

sugaru gombokkel valé fedését, akkor a w; pontok mindegyike kiilonb6z6 gémbben van

ezért a fedé gombok szama legalabb m = N, 1o, ezért e, 1(T,d) > b.

‘ p
Az en1(T,d) > {5 egyenlStlenséghdl azt kapjuk, hogy v’ —u > n (m) )

Felhaszndlva az u és v/ mennyiségek definicidjat, illetve szabadsdgunkat az v’ megva-
lasztasaban azt kapjuk, hogy

g
a
F H | — min F(H)>2n|——7+— ] -
U Hi)| - min P l>—"(4en+1<T,d>)



P
Ez egy (14) tipusu egyenlétlenség specidlis h(n,a) =n (W) fiiggvénnyel.

Vezessiik be az S = ilili 2”/‘3‘@” (T’ d)7 és c = # mennyiségeket. Ezen kifejezések
segitségével felirhatjuk az utolsé egyenlétlenség aldbbi kovetkezményét.

— mi > 9(n+1)p/ap
F 1<Ll£ H,; 1lsr%1éan(Hl) > 2 a

A Tétel B altalanosabb alakjéabol, pontosabban annak a (8) és (9) formuldban megfo-
galmazott kovetkezményébol és a tekintett F' funkciondl néhédny konnyen ellendrizhet6
tulajdonsagabdl kapjuk, hogy

oo

suchznp/aAp(An(t)) < Cla,p, ).
teT F—
Mivel N .
np/o Ap - 77 /o p
7202 [*AP(A, (1) = (4S)png (2 / A(An(t))> 7

ebbdl az egyenlStlenségbdl, illetve az S mennyiség definiciéjdbdl (némi extra munkéval)
kovetkezik a tétel allitasa.

A v(E,d) becslése egy hiperboloidra.

A v (€,d) mennyiség értékét egy a (11) formdban definidlt £ hiperboloidra egy uni-
verzalis konstans szorzé erejéig pontosan meg lehet adni. Nevezetesen a (11) formuldaban
definidlt & ellipszoidra

o 1/2 o 1/2
% (Z ai) < v(€,d) <L (Z ai) (15)
k=1

k=1

egy univerzalis L > 0 szammal. Ennek az egyenlotlenségnek a bizonyitasa egyszer,

oo

ha a v2(€,d) helyett a vele azonos nagysdgrendii E sup > trgr | kifejezést
t=(t1,ta,... )EE k=1

becsiiljitk meg, ahol g1, go, ... fiiggetlen, standard normalis eloszlasu valdszintiségi val-

tozdék sorozata.
Felirhatjuk, hogy

2

oo 2 oo
t
E ( sup thk) =FE sup > £ (argr)

t=(t1,t2,... )EE 11 N2 k=1 R
e =
t—(t17t27 ) (ak) Sl
k=1
o0 [ee]
. 2 2 2
_Ezakgk = Zak7
k=1 k=1



mivel a baloldalon a vérhat6 értéken beliil szereplé Gsszeg rogzitett ¢r(w),ga2(w), . ..

értékekre a Z—’Z = —®I ok =1,2,..., helyen veszi fel a maximumat. Innen

(Z aigi)
k=1

~ ~ 1/2
és a Schwarz egyenlétlenségbdl adédik, hogy E sup Y tkgr | < (Z a%) .
t:(tl,tg,...)eé' k=1 k=1

Ledoux normalis valészintiségi valtozok maximumardl szolo koncentraciés egyenlotlensé-

- - 1/2
ge segitségével meg lehet mutatni, hogy az F sup Ytkgr | > C (Z k)
t=(t1,ta,... )EE k=1 k=1

alsé becslés is érvényes alkalmas C' > 0 konstanssal. Azt kell észrevenni, hogy ezen
eredménybol kovetkezik, hogy a tekintett szuprémum varhaté értéke nem lehet sokkal
kisebb, mint a masodik momentumanak négyzetgyoke. Ugyanis ezen eredmény alapjan

- 2 2
E( sup Ztkgk— ((tl t2 Zh«%)) <2 sup e <Ztk9k>

(t1,t2,... )EE .4 )65 k=1 (t1,t2,..
2 123
Zt sup Z — ak<2 sup ak<22ak
(tl,tg, Egk 1 (tl,tQ,...)ES k=1 ag 1<k<oo k=1

A (15) formula azt adja az Ajtai-Komlés—Tusnady tétel bizonyitdsaban szerepld
(13) formulédban definiélt £ ellipszoidra, hogy v2(&,d) = co. Ez magyarazatot ad arra,
hogy miért kellett a bizonyitasban a 1 2(€, d) mennyiséget becsiilni a 2 (&, d) kifejezés
helyett.

Ki lehet szdmolni a Dudley becslésében felléps S~ 27/2¢, (€, d) menyiség pontos
=0

n=
nagysagrendjét is (konstans szorzé erejéig) egy a (11) formuldban definiélt ellipszoidra.
A szamolas legfontosabb lépése a || - ||¢ norma és az annak definiciéjaban szereplo
ay, konstansok kapcsolatardl szolé kordbban megfogalmazott tétel bizonyitasa. Ennek
az eredménynek az Osszehasonlitdsa a vo(&, d) kifejezére adott becsléssel szintén meg-
mutatja, hogy bizonyos esetekben Talagrand becslése normalis eloszlasi valdszintiiségi
valtozok maximumaénak a varhaté értékérdl 1ényegesen jobb, mint Dudley becslése. De
mivel erre az eredményre itt nincs sziikségiink, ezért ennek targyalasat elhagyom.
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