
Sziimelmdeti megjegyz&ek I 
ERD& PAL 

Legyen p primszam es n2(p) jelentse p legkisebb quadratikus nem 
maradekjat. Nyilvanvalo, hogy n2 (p) mindig prfmszam. A matematiku- 
sok tiibb mint 150 eve foglalkoznak n2(p) megbecslesevel, de a vegleges 
megoldastol meg nagyon is messze vagyunk. Az elsCi ide vonatkozo 
eredmeny GAussto [I] vale. A quadratikus reciprocit&si t&e1 els8 
bizonyitSma1 hasznalt egyik segedtetele szerint, ha p= 1 (mod g), 
akkor TZ~(P) <: 2p*+l. 

A Brauer [2] elemi &on ezt az eredmenyt Clesitette. 1917-ben 
VINOGRADOFF [3] bebizonyitotta, hogy elegendc nagy p-re 

(1) nz(p) < pet (log p)? 

Davenport es a szerzg [4] (l)-et kiss? Blesitettek, [logp kitev6jet 
c&kentetttk). Az els8 lenyeges javfms azonban 1957-ben BURGESS- 
nek [S] sikeriilt, aki bebizonyftotta, hogy minden E > 0-hoz van oly 
p. = ~~(4, hogyha P > ~~(4, aor 

(2) 
rl2(p) < pfe++e 

s eddig (2) a legjobb eredmeny. Valoszinfinek latszik, hogy rt2(p) = 
= o(p”), sBt talan elegendB nagy c-re nz(p) -c c logp. 

Az mindenesetre biztos, hogy ennel tbbb nem lehet igaz, CHOW~A 
es TUR.~N [6] egy megjegyzese szerint ugyanis van oly c, hogy vegtelen 
sok p-re n,(p) > clogp. 

LINNIK [7] ,,nagy szitaja” segitstgevel bebizonyitotta, hogy minden 
s-hoz van oly c = C(E), hogy n es n2 kozott legfeljebb c oly primszam 
van, melyre n2(p) r pE. 

E kis cikkben egy sokkal egyszeriibb probltmaval fogunk fogla!- 
kozni. L. MIRSKY [8] egy k&de&e valaszolva be fogjuk bizonyitani, 
hw 
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ahol 2 = pi < p2 < . . . a primszamok sorozata. (3) bizonyita&hoz 
LINNIK [7’l mbdszeret fogjuk hasznalni. 

Jeliilje nk(p), p legkisebb k-adik nem marad&kat. Valosziniiuek 
Iatszik, hogy fennall 

(4) 

(4) bizonyitasanak az a nehCz&ge, hogy k > 2 eseten szerz6 nem tud 
j6 feisii becs&t azon p c x primsdmok szamhra, melyekre n&) > 
> A(x), ahol A(x) x-e1 egyiitt vegtelenhez tart. (4) bebizonyitasahoz 
eI6g lenne kimutatni, hogy ezen primszamok szima kisebb mint 

X 

cl log x A (x)~ +c, ’ 
ennek kimutatasa 8zonbar-r eddig nem sikertit, 

Jelentse r(p), p leglcisebb primitiv gyiiket, Nagyon neheznek Etszik 

bebizonyitasa. Meg azt se sikeriilt bebizonyitani, hogy r(p) nem tart 
vegtelenhez p-vel egyiitt. ARTIN sejtette, hogy vegtelen sok primsz6m 
van, melyre 2 primitiv gyok, de ennek bebizonyitasa nagyon neheznek 
latszik. Tudtommal m&g az sines bebizonyitva, hogy minden p prim- 
szamhoz van oly q -=c p prim&m, mely p-nek primitiv gyiike. 

r(p) felso” becslesevel tobben foglalkoztak, VINOGRADOFF [9] bebi- 
zonyitotta, hogy p > pa(e)-ra 

0) r(p) < p++4 

HUA, H. SHAPIRO Cs a szerzci’ [lQ](5)-St r(p) < c,ph(p - 1)c4-re 
javitottak, ahol v(p - l), p - 1 kiildnbbzo” primfaktorainak sz6mat jelenti. 
(5) elsij Enyeges BlesitCse azonban itt is BURGEsst6l 6s WANGt61* [ll] 
vale, akik bebizonyitott&k, hogy p > po(&)-ra 

Kiinnyen lehetseges, hogy r(p) < c logp. (A FUEMANN sejtks 
helyesstgenek feltkeleztse mellett ANKENY [12] bebizonyitotta. hogy 

n,(P) < 410gP)2). 

Ap-hez relativ prim maradekosztilyok csoportja, hap s 1 (mod k), 
sdtesik k mellekoszt~lyra a k-adik hatv~nymaradelcok csoportjba vonat- 

* BURGESS &k&t nem talbltam, [ill alatt Wn~c dolgozatat cithlom. 



12 

kozrjlag. Jelijlje A,(P) azt a legkisebb pozitiv eg&sz s&mot, hogy vala- 
mennyi mell6koszGly tartalmazza legalkbb egy A,(p)-1181 kisebb pozitiv 
eggszet. DAVENPORT ts a szerz6 [4] bebizonyitotta, bogy ha p >p,,, 
akkor 

(6) A,(p) < p- , 

ahol c; r 0 csak k-t61 fiigg. Vaibsziniinek lhtszik, hogy 

c A,(p) = (1 -i- o(l))C, -A-. 
log x 

Tal&n itt is igai:aogy A,(P) -K cck) logp. 
Most bebizonyitjuk (3)-at, Jelblje f(k, x) azon p primsz5mok sti- 

mlit x-ig, melyekre n,(p) = Pi. Bebizonyitjuk, hogy fix bc-ra 

(7) f(k, x) = (I + ojl))--x1-- 
2k logx 

ts hogy pk -c $ log x esetCn 

(8) lzf(l, x) = E’jk, x) < --tf-. 
2R-’ log x 

Legyen n&) = pk. Ekkor i < k esettn 

Teh&t a quadratikus reciprocit&si t&e1 szerint ha P z 1 (mod 4) pi > 2, 
akkor 

P ( 1 x 
=-i-l cs * z-1. 

( 1 

Ha p E 3 (mod 4), akkor pi > 2 esetCn 

= - 1 miatt Tovbbbi, ha k > 3 (azaz 

p s 3 (mod S), vagy p z 5 ( mod S), ha pk = 2, akkor = -I- 1 miatt , 

stimQ sdmtani sorban he- 

Iyezkedhet el. A primsz&mt&el szerint, ha 
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@*P1**- pk) = 1 a p < x p s u primsz&mok szdma 

(l+d+- x 4fi (pi- 1) log X 

3 
i=2 

ebb61 viszont 

f(k, x) = (1+0(l)) q-J? x 
4fi(Pi - 1) log x 

- 0 +a g& 

1=2 

s ezzel (7) be van bizonyitva. (“I)-b61 nyilvin adbdik, hogyha A(x) 
x-e1 egyiitt elegend6 lassan tart v&gtelenhez, akkor pk < A(x) esetr5n 

Most r&&9ink (8) bizonyitSra. BRUN m6dszeribiil k6nnyen k&et- 
kezik [13], hogy d < x* eseten a p = u (mod d), p -c x prImszEimok 
&ma kisebb, mint 

w $&ig x . 

561 ismert tovAbb8, hogy a p < 4” miatt 
P<Y 

(11) 

(10) Cs (11) miatt nyejtik ugyantigy, mint (7) bizonyit6s&xfil, hogy 

pk < + log x esetkn (ti. itt pt2 (p> > &, azaz i < k-ra ‘$ = - 1. 
! 1 

jyk-,x) < ;-jp$ k-l cx - cx --= 
i=2 

4JT(Pi-1)10gx 

2R-110g 

i=2 

s ezzel (8) is be van bizonyitva. 
FennAll nyilvh n 

(12) p&n2h4 = c pkfck, x> = x1 +I2 +z3 
Pk<X 
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ahol C,-ben 2 2 pk 5 A(x), EC,-ben A(x) < pk < $ log x, 6s &-ban 
4 log x < pk. (9) 6s (12) miatt 

(8) ts (12) 6s J(k, x) 5 Fk, x) miatt viszont 

(14) 

(12), (13) ts (14) miatt (3) bebizonyitMhot elCg lesz 

c3 =4&) 

bebizonyitisa. (15) igazolMhoz lesz a nagy szitara sziikdgiink. 

LEMMA 1. Legyenek u1 c u2 < - * . < u, c N eg&z szhmok. Le- 
gyen .f(p) ts Q(p) kCt tetszBleges fiiggvCny, melyre 0 i f(p) < p, 
1 < Q(p) (p primsz&m). TovLbb5 

min So = 5 
p<)N'/3 P 

2 n-m Q(P) = Q. 
p<&/3 

Z(p, Iz) jelentse marmost az Uj (j = 1,2, . , ., Z) sorozat azon tagjai- 
nak sz&mht, melyekre Uj = h (modp). Akkor minden p < 3 N’/f 
primsz&mra, kiv&e esetleg 9 NQ2/Zr ,,abnomxUis” prims&mot, 6s 
minden h (modp) maradCkoszt&ra kivtve esetleg f(p) ,,abnormCdis” 
maradCkoszt8lyt, fenn511 

z(p,h)---i <-& 4 
PI 

LEMMA 1. a nagy szita RBNYI [14] gltal Clesitett formgja. Lemma 1. 
azt jelenti, hogyha nCh&ny abnormalis primsz5mt61 Cs maradkkosz- 
tBlyt61 eltekintiink, akkor minden maradCkosztilyba majdnem egy- 
forma sok uj esik. 

LINNIK gondolat&t kSvetve Lemma l-bBi nyerjiik: 
LEMMA 2. @(y, T) jelentse azon szkmok szam5t T-ig, melyeknek 

primfaktorai y-n81 nem nagyobbak. Fenn&ll 
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Legyenek ugyanis pi c pz < - * - < pr 6 x amn prfmsz&mok, 
melyekre n(p3 > y [nyilvkn P = F(y f 1, x)]. u1 -C u2 < - * + < U, 
legyenek az x4-n& kisebb szgmok, melyeknek minden primfaktora 

5 y, z = Il/(y, x4). Eztrt tehBt feltevCsiink szerint 2 = + 1 minden 
(i) 

1 <= j 5 Z Cs 1 5 i s r-ra. 
Ekkor azonban Z(pi, h) = 0 ha h quadratikus nem maradtk 

(modpi). Legyen mArmost Lemma I-ben 7 = 3, Q = 2. Akkor a 
PI,PZ, * * -3 pr primszhmok mindegyike abnormAlis s ezert Lemma l- 
b61 (N = x4) 

, < 36x4 72 x4 
$(y, x4)& = Gx-“> ’ 

ezzel Lemma 2. be van bizonyitva. 

LEMMA 3. Legyen E > 0 tetszijlegesen kicsi. Tegyiik fel, hogy 

07) log y/loglog w 4 00 (ha w + co). 

Akkor 
lj(y, w) > wl-. 

(17) nyilvhn azt jelenti, hogy CloiwY -+ co minden fix t-re. 

Minthogy $(y, w) y-nak nem csijkken6 fiiggvknye feltehetjiik, hogy 
y < ~‘2. Legyen yk 5 w < y”+ I. Nyilvtin 

08) yk 2 w1-e12. 

Jelalje r(y) az y-n&l tiem nagyobb primszgmok szSm8t. Ismert, 

hogy n(y) > $&-. NyWnvaM, hogy 

minthogy (17) Cs yk g w miatt 

(2 k log JI>” 5 (2 log wjlOg w’10gy < WE’2 ; 

ezzel Lemma 3 be van bizonyitva. 

LEMMA 4. Jeliilje M(x) azon p < x primsz5mok s&m& melyekre 
n2(p) > (log x)LoglOgx. Fen&l1 

M(x) = 0 (2) 
minden q > O-ra. 
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Legyen y = (log x)*“g*ogr. Lemma 2 miatt nyilvan 

72 x4 &If w = Cm, 4 < ___ = o(Y) 
RCp bQ(YT x4> 

minthogy Lemma. 3 miatt ti (JJ, x4) > xql -d minden E > O-ra ha x 
elegend6 nagy. Ezzel Lemma 4. be van bizonyitva. NyiMn Lemma 4 
igaz marad, ha (log xyOg1°8*, (log x)f(Gl lett volna helyettesitve, ahol 

f(x) 400 x-e1 egyiitt. 
Most (15)-C% kijnnyen be tudjuk bizonyitani. NyilvAn 

(19) 

ahol z$;-ben 

c3 = c; f c;‘, 

3 log x < nz(p) < (log x)‘” logx 
cs zy-ben 

n&J) > (log xp logx. 

log 
= I”’ 1ologlogX‘ 

(8)-b61 nyilv&n kaivetkezik, 

(20) c; < (log $“” *ogx F(r, x) ( cx(log XP logx =; o 
2’-’ log x 

(I)-b61 Cs Lemma 4-b61 viszont nyerjiik, hogy 
x 

C;’ < M(x) max nJp) < xq+) = 0 - . 
P<X ( 1 log x 

(Is), (20) is (21)-bts1 (15) azonnal kiivetkezik s ezzel (3) be van bizo- 
nyitva. 
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3AME’-lAHAR. l-l0 TEOPMM WCEJl I. 

I-I. ap&l 

060anasux qepea n&Q naHhseebmal nonoxuTenbHbGHeBbweTcrene3n 
k(modp). MupcKAi npocun aBTopa HauTH acruwToTwiecKyf0 #IopMyny JNISC 

2 n,@). &TOP ROKa3blBaeT, lTOJlb3y5ICb 60nbmRM pemeTOM hlGiK3, 9TO 
PZS 

me P1,<P,<*** IIOCile~OBaTellbtIOCTb BCeX IlpOCTbIX ~SCeJl B HaTypaJIbHOM 
rlODRnKe. . 

&eHb BepORTeH, 'IT0 ~tZ&)=(1+0(@&. 
p,<s 

REMARKS ON NUMBER THEORY I. 

P. ERD~S 

Denote by n&) the smallest positive k-th power non-residue (mod p). Mirsky 
asked the author to find an asymptotic formula for 2 G(P). The author proves 

PSX 
using the large sieve of Linnik that pi < p2 < * . * are the sequence of consecutive 
primes 

2 n&d = (1 + dlDk~l $i& ’ 
P% 

It is very likely true that 2 a(p) = (1 + o(l)) gx. 
P<X 


