Szamelméleti megjegyzések 1

ErpGs PAL

Legyen p primszam és n,(p) jelentse p legkisebb quadratikus nem
maradékjat. Nyilvanvalo, hogy n,(p) mindig primszam. A matematiku-
sok t6bb mint 150 éve foglalkoznak n,{p) megbecsiésével, de a végleges
megoldastél még nagyon is messze vagyunk. Az elsG ide vonatkozd
eredmény Gausstél [1] valé. A quadratikus reciprocitasi tétel elsé
bizonyitasanal hasznalt egyik segédtétele szerint, ha p=1 (mod 8),
akkor n,(p) < 2pt+1.

A Brauer [2] elemi Uton ezt az eredményt élesitette. 1917-ben
VINOGRADOFF [3] bebizonyitotta, hogy elegendé nagy p-re

(1) ny(p) < p*<* (log p)>.

Davenport és a szerz8 [4] (1)-et kissé élesitették, [logp kitevgjét
csokkentették). Az elsd Iényeges javitds azonban 1957-ben BURGESs-
nek [5] sikeriilt, aki bebizonyitotta, hogy minden & > 0-hoz van oly

Po = Pole), hogyha p > po(e), akkor
(2) ”2({’) < p'.’.'e‘k +z

s eddig (2) a legjobb eredmény. Valdszinlinek latszik, hogy n,(p) =
= o(p®), s6t talan elegendd nagy c-re n,(p) < clogp.

Az mindenesetre biztos, hogy ennél tébb nem lehet igaz, CHOWLA
és TURAN [6] egy megjegyzése szerint ugyanis van oly ¢, hogy végtelen
sok p-re ny(p) > clogp.

Linnik [7] ,,nagy szitdja” segitségével bebizonyitotta, hogy minden
e-hoz van oly ¢ = c(g), hogy n és n* kozott legfeljebb ¢ oly primszdm
van, melyre n,(p) > p-.

E kis cikkben egy sokkal egyszeriibb problémaval fogunk foglal-
kozni. L. MIrsxy [8] egy kérdésére vialaszolva be fogjuk bizonyitani,

hogy
€) L mp) = (1+0(h) =— ¥ 75,

p<x ]0gxk=1
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ahol 2 = p, <p, < -+ a primszdmok sorozata. (3) bizonyitdsihoz
LiNNIK [7] mddszerét fogjuk hasznilni.

Jeldlje n,(p), p legkisebb k-adik nem maradékat. Valésziniinek
latszik, hogy fennall

) Y m() = (1+o(1)e, 1-5;‘; :

p<x

(4) bizonyitasinak az a nehézsége, hogy k > 2 esetén szerz6 nem tud
jO felsé becslést azon p < x primszamok szamara, melyekre . (p) >
> A(x), ahol A(x) x-el egyiitt végtelenhez tart. (4) bebizonyitasdhoz
elég lenne kimutatni, hogy ezen primszamok szama kisebb mint

O
og x A(x)2*e:
Jelentse r(p), p legkisebb primitiv gydkét. Nagyon nehéznek latszik

Y r(p) = (1+o())e

pex

, ennek kimutatisa azonban eddig nem sikeriilt.

x
log x

bebizonyitasa. Még azt se sikeriilt bebizonyitani, hogy r(p) nem tart
végtelenhez p-vel egyiitt. ARTIN sejtette, hogy végtelen sok primszdm
van, melyre 2 primitiv gydk, de ennek bebizonyitasa nagyon nehéznek
latszik. Tudtommal még az sincs bebizonyitva, hogy minden p prim-
szaimhoz van oly g < p primszam, mely p-nek primitiv gydke.

r(p) felsG becslésével tobben foglalkoztak. VINOGRADOFF [9]bebi-
zonyitotta, hogy p > p,(¢)-ra

&) rp) < p**e

Hua, H. SHAPIRO és a szerz$ [10](5)-6t r(p) < c3piv(p — 1)**re
javitottak, ahol v(p —1), p—1 kiillénboz& primfaktorainak szamat jelenti.
(5) els6 lényeges élesitése azonban itt is BURGESstSl és WaNGtol* [11]
valé, akik bebizonyitottik, hogy p > py(e)-ra
1+

Hp) <p

Koénnyen lehetséges, hogy r(p) < clogp. (A RIEMANN sejtés
helyességének feltételezése mellett ANKENY [12] bebizonyitotta. hogy

n,(p) < c(logp)?).

A p-hez relativ prim maradékosztalyok csoportja, hap = 1 (mod k),
szétesik & mellékosztalyra a k-adik hatvanymaradékok csoportjara vonat-

* BURGESS cikkét nem talaltam, [11] alatt WaANG dolgozatdt citilom.
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kozélag. Jeldlje A,(p) azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, hogy vala-
mennyi mellékosztily tartalmazza legalabb egy A, (p)-nal kisebb pozitiv
egészet. DAVENPORT &s a szerzG [4] bebizonyitotta, hogy ha p > p,,
akkor

(6) Ap) < p*T%,
ahol ¢ > 0 csak k-tol fiigg. Valésziniinek létszik hogy
T A = (140G o

Talan itt is Igaz hogy Ail(p) < c®log p.
Most bebizonyitjuk (3)-at. Jelolje f(k, x) azon p primszamok sz&-
mat x-ig, melyekre n,(p) = p;. Bebizonyitjuk, hogy fix k-ra

D Sk, x) = (1 + 0(1))',,;—
2%logx
és hogy p, < }logx esetén
’ i cx
=k 2 log x

Legyen n,(p) = p,. Ekkor i < k esetén

(3]s« (3)--1

Tehat a quadratikus reciprocitasi tétel szerint ha p = 1 (mod 4) p; > 2,

akkor
(_P_}s 11 & (_IL] o~
b Px

Ha p = 3 (mod 4), akkor p; > 2 esetén

()0 & (-0

Tovabba, ha k >1 (azaz p, > 2) akkor (%) = —1 miatt

p =3 (mod B), vagy p =5 (mod 8), ha p, = 2, akkor (%) = +1 miatt
p =1 (mod 8), vagy p =17 (mod 8).

Tehat p (mod s IT p(] H o ‘ szAmu szamtani sorban he-
Iyezkedhet el. A szé‘;m:ani sorra vonatkozé primszamtétel szerint, ha
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k
wp...p)=lap<xps= u(mod Sﬂp;] primszamok szdma
i=2

X

(1+o(1)) — ;
4_]_] (p;—Dlogx

ebbdl viszont

X X

log x

Sl %) = (1+o(1) 2]_]“";‘ _
- aJ ] (p:—1)logx

i=2

s ezzel (7) be van bizonyitva. (7)-bdl nyilvin adédik, hogyha A(x)
x-el egyiitt elegendé lassan tart végtelenhez, akkor p, < A(x) esetén

— (1+o0(1))

Sk, x)=( + "(‘”zr%g‘;-

Most ratériink (8) bizonyitasidra. BRUN médszerébsl kbnnyen kévet-
kezik [13], hogy d < x* esetén a p = v (mod d), p < x primszdmok
szima kisebb, mint

10 P

oo @ log x

J6l ismert tovabba, hogy J] p <4 miatt
P<y

(11) 4 JT b <xt
pi<ilogx

(10) és (11) miatt nyerjiik ugyanigy, mint (7) bizonyitisinal, hogy
Px < +log x esetén (ti. itt n,(p) > p,, azaz i < k-ra (‘%‘] = —1.
Ly T | cx B
Fk,x) < 2]] R

Sl 4[] (pi—1) logx
i=2

X Tlogx

s ezzel (8) is be van bizonyitva.
Fennall nyilvin

(12 2np) =} pflk,x) =3 +3,+2s

px Pk<X%
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ahol Z;-ben 2 < p, < A(x), Z,-ben A(x) < p, < 1logx, és Zj-ban
tlogx < p,. (9) és (12) miatt

13 = 1+0(1 = * §h [ 5 )
a2 pk<z,1tx)( il )) > logx logxk§1 2* - log x
(8) és (12) és f(k, x) = Fk, x) miatt viszont

14) S, ¥ P_*l=o[ ")

logx a(x)<pe pide log x

(12), (13) és (14) miatt (3) bebizonyitasihoz elég lesz

; x
(13} Lyt (log x}

bebizonyitisa. (15) igazolasahoz lesz a nagy szitira sziikségiink,

LeEMMA 1. Legyenek u; < u, < -+ < u, < N egész szimok. Le-
gyven f(p) és QO(p) két tetszGleges fiiggvény, melyre 0 < f(p) < p,
1 < Q(p) (p primszam). Tovabba

min M=T, max Q(p) =
p<N'h P p<iN'ls

Z(p, h) jelentse marmost az u; (j=1,2,..., Z) sorozat azon tagjai-
nak szamat, melyekre u; = 2 (mod p). Akkor minden p < 4 N'/s
primszdmra, kivéve esetleg 9 NQ?*Zt ,abnormalis” primszimot, és
minden A (mod p) maradékosztilyra kivéve esetleg f(p) ,,abnormélis”
maradékosztalyt, fennall

| Z‘

LeMMA 1. a nagy szita RENYI [14] Altal élesitett formaja. Lemmal.
azt jelenti, hogyha néhdny abnormdlis primszdmt6l €s maradékosz-
talytol eltekintiink, akkor minden maradékosztilyba majdnem egy-
forma sok u; esik.

LINNIK gondolatit kovetve Lemma 1-b8l nyerjiik:

LEmMMA 2. ¥(y, T) jelentse azon szimok szamat T-ig, melyeknek
primfaktorai y-nal nem nagyobbak. Fennall

?2):4
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Legyenek ugyanis p, < p, < -*- < p, £ x azon primszamok,
melyekre n(p;)) >y [oyilvin r= F(y+1,x)]. u, <u, <" <y,
legyenek az x*nél kisebb szdmok, melyeknek minden primfaktora

<y, z = Yy(py, x". Ezért tehat feltevésiink szerint %= +1 minden

P
15j£Z é 1=i=rra. ‘

Ekkor azonban Z(p;,h) =0 ha h quadratikus nem maradék
(mod p;). Legyen marmost Lemma l-ben t =14, Q =2. Akkor a
PisP2, - - ., P, primszimok mindegyike abnormalis s ezért Lemma 1-
bél (N = x*)

Bxr B

< = )
v, xH: gy, x%)
ezzel Lemma 2. be van bizonyitva.

LEMMA 3. Legyen £ > 0 tetszlegesen kicsi. Tegyik fel, hogy
(17 log y/loglogw — @ (ha w— o).
Akkor
Yy, w) > wh™"

- Bkt y
(17) nyilvdn azt jelenti, hogy Toea
Minthogy ¥ (y, w) y-nak nem cs6kkend fiiggvénye feltehetjiik, hogy
y < w2, Legyen y* < w < y**!. Nyilvan
(18) yk é wl—e,’z‘

Jellje ?’E(}’) az y-nil nem nagyobb primszamok szamat. Ismert,

— oo minden fix #-re.

hogy n(y) > ——— 21 gy . Nyilvénval6, hogy
k k 1—z/2
w(y,w)a("(” > (B> s s
k k Rklog y)'- (Rklogy)

minthogy (17) és y* < w miatt
(2klog y)* £ (2log w)' P18 < w2
ezzel Lemma 3 be van bizonyitva.

Lemma 4. Jelolie M(x) azon p < x primszamok szamét, melyekre
ny(p) > (log x)loe'°e=, Fennall
M(x) = o(x")
minden n > O-ra.
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Legyen y = (log x)°s'e>, Lemma 2 miatt nyilvan

. 2%
M(x) = Ex)<—"  =o(x"

(%) g;,f( ) Vo) (x")
minthogy Lemma 3 miatt ¢ (y, x*) > x*!~9 minden & > O-ra hax
elegendd nagy. Ezzel Lemma 4. be van bizonyitva. Nyilvin Lemma 4
igaz marad, ha (log x)legles=  (log x)/™-el lett volna helyettesitve, ahol
f(x) > oo x-el egyiitt.

Most (15)-6t konnyen be tudjuk bizonyitani. Nyilvan

(19) ZJ = Z; + z;’
ahol >'5-ben
1 log x < ny(p) < (log x)'"® 18>
és D'5-ben
ny(p) > (log x)'*® '~

log

Legyen n [I—?E-Jf) = . (8)-bol nyilvan kovetkezik,

4 )~ "7 T0loglog x
hogy
log log x
@Q0) Y < (log x)™* “** F(r, x) < ex(log x) _ 0( x )
2 1logx log x
(1)-b6l és Lemma 4-b8l viszont nyerjiik, hogy
(21) Y < M(x) max ny(p) < x"*¥ = o[ = )
p<x log x

(19), (20) és (21)-bbl (15) azonnal kovetkezik s ezzel (3) be van bizo-
nyitva.
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3AMEYAHHUS 10 TEOPHUM YMCEN I
I1. Oppém

O6o3nauum uepes n;(p) HANMEHBIDHE NOJOKATENLHBIH HEBHYET CTENeHH
k(mod p). Mmpcknii NpOCHI aBTOpa HaWTH ACHMNTOTHYECKYIO (hopmyay mnst
D m(p). Astop poxaswieaer, momsysce Gombumm pemerom Jlawmka, uTO

==z
gﬂ":([’)=(1+0(1)); . logx

e P <py<--- NOCNEROBATENBHOCTE BCEX MNPOCTHIX YHCEN B HATYPaJbHOM
nopsipKe.

OueHb BEPOATEH, YTO an(p)—
px

REMARKS ON NUMBER THEORY I
P. ErDOs

Denote by m(p) the smallest positive k-th power non-residue (mod p). Mirsky
asked the author to find an asymptotic formula for Z ne(p). The author proves
using the large sieve of Linnik that py < p2 << -+ are the sequence of consecutive
primes

& P X

Zmp) =+ o) 2 Figgy

X
It is very likely true that 2 md{p) = (1 + ooz

p<x




